m UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Plan du cours

1.  Introduction
- Historique, Modélisation
2. Aide a la décision
- Approches unicriteres et multicriteres
- Prise de décision de groupe
- Logiciel Visual PROMETHEE
- Applications
3. Optimisation (programmation linéaire)
- Modélisations
- Algorithmes
- Logiciel : Excel
- Applications

4.  Graphes
- Chemins les plus courts et les plus longs
- Gestion de projets
- Réseaux de transport
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1. Graphe ?
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Graphe oriente

G =(X,U)

« X : ensemble fini d’elements appeles
sommets,

« U : sous-ensemble de XxX (couples de
sommets) dont les eléements sont appelés arcs.
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Exemple 1

€ 3X3

X2
A X7 X6
X1 ;;’ X5
X4

° X={X19X29X39X49X59X69X7}

* U={ XXy, (X2,X7) 5 (X3,X3) , (X3,X5) 5 (X4,X5) ,
(X59X4) > (X79X1) }
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Terminologie

e Chaine : Suite de sommets telle que si x, et x,
sont deux sommets consecutifs de cette suite,
alors (x;,x;) ou (x,x) € U.

e Chemin : Suite de sommets telle que si x, et x
sont deux sommets consecutifs de cette suite,
alors (x,.x;) € U.

o Cycle : Chaine dont le dernier sommet coincide
avec le premier.

e Circuit : Chemin dont le dernier sommet
coincide avec le premier.
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2019/2020

Chaine

Exemple 1

X1

X4

X7

X5

Q.

.X6
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Exemple 1

X4

O

-X3
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Exemple 1

X < ©X3

X7 * X6

X1 X5

X4

Circuit
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Terminologie (2)

e Circuits particuliers :
- Circuit elementaire,
- Circuit hamiltonien (1! par chaque sommet),
- Circuit eulerien (1! par chaque arc).

e Graphe connexe :
V X,y € Xavec x #y 3 chaine entre x et y.

e Graphe fortement connexe :
V x,y € Xavec x #y 4 chemin de x versy.
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Terminologie (4)

e Ensemble des successeurs de x € X :

x)={yeX | (x,y)eU}

e Ensemble des prédeécesseurs de x € X :

F'x)={yeX |(y,x)eU|

e Graphe valué : a chaque arc est associee
une valeur (nombre).

2019/2020 10
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Graphe non orienté

G =(X,E)

« X : ensemble fini d’eléments appeles
sommets,

« E . ensemble de paires de sommets dont les
élements sont appeles arétes.

e Graphe simple :

- Au plus une aréte entre deux sommets,
- Pas de boucles.

« Graphe oriente symetrique.

2019/2020
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Exemple 2

o Dans une reserve naturelle :
- Sommets : Postes de surveillance/attractions (O: entree).
- Arétes : Routes.
- Valeurs : Longueurs des routes (km).

2019/2020 12
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Chemins les plus courts et les
plus longs dans un graphe
valué

e Graphe oriente value.
- Valeurs : longueurs, couts, durees, délais, ...

e Probleme : Chercher un chemin d’un sommet x;,
vers un sommet x, de telle sorte que la somme
des valeurs des arcs qui composent ce chemin

(‘longueur du chemin’) soit minimum (ou
maximum).

2019/2020 13
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Hypotheses

o Pour un probleme a maximum, pas de circuits de valeur
positive.

o Pour un probleme a minimum, pas de circuits de valeur
negative.

« Notations :
arc (x;x;) <> valeur c;
Pour un probleme a maximum : {ci. =—oo i (x;,x;) gUeti#]

J

Pour un probleme a minimum : {Cij =+o0 si (x;,x;) gUeti# ]
Cif= Vi

11

Passage de minimum a maximum :  ¢jj=-cj , Vi,]
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Algorithme de

Bellman-Kalaba
 Principe d’optimalite de Bellman :
A Xi X

o 51 le chemin ([ {x/f/1 /4! [ ja A | R1\A M\
..., xn) est optimal entre x1 et xn, alors
le chemin (x;, ..., x,, ..., x;) est optimal

entre x; et x;.

2019/2020 15
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Algorithme de Bellman-Kalaba

o A(k)=valeur du chemin optimal de x, a

x; en au plus £ arcs.
1. {xl(nzo
Ai(D)=c;; i=2,....n
2. Pourk=2,3, ...

(k) =0
<xi(k): min {x (k=1)+cj; }
JE{12,.

3. Arret de U algorlthme quand :
AMk)=A(k—1) Vi

2019/2020
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Algorithme de Bellman-Kalaba

e Convergence :
Arrét de [’algorithme apres au plus »-1

etapes.

e Recherche de chemins les plus longs :
Adaptation du point 2 :

1i (k) = max . (k—1) +cj; |
J

2019/2020 17



m UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Exemple 3

X] Xp X3 A 2(2) A3
0O 3 2
Xolo O S5 2 o
X3 |0 oo 0 3 7
Xg |0 o o 0 5
2019/2020 Xs |0 o0 o oo (
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X2 2 X4

Exemple 3

1(2)

203

2019/2020 5
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X2 2 X4

Exemple 3

1(2)

203

2019/2020 5

S Lhn
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Exemple 3

X2 2 X4

203

S Lhn
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X2 2 X4

Exemple 3

1(2)

203

2019/2020 5

S Lhn

DN D W
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X2 2 X4

Exemple 3

2019/2020 5

A1(2) | A(3)
0 i 0
3
7 2
5 5
x. | 0o oo 0 9
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X2 2 X4

Exemple 3

2019/2020 5

A1(2) | A(3)

0 i 0

3 3

7 2 12

5 5 5

x. | 0o oo 0 9 | 9

24
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Arborescence des chemins les
plus courts
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Plan du cours

1. Introduction
- Historique, modélisation

2. Aide multicritere a la decision
- Choix social
- Méthodes PROMETHEE et GAIA
3. Quelques problemes de la theorie des graphes
- Définitions, terminologie
- Chemins les plus courts et les plus longs

4. Gestion de projet (ordonnancement)
- Méthode du chemin critique

- Contraintes cumulatives
- Meéthode PERT

2019/2020 26
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A. Définition du probleme

e Realisation en un temps minimum d’un
projet comportant un certain nombre de
taches a effectuer, en tenant compte de
contraintes eventuelles sur I’enchaine-
ment des taches ou sur les moyens a
mettre en oeuvre.

e Exemples :

- Construction d’une maison, chantier,
campagne publicitaire, lancement d’un
nouveau produit, ...

2019/2020 27
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Un exemple simple pas a pas

« Organisation de la féte de fin d’annee.

e Sept
- A
- B:
- C:
- D:
- E

- F:

- G

2019/2020

taches a réaliser :

Elaborer la recette du gateau (2 jours)
Preparer le gateau (1 jour, apres A)
Répeter la chanson (chorale, 5 jours)
Réserver une salle (3 jours)

Decorer la salle (4 jours, apres D)
choisir un DJ (2 jours, apres D)

installation DJ (1 jour, apres F)
28
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Questions ?

o Si la fete est prevue le 22 décembre,
combien de jours a l’avance faut-il s’y
prendre ?

e Quel calendrier (ordonnancement des
taches) faut-il suivre pour étre préets le
22 decembre ?

e Peut-on se permettre de prendre du
retard sur certaines taches sans

compromettre la date de la féte ?

2019/2020
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Ordonnancement

o Determiner la date de debut de chaque
tache (c-a-d un ordonnancement).
e Notations :
- Taches : i ST 1 S p
- Durées : d(i)
- Dates de début : #i)

e Prise en compte de contraintes
temporelles et cumulatives.

2019/2020
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Contraintes temporelles

« Postériorité stricte t(]) > l‘(i) +d (z)

e Postériorité avec délai f(]) 2 t(i) 78 d(i) T f(la])

o Postériorité partielle l‘(]) > t(l) + (l ])d( )
>

 Localisation temporelle t(i
<

e Continuite f(]) l‘(i)+f(i,j)

2019/2020 31
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Contraintes cumulatives

e Limites sur les ressources disponibles
pendant la realisation du projet :

- Materiel,
- Budget,
- Main-d’ceuvre.
e Fixes ou variables au cours du temps.

2019/2020
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B. Méthode du chemin critique

e Contraintes temporelles uniquement.

e Durees des taches connues avec
certitude.

o Representation sous forme de graphe
value :
- Taches representées par des arcs.

- Sommets correspondant a des etapes du
projet.

2019/2020
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Elaboration du graphe

e Tachei: d(,ll
« W/
début de 1 fin de 1
 Contrainte : t(j)Zt(i)-l—d(i)+a
(0
fin de 1 début de j

e Deux sommets particuliers :
- Début du projet - étape 0,

- Fin du projet - étape n+1.
2019/2020
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Exemple (1)

o B (prepa. gateau, 1 jour) apres A (recette, 2 jours)
e Temps minimum néecessaire : 3 jours

22 décembre
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Exemple (2)

o C (repetition chorale, 5 jours)
o Temps minimum néecessaire : 5 jours

22 décembre
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Exemple (3)

o E (déco. salle, 4 jours) apres D (res. salle, 3 jours)
e Temps minimum nécessaire : 7 jours

22 décembre
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Exemple (4)

e G (inst. DJ, 1 jour) apres F (choix DJ, 2 jours),
apres D (res. Salle, 3 jours)
e Temps minimum nécessaire : 7 jours

22 décembre

2019/2020 38
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Ordonnancement au plus tot

« ES(i) = date de debut au plus tot de la
tache i

= longueur du chemin le plus long de 0 au
debut de i

» ES(n+1) = T = duree minimale de
réalisation du projet.

- EF(i) = date de fin au plus tot de la tache
i = ES(i) + d(i)

2019/2020 39
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Exemple

o Date au plus tot pour chaque sommet.
o TO = O

22 décembre

2019/2020 40
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Exemple

o Date au plus tot pour chaque sommet.
o TO = O

(23)

22 décembre

2019/2020 41
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Exemple

o Date au plus tot pour chaque sommet.
o TO = O

(23)

22 décembre
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Exemple

o Date au plus tot pour chaque sommet.
o TO = O

(23)

22 décembre

2019/2020 ( - ) 43
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Exemple
o Date au plus tot pour chaque sommet.
o TO = O
(2;)
(0;) 22 décembre

(73)

2019/2020 ( 5: ) 44
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Ordonnancement au plus tard

 LF(i) = date de fin au plus tard de la
tache i
(sans allonger la durée de réalisation T)

= T — valeur du chemin de valeur maximum
de la fin de i a la fin des travaux

« LS(i) = date de début au plus tard de la
tache i = LF(i) — d(i)
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o Date au plus tot pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

Exemple

(23)

(0;)

22 décembre

(7;7)

2019/2020 ( - ) 46
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e Date au plus tard pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

Exemple

(2;6)

(0;)

22 décembre

(7;7)

2019/2020 ( B ) 47
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e Date au plus tard pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

Exemple

(2;6)

(0;)

22 décembre

(7;7)

2019/2020 (5:6) 48
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e Date au plus tard pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

Exemple

(2;6)

(0;)

22 décembre

(7;7)

2019/2020 (5:6) 49
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e Date au plus tard pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

Exemple

(2;6)

(0;0)

22 décembre

(7;7)

2019/2020 (5:6) 50
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e Date au plus tard pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

Exemple

(2;6)

(0;0)

22 décembre

(7:;7)

2019/2020 (5:6) 51
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o Forme simplifiee de [’algorithme de Bellman-
Kalaba pour un graphe sans circuits.

e Classement des sommets en k niveaux.

o Calcul des dates de début au plus tot pour les
sommets, par niveau décroissant, depuis le
debut des travaux :

- ES(0)=0
- ensuite : ES(i) = max { ES(j) +¢;|j e () }

e Puis calcul des dates au plus tard en repartant

de la fin des travaux.

Calcul

2019/2020 52
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Chemin critique

e Le chemin critique est le chemin le plus
long entre le debut et la fin des travaux.

« Taches critiques :

- Taches situees sur le chemin critique.

- Tout retard sur une tache critique rallonge
d’autant la duree minimale de realisation du
projet.

2019/2020 53
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Exemple
o Date au plus tot pour chaque sommet.
> TO =0 - Tf =/
e Chemin critique (2;6)

(0;0)

22 décembre

(7:;7)

2019/2020 (5:6) 54
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Marges

e Retards possibles sur les taches non-
critiques, sans augmenter T ?

d(1)

ES(i) LS(3) EF(i) LF(®)

ES(j2) ES(j;)

MT() ML)

2019/2020
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o Marge totale de la tachei:
MT(i) = LS(i) — ES(i)

» Retard maximum sans augmenter T.

Marges

e Marge libre de la tachei :
ML(i) = min { ES(j) — EF(i) | j suit 1 }

» Retard maximum sans perturber les dates au
plus tot.

2019/2020 56
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Exemple

o Date au plus tot pour chaque sommet.
- TO = O - Tf = 7

MT = 4
ML =0

(2;6)

MT = 4
ML = 4

2019/2020

22 décembre

(7:;7)
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Exemple 2 - Exploitation miniéere

e En vue de Uexploitation d’une mine, on
construit :

- un port sur un canal proche du site
d’extraction,

- ainsi qu’une route et une voie de chemin de
fer qui relient la mine au port.
o Au total, il y a 10 taches a effectuer
(durees expriméees en mois).

e Contraintes temporelles uniquement
(dans un premier temps).

2019/2020 58
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Exemple 2 - Liste des taches

Taches Durées | Contraintes
A: Construction d’un port provisoire 2

B: Déblai pour route et voie ferrée 8

C: Commande du mateériel minier 5

D: Commande du matériel portuaire 6

E: Implantation du port définitif 2 Apres A.

F: Construction de la route 4 Apres B.

G: Pose de la voie ferrée 1 Apres B.

H: Installation portuaire 8 Apres D.

| : Construction d’une cité 5 Apres A,B,E,F.
J: Installation miniere 7 Apres B,C,D,G,H.
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Exemple 2 - Questions

e Quelle est la duree de realisation
minimale des travaux, en tenant compte
des contraintes ?

e Quel est le calendrier d’execution des
différentes taches correspondant ?

e On pourrait aussi prendre en compte le
nombre d’ouvriers disponibles et leurs
qualifications, ...

2019/2020 60
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Exemple 2 - graphe

v Y
W

fin d
travanux

A:2 E:2
> - > >
B: 3 F: 4 ‘\\\\\\ I:5
o > > > 3 o
. C:5 ‘\\\\\\\§\. G:1 J:7
L > > v
23 S~
e D: 6 H: 8
= . > . > >
2019/2020
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Simplification du graphe

e Elimination des arcs de longueur nulle :

3
d}i)/ w o i)/ N\

e Attention :

i) d() (i) ()
0 & 0
./'_>\./“‘>\.
d(k) 0 d(l) d(k) d(l)

d(1) d@)

2019/2020 % :d%<d(:1/‘)\_
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Exemple 2 - graphe simplifié
@) | 7, )

1 E:2 9

A:2
0,0) B:3
C:5 ~
D:6

2019/2020 (6, ) 9 63
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Exemple 2 - graphe simplifié
@14) , (7310)

1 E:2 9

@i12)

3 (2

00) / B:
ol \\
C:5 .

D:6

A2

H:8

3

2019/2020 (6,6) 64
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Exemple 2 - graphe simplifié

(2,14) - (7,16)

(21,21)

(14,14)

=  Chemin critique

65

2019/2020 (6,6)
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Exemple 2 - résultats

Tache | Durée | Aprés | ES | EF

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

b | 6 f - |0 6
E 2 A |2 4

2019/2020 66



m UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES

Diagramme de Gantt

J —
: i e Trait plein :
H ——
- . - Ordonnancement
F e —— au plus tot.
o TTmm— o Pointillés :
oI E - Marge totale.
B |
A s
L

2019/2020 67
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Contraintes cumulatives

e Origine :

- Utilisation de ressources disponibles en quantites
limitées :

outils, matiéres premieres, ouvriers, budget, ...
e Courbe de charge :

- Pour un type de ressource et pour un ordonnancement

donné : quantités cumuléees nécessaires en fonction du
temps.

e Problemes :

- Respecter un profil maximum pour la courbe de charge
(contrainte).

- Lisser la courbe de charge (éviter les pics).

2019/2020 68
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o Ressource : 3 equipes d’ouvriers disponibles.

Exemple 2

e Equipes necessaires par tache :

(pendant toute la duree de la tache)

2019/2020

A :

1

F:

2

69
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Courbe de charge

(=) — N w D ()] (o)

1 2 3 4 5 10 15

20

e Tache A :

- Durée : 2 mois,
- Des le début des travaux,
- 1 équipe d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

o —= N w I &) [}

1 2 3 4 5 10 15

20

e Tache B :

- Durée : 3 mois,
- Des le début des travaux,
- 1 équipe d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

9y
9y

20

e TacheE :

- Durée : 2 mois,
- Au plus tot 2 mois apres le début des travaux,
- 3 équipes d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

; E
, E|E
|B|B|E|E
|A[A|B|E
1 2 3 4 5 10 15 20

e Tache F :

- Durée : 4 mois,
- Au plus tot 3 mois apres le début des travaux,
- 2 équipes d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

9y
9y

O (rm|m)m
mim{{m|m| T

20

e Tache G :

- Durée : 1 mois,
- Au plus tot 3 mois apres le début des travaux,
- 1 équipe d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

mimim|mMm|M|®

(99
(99
W mjmj|m

20

e Tachel:
- Durée : 5 mois,
- Au plus tot 7 mois apres le début des travaux,
- 3 équipes d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

mimim|mMm|M|®

(99
(99
W mjmj|m

20

o Tache J:
- Durée : 7 mois,
- Au plus tot 14 mois apres le début des travaux,
- 1 équipe d’ouvriers.

2019/2020
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Courbe de charge

9y
9y

o —= N w N &) [

mimim|mMm|M|®

W mjmj|m

1 2 3 4 5 10 15

20

o Courbe de charge peu éequilibree :
- De 0 a 6 equipes par mois !

2019/2020
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Courbe de charge

o
o
Im
m
L
Ll
L

o — N w L [$)] (o)

1 2 3 4 5 10 15

20

o Contrainte cumulative non respectee :
- Plus de 3 équipes pendant 2 mois !

2019/2020
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Lissage manuel

9y
9y
m
m
n
n
n

o - N w S ()] [©2)

1 2 3 4 5 10 15

20

e Reculer la tache | de 2 mois.

2019/2020
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Lissage manuel

o - N w S ()] [©2)

mimimimMm|mM|®

(99
(99
W mjmpm

1 2 3 4 5 10 15

20

e Reculer la tache F de 2 mois.

2019/2020
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Lissage manuel

9y
9y

o - N w S [$)] [©2)
Qo (rm|mjm
mi{m|mj]G&

1 2 3 4 5 10 15

20

e Reculer la tache E de 1 mois.

2019/2020
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Lissage manuel

6

5

4

3 G

) E|E O O O
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e Reculer la tache G de 2 mois.
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Lissage manuel

o
w
m
m
M
M
m
M

o — N w L [$)] (o)

1 2 3 4 5 10 15 20

o Contrainte respectee.
« En 21 mois malgré tout (coup de chance) !
o Approche systématique ?
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Algorithme MILORD

o Ranger les taches par ordre croissant de leur date de
debut au plus tard. Départager les ex-aequo par leur
marge libre.

o Placer successivement les taches au plus tot, en tenant
compte des contraintes.

D H@C F A7 /704 Gl [\ |\
LS | 0|6 |99 12|12 (13|14 |14 | 16
mt, 0 0|0|9,0|0(|10| 0] 3
ES | 0] 6 | 0|0 3 114 2 |7
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MILORD
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« Placer la tache F (ES = 3).
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MILORD
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« Placer la tache A (ES = 0).
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MILORD
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e Placer la tache G (ES = 3).
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MILORD
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e Placer la tache J (ES = 14).
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MILORD

6
5

4

3

) G
JAA F|F
o/ B|B|B|F|F

1

2 3 4 5

10

15

20

« Placer la tache E (ES = 2).

e Reculee jusqu’en 7!
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MILORD
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o Placer la tache | (ES =7).
e Reculee jusqu’en 9!
e Tout juste...
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MILORD
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Variantes

o Méthode des potentiels :
- Autre mise en graphe : sommets = taches.

e Méethode PERT :

- Incertitude sur la duree de realisation des
taches.

« Prise en compte du cout vs durée de
réalisation des taches.
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