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o C’estun QCM.

@ Il n'y aura pas de question théorique (mais: connaitre le cours
sera indispensable pour résoudre les exercices!)

@ Le programme du test:

e Cours: Tout ce qui précéde le chapitre sur les limites: logique,
combinatoire, fonctions réelles, trigonometrie, géométrie (produits
scalaire et vectoriel, équations de plans et de droites, etc...)

e Exercices: tout ce que vous ferez jusqu’a la fin de la semaine 6
(cette semainel!) — qui correspond aux cours ci-dessus

@ Le test de l'année derniére est disponible sur la page web du
cours:

http://homepages.ulb.ac.be/ bpremose/page3.html
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Rappels

La semaine derniere on a vu:

o Comment dériver des produits, sommes, des fonctions
composées et des puissances.

@ Sif: A — IR est une fonction dérivable, ses extremum intérieurs
(minimum ou maximum, local ou global, mais toujours en des
points intérieurs au domaine) se trouvent en les points ol f’
s’annule.

@ Le théoréme de Rolle: si f : [a,b] — R est dérivable avec
f(a) = f(b), alors il existe un point de minimum ou maximum
intérieur pour f (et donc un point c €]a,b[ ot f(c) = 0).
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Théoréme des accroissements finis

Dans le cas ol f(a) et f(b) sont différents (et le théoréme de Rolle ne
s’applique pas) on peut quand méme dire quelque chose:

Théoréme (Théoréme des accroissements finis)

Soit f continue sur [a,b] et dérivable dans |a,b|. Alors il existe un
nombre c € ]a,b| tel que
f(b) - f
(o) o) =f(a)
b-a

On ne donnera pas la preuve ici.
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Nous avons introduit le nombre dérivé comme la pente de la tangente
(géométrique) au graphe de la fonction.

X
Intuitivement,

@ sila dérivée est positive, la fonction doit donc « monter » (étre
localement croissante),

@ sila dérivée est négative, la fonction doit donc « descendre » (étre
localement décroissante).
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Enoncé précis

Dans le théoréme suivant, « presque tout point » signifiera « en tout
point sauf éventuellement un nombre fini ».

Théoréme

Soit f une fonction continue sur un intervalle |. Supposons de plus que
f est dérivable en presque tout point de |.
e Sif’(x)> 0 pour presque tout x € 1, alors f est strictement
croissante sur [;
e f’'(x) >0 pour presque tout x € | si et seulement si f est croissante
surl.
Similairement, lorsque f’(x) < 0, la fonction f est (strictement)
décroissante.

On omet la preuve de ce théoréme, qui utilise le théoréme des
accroissements finis.
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X 3X 3( %ﬁx)z,
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1
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1 -2 1 . . . Anfl
= 3 = =
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Exemple

1
La fonction x > v/x = x3 est continue sur R et a pour dérivée
.2 1
> X3 =
S
ou elle n'existe pas.

qui est clairement strictement positive, sauf en O

Y

En O, la tangente est verticale, ce qui explique que la dérivée n’existe
pas (le taux d’accroissement a une limite infinie).
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f(x) = —
xc+1
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Un exemple

Considérons la fonction f : R — IR définie par
X
f(x) = —
xc+1
Quelles sont les variations de f? Quelles autres informations
pouvez-vous donner sur f: paire/impaire, limite en +co, etc...?

On remarque que f s’annule en x = 0 et nulle part ailleurs.

Sa dérivée vaut

o (P +1)-x-2x  1-x?

() = (x241)2  (x241)2

On en déduit que la dérivée s’annule en x = +1, est positive entre ces
valeurs et négative en dehors.
f admet donc un minimum en —1 (valeur: f(-1) = -1/2)), et un
maximum en 1 (valeur: 1/2).
On note de plus que f est une fonction impaire.

Enfin, on note que si x — +oo0, alors f(x) = Hl{sz — 0/1=0.
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Un exemple

Considérons la fonction f : R — IR définie par
X
f(x) =
(=77

Quelles sont les variations de f? Quelles autres informations
pouvez-vous donner sur f: paire/impaire, limite en +co, etc...?

On remarque que f s’annule en x = 0 et nulle part ailleurs.

Sa dérivée vaut

o (P +1)-x-2x  1-x?

() = (x241)2  (x241)2

On en déduit que la dérivée s’annule en x = +1, est positive entre ces
valeurs et négative en dehors.
f admet donc un minimum en —1 (valeur: f(-1) = -1/2)), et un
maximum en 1 (valeur: 1/2).
On note de plus que f est une fonction impaire.
Enfin, on note que si x — +oo, alors f(x) = =2 — 0/1 =0.

T 141/x2
Toutes ces informations donnent une idée approximative du graphe.
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Théoréme (Regle de 'Hospital)

Supposons que f et g soient dérivables sur]a —06,a+ [ et g’(x) #0 en
tout x € |a — o,a + [ (sauf peut-étre pour x = a). Si

f'(x)

)!i_r)r}a f(x) =0, Xli_r)nag(x):O et )!l_rpa 2 (%) =L € RU{+o0}
alors
f(x) f'(x)
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Le théoréeme suivant est une régle pratique pour calculer certaines
limites (formes indéterminées) facilement.

Théoréme (Regle de 'Hospital)

Supposons que f et g soient dérivables sur|a—0,a+0[ et g'(x) #0 en
tout x € |a — o,a + [ (sauf peut-étre pour x = a). Si

: : . f(x)
Jm f(x)=0, Xll’nag(x) =0 et )Lma 20) L € RU{*co}
alors ,
jim T i 200
x—a g(x) x—a g’(x)

v
Remarque

Le théoréme reste valable si lim,_,, f(x) et lim,_,, g(x) sont toutes les
deux infinies, et également si la limite est prise en +oco au lieu d’'étre
prise en un réel a.

A,

La démonstration est omise.
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x—00 x2 4 1 X—>00 2X
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@ Exemple avec une limite infinie en l'infini:
x?In(x) 2xIn(x) + x ! 2In(x)+1
— = lim ————= |lm ———

=
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@ Un exemple sans fraction (elle est cachéel)
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Exemples

Exemple

@ Exemple avec une limite infinie en l'infini:
x?In(x) 2xIn(x) + x ! 2In(x)+1
— = lim ————= |lm ———

=
x—o0 x2 +1 X—00 X X—00

@ Un exemple sans fraction (elle est cachéel)

: . In(x) . 1/x :
I | = | — = lim-x=0
XTOX n(X) xan 1/x x—0 —]_/X2 xan X
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La dérivée seconde d'une fonction f en un point a est liée a la
concavité en a, c’est-a-dire la tendance qu’ont les tangentes de f
d’étre

@ sous le graphe de f (concavité tournée vers le haut) ou

@ au dessus du graphe de f (concavité tournée vers le bas).
Plus précisément:

e Sif”(a) >0, la dérivée est croissante, donc la pente de la
tangente a tendance a remonter pres de a, donc la concavité en
a est tournée vers le haut!

e Inversement, f”(a) < 0 indique une concavité tournée vers le bas.

Définition

Lorsque f” change de signe en c (et souvent s’y annule), alors la
concavité du graphe de f change en c et on dit que c est un point
d’inflexion de f.
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Sur [¢,b] on a f”(x) >0, et sur [a,c] on a f”’(x) <O.
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a Cc b X

Sur [¢,b] ona f”(x) >0, et sur [a,c] ona f’(x) <0.Et f’(c) =0.
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o f:R— Rx > x3. Alors f/(x) = 3x? et f”/(x) = 6x. Ainsi, la
concavité de f est vers le haut sur |0, + oo[ et vers le bas sur
] — oo,O[.
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Exemples

o f:R— Rx > x3. Alors f/(x) = 3x? et f”/(x) = 6x. Ainsi, la
concavité de f est vers le haut sur |0, + oo[ et vers le bas sur
] = 0,0][. Et O est point d'inflexion.
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Exemple

o f:R— Rx > x3. Alors f/(x) = 3x? et f”/(x) = 6x. Ainsi, la
concavité de f est vers le haut sur |0, + oo[ et vers le bas sur
] = 0,0][. Et O est point d'inflexion.

@ g:]0,+ oco[— R,x - In(x): sa concavité est toujours vers le bas.
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o f:R— Rx > x3. Alors f/(x) = 3x? et f”/(x) = 6x. Ainsi, la
concavité de f est vers le haut sur |0, + oo[ et vers le bas sur
] = 0,0][. Et O est point d'inflexion.

@ g:]0, 4+ oco[— R,x i In(x): sa concavité est toujours vers le bas. En
effet: g’(x) = L et donc
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Exemple

o f:R— Rx > x3. Alors f/(x) = 3x? et f”/(x) = 6x. Ainsi, la
concavité de f est vers le haut sur |0, + oo[ et vers le bas sur
] = 0,0][. Et O est point d'inflexion.

@ g:]0, 4+ oco[— R,x i In(x): sa concavité est toujours vers le bas. En
effet: g’(x) = L et donc

X

77 1
g'(x)=-= <0.
X
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Définition

Une asymptote est une droite de laquelle le graphe d’une fonction
donnée « se rapproche ».

On distingue généralement les asymptotes
@ «verticales »,
@ «horizontales » et
@ «obliques ».
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Dans la suite nous considérons une fonction réelle f.
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La droite d’équation x = a est une asymptote verticale au graphe de f
Si

| =+ i =+
Xll)n;_f(x) 400 ou XILr2+f(x) +00
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Dans la suite nous considérons une fonction réelle f.

Définition

La droite d’équation x = a est une asymptote verticale au graphe de f
Si

lim f(x)=#200 ou lim f(x)=+c0
Xx—a~ x—at
Exemple
Y -
3 —
2 —
1 —
! I
2,5
77
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Dans la suite nous considérons une fonction réelle f.

Définition

La droite d’équation x = a est une asymptote verticale au graphe de f
Si

lim f(x)=#200 ou lim f(x)=+c0
x—at

Exemple

T La droite x = O est asymptote ver-
U T ticale au graphe de x — %
2,5
T
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Définition

La droite d’équation y = b est une asymptote horizontale au graphe
de f lorsque
lim f(x)=b ou lim f(x)=b

X——00 X—+0oc0




Etude de fonction Asymptotes

Définition

La droite d’équation y = b est une asymptote horizontale au graphe
de f lorsque
lim f(x)=b ou lim f(x)=b

X——00 X—+0oc0

@ La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale (tant en oo

1

gu’en —oco) au graphe de x — <
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Définition
La droite d’équation y = b est une asymptote horizontale au graphe
de f lorsque

lim f(x)=b ou lim f(x)=b

X——00 X—+0oc0

@ La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale (tant en oo

1

X

@ La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale (tant en 4o
X

gu’en —oco) au graphe de x — I

gu’en —oco) au graphe de x —
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Asymptote oblique

La droite d’équation y = mx + b ot m # 0 est une asymptote oblique

au graphe de f si
Xirpoo[f(x) —(mx+b)]=0 ou lim [f(x)—(mx+b)]=0

X—>—+00
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Asymptote oblique

Définition
La droite d’équation y = mx + b ot m # 0 est une asymptote oblique
au graphe de f si
lim [f(x)-(mx+b)]=0 ou lim [f(x)—(mx+b)]=0
X—>—00 X—>+00

C’est le fait que m = 0 qui justifie l'adjectif « oblique ».
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Asymptote oblique

Définition
La droite d’équation y = mx + b ot m # 0 est une asymptote oblique
au graphe de f si

Xirpoo [f(x)=(mx+b)]=0 ou xﬂToo [f(x)=(mx+b)]=0
C’est le fait que m = 0 qui justifie l'adjectif « oblique ». Lorsque m = 0,
on retrouve le cas d’'une asymptote horizontale.
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Exemple

La droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique au graphe de la
fonction f définie par
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Prouvez que la droite y = x 4+ 1 est asymptote oblique en +co au
graphe de la fonction f définie par

X2

flx) = x—1
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graphe de la fonction f définie par

v
Démonstration.

On revient a la définition et on montre que f(x) —(x+ 1) a pour limite O
en *oo.
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Prouvez que la droite y = x 4+ 1 est asymptote oblique en +co au
graphe de la fonction f définie par

v
Démonstration.

On revient a la définition et on montre que f(x) —(x+ 1) a pour limite O
en +co. On calcule:

F(x) = (x+1) =
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Prouvez que la droite y = x 4+ 1 est asymptote oblique en +co au
graphe de la fonction f définie par

v
Démonstration.

On revient a la définition et on montre que f(x) —(x+ 1) a pour limite O
en +co. On calcule:

X2 X X —
)= (o 1) = 2 ! +j)_(1 D _
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Prouvez que la droite y = x 4+ 1 est asymptote oblique en +co au
graphe de la fonction f définie par

v
Démonstration.

On revient a la définition et on montre que f(x) —(x+ 1) a pour limite O
en +co. On calcule:

x2 X X — x2 —(x? -
f(X)_(X+1):x—1_( +j)—(1 o x(—l -
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Prouvez que la droite y = x 4+ 1 est asymptote oblique en +co au
graphe de la fonction f définie par

v
Démonstration.

On revient a la définition et on montre que f(x) —(x+ 1) a pour limite O
en +co. On calcule:

x2 X X — x2 —(x? -
f(X)_(X+1):x—1_( +j)—(1 - x(—l 1):;1.
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Prouvez que la droite y = x 4+ 1 est asymptote oblique en +co au
graphe de la fonction f définie par

v
Démonstration.

On revient a la définition et on montre que f(x) —(x+ 1) a pour limite O
en +co. On calcule:

2 2 2
X (x+1)(x-1) x“—(x--1) 1
f' _ 1 — = = e .
()= (x+1) x—1 x—1 x—1 x—1
Et par les regles usuelles du calcul des limites,
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Comment déterminer les asymptotes obliques?

La proposition suivante permet de calculer m et b lorsqu’ils existent.

La droite y = mx + b, ot m # 0, est asymptote oblique au graphe de f
pour x tendant vers 4o si et seulement si

lim @:mio et lim [f(x)—mx]=b

X—+o00 X X—>—+00
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pour x tendant vers 4o si et seulement si
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Concrétement: on calcule donc d’abord lim,_, ; o, @
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Comment déterminer les asymptotes obliques?

La proposition suivante permet de calculer m et b lorsqu’ils existent.

La droite y = mx + b, ot m # 0, est asymptote oblique au graphe de f
pour x tendant vers 4o si et seulement si

lim @:mio et lim [f(x)—mx]=b

X—+o00 X X—>—+00

f(x)

Concretement: on calcule donc d'abord lim,_, ., =~
et non nulle, on calcule ensuite lim,_, | o, [f(x) — mx].

et, si elle est finie
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Comment déterminer les asymptotes obliques?

La proposition suivante permet de calculer m et b lorsqu’ils existent.

La droite y = mx + b, ot m # 0, est asymptote oblique au graphe de f
pour x tendant vers 4o si et seulement si

lim @:mio et lim [f(x)—mx]=b

X—+o00 X X—>—+00

f(x)

Concretement: on calcule donc d'abord lim,_, , , =~ et, si elle est finie
et non nulle, on calcule ensuite lim,_, , o, [f(x) — mx]. Les valeurs
donnent l'équation des asymptotes.
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. Inx
lim — =
X—00 X
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Les fonctions n‘ont pas toujours des asymptotes!

Exemple

Le cas de la fonction In est subtil car

. Inx .
lim — = Iim
X—00 X X—00

I—'|><||—\
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Etude de fonction

Les fonctions n‘ont pas toujours des asymptotes!

Exemple
Le cas de la fonction In est subtil car
. Inx .
lim — = Iim
X—00 X X—00

1
X _p

'_‘ |

(en application de la régle de I'Hospital),
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Les fonctions n‘ont pas toujours des asymptotes!

Le cas de la fonction In est subtil car .
. Inx .=
im — = Ilim £ =0
X—00 X X—00
(en application de la régle de l'Hospital), mais

lim Inx = +o0.
X—00
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Les fonctions n‘ont pas toujours des asymptotes!

Le cas de la fonction In est subtil car .
. Inx .2
lim — = lim £ =0
X—00 X X—00
(en application de la régle de l'Hospital), mais
lim Inx = 4oco0.
X—>00
Dés lors il n'y a en réalité pas d'asymptote horizontale, ni oblique !




Etude de fonction Asymptotes

Les fonctions n‘ont pas toujours des asymptotes!

Le cas de la fonction In est subtil car

1
. Inx .2
lim — = lim £ =0
X—00 X X—00
(en application de la régle de l'Hospital), mais
lim Inx = 4oco0.
X—>00

Dés lors il N’y a en réalité pas d’asymptote horizontale, ni oblique !(Par
contre il y a bien une asymptote verticale en x =0.)
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On a vu comment les dérivées permettent de prédire les variations
d’une fonction et sa concavité. Ce sont des informations globales.

En pratique, il est parfois difficile de calculer précisément les valeurs
d’une fonction en un point donné, et on aurait juste besoin de
connaitre ces valeurs de maniére approchée: on voudrait juste des
informations locales.



Approximation de Taylor
Motivation

On a vu comment les dérivées permettent de prédire les variations
d’une fonction et sa concavité. Ce sont des informations globales.

En pratique, il est parfois difficile de calculer précisément les valeurs
d’une fonction en un point donné, et on aurait juste besoin de
connaitre ces valeurs de maniére approchée: on voudrait juste des
informations locales.

Nous allons voir une maniére canonique d’approcher une fonction au
voisinage d’un point donné: via les Approximations de Taylor (aussi
appelées: développements limités).
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Définition

f est dérivable en a (intérieur & son domaine) si la limite suivante
existe:

. f(x)—f(a

lim T =f(a)

x—a X—a
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Définition

f est dérivable en a (intérieur & son domaine) si la limite suivante
existe:

. f(x)—f(a

lim T =f(a)

x—a X—a

En d’autres termes, il existe un réel, noté f'(a), tel que

lim f)=fa) f'(a)=0

x—a X—a



Approximation de Taylor Ordre 1

Définition

f est dérivable en a (intérieur & son domaine) si la limite suivante

existe:
f(x)—f
i ) =f(@)

x—a X—a

En d’autres termes, il existe un réel, noté f'(a), tel que

f(x)—f
jim 0)=1@) oy g
x—a X—a
Ce qu’on peut encore écrire:

- f(x)-[f(a)+ F(a)(x-a)]

x—a X—a

=0.




Approximation de Taylor Ordre 1

Définition

f est dérivable en a (intérieur & son domaine) si la limite suivante
existe:

. f(x)—f(a

lim T =f(a)

x—a X—a

En d’autres termes, il existe un réel, noté f'(a), tel que
f(x)—f
jim 0)=1@) oy g
x—a X—a
Ce qu’on peut encore écrire:
() -[fa)+F(a)(x-a)]
lim =0.
x—a X—a
En notant T(x) = f(a) + f'(a)(x — a), cela revient a dire que

f(x)— T(x) estun o(x —a) pour x — a.
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Que représente ce T(x)?

Remarque

Si f est dérivable au point a, la droite d’équation
y=f(a)(x-a)+f(a)
est la droite tangente au graphe de f au point (a,f(a)) ou droite
tangente de f en a.
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Que représente ce T(x)?

Remarque

Si f est dérivable au point a, la droite d’équation
y=f(a)(x-a)+f(a)
est la droite tangente au graphe de f au point (a,f(a)) ou droite
tangente de f en a.

A

S (a)

f@p------
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Que représente ce T(x)?

Remarque

Si f est dérivable au point a, la droite d’équation
y=f(a)(x-a)+f(a)
est la droite tangente au graphe de f au point (a,f(a)) ou droite
tangente de f en a.

A

T(x)=f(a)+f'(a)(x—a)estdonc
@] une fonction polynémiale de de-
gré 1 dont le graphe est simple-
ment la tangente au graphe de f
J@p------ au point (a,f(a)).
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Polynéme de Taylor d’ordre 1

Le polynéme T(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) est une bonne approximation
de f prés de x = a:
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Le polynéme T(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) est une bonne approximation
de f prés de x = a: si on note R(x) = f(x) — T(x), on a vu que R(x) tend
vers O plus vite que (x — a) pour x — a,
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Polynéme de Taylor d’ordre 1
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Le polynéme T(x) = f(a)+ f'(a)(x — a) est une bonne approximation
de f prés de x = a: si on note R(x) = f(x) — T(x), on a vu que R(x) tend
vers O plus vite que (x — a) pour x — a, c’est-a-dire:

R(x) = o(x—a) lorsque x — a.

Définition

T défini par T(x) = f(a) + f'(a)(x — a) est le polynéme de Taylor
d’ordre 1 de la fonction f au point a.

T est alors le polyndme d’ordre 1 qui approche le mieux f prés de a.
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Questions de notations

Quand on écrit f(x) = T(x) 4+ o(x — a) on peut écrire:

f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+o(x—a)

ou encore:
fla+h)=f(a)+f(a)h+o(h)

ou le o(h) est pris lorsque h — 0 dans le deuxiéme cas. On a en fait
juste posé h = x—a.
Les physiciens écrivent parfois aussi:

f(a+da)=f(a)+f'(a)da+ o(da)
pour indiquer que da est « une petite variation autour de a ».
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Récapitulons

Remarque

o |dée générale: si f est une fonction quelconque on veut
'approcher, le mieux possible, par des fonctions plus simples: des
polynémes.

@ Sion essaye d’approcher par des polynémes de degré plus élevé,
a-t-on une meilleure approximation? Oui! (on va le voir dans un
instant)

o Il n‘est pas forcément possible de bien approcher f partout, donc
on se contentera ici de l'approcher prés d'un point a fixé dans le
domaine.

@ On pourrait aussi approcher f par autre chose que des
polynémes, mais on ne le verra pas ici.
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