UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES
Faculté des Sciences
Physique Théorique et Mathématique

THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS
QED, QCD
par

Christiane Schomblond



Table des matieres

1 Intégrale fonctionnelle en mécanique quantique.
1.1 TImages de Schrodinger et de Heisenberg. . . . . . . . . . . ... .. ... ..
1.2 Exemples. . . . . . . . . e
1.2.1 La particule libre. . . . . . .. .. ... oL
1.2.2 Intégrales de Fresnel . . . . . . . .. ... ... ... ... ......
1.2.3 L’oscillateur linéaire harmonique. . . . . . . . . .. . ... .. .. ..
1.3 Intégrale fonctionnelle. . . . . . . . . .. ..o
1.3.1 Exemple de la particule libre. . . . . . . .. ..o
1.3.2 Partie quadratique . . . . . .. ... L
1.3.3 Développement perturbatif. . . . . . .. ... ... 0.
1.4 Produits chronologiques d’opérateurs. . . . . . .. . ... ... ... ....
1.5 Fonctions de Green. . . . . . . . . .. L L L
1.6 Fonctionnelle génératrice des fonctions de Green. . . . . . . .. . ... ...
1.6.1 Exemple de l'oscillateur linéaire harmonique. . . . . . .. .. .. ..
1.7 Développement perturbatif des fonctions de Green. . . . . . .. .. ... ..
1.7.1 Exemple: v(q) = Z—T. ...........................
1.8 Généralisation a N degrés de liberté. . . . . . .. .. .. .. ... ... ...

2 L’intégrale fonctionnelle pour les champs libres bosoniques.
2.1 Champ scalaire réel libre. . . . . . . .. ... ... ... .. ...
2.2 Champ scalaire complexe libre. . . . . . ... .. ... oL
2.3 Champ électromagnétique libre. . . . . . . . . . . ... ... ... ... ...

3 L’intégrale fonctionnelle pour les champs fermioniques.
3.1 Algebre de Grassmann. . . . . . . . ...
3.2 Llintégrale de Bérézin. . . . . . . . . ... L
3.3 Les fantomes de Faddéev-Popov. . . . . . . . ... ... ... .. ......
3.4 Intégrale fonctionnelle pour le champ spinoriel libre. . . . . .. . ... ...
3.5 Intégrale fonctionnelle de QED. . . . . . . .. ... ... L.

4 Formules de Réduction
4.1 Champs scalaires. . . . . . . . .. .
4.1.1 Champ scalaire réel: particules neutres de spin zéro. . . . .. .. ..

30
30
31
32

37
37
39
42
43
44



4.1.2 Champ scalaire complexe: particules chargées de spin zéro. . . . .. 48
4.2 Champ spinoriel. . . . . . . . .. 48
4.3 Champ électromagnétique. . . . . . . . . ..o 49
Vertex propres, Action effective. 50
5.1 Fonctions de Green, Fonctions de Green connexes. . . . . ... ... .... 50
5.2 Vertex propres. . . . . . . ..o 52
5.2.1 CQalculdesT',,. . . . . . . . . o 53
5.3 Equation du mouvement pour ¢¢. . . . .. ..o 54
53.1 Exemples. . . . . . .. 56
Les identités de Ward en électrodynamique quantique. 57
Calcul de diagrammes de Feynman. 61
7.1 Exemples . . . . .. 61
7.1.1 Théorieen ¢*. . . . . . 61
7.1.2  Electrodynamique spinorielle. . . . . . . ... .. ... oL, 63
7.2 Calcul de diagrammes & une boucle. . . . . . ... ... .. ... .. ..., 66
7.3 Régularisation dimensionnelle. . . . . . . . ... ... o0 68
Renormalisation 4 une boucle. 74
8.1 Renormalisation de la théorie en ¢*. . . . . . . .. ... ... ... 74
8.2 Renormalisation de I’électrodynamique quantique. . . . . . ... ... ... 7
Groupe de renormalisation. 80
9.1 Théorieen ¢t . . . . . . 80

9.1.1 Résolution de I’équation (9.1.16) dans la prescription de 't Hooft-
Weinberg. . . . . . . 84

9.1.2 Résolution de I’équation (9.1.21) dans la prescription de 't Hooft-
Weinberg. . . . . . .. 85
9.2 Electrodynamique quantique. . . . . . . . ..o 89
10 Moment magnétique anomal de ’électron. 90
11 Théorie de jauge non abélienne: lagrangien. 92
11.1 Symétrie SU(3) globale puislocale . . . . ... ... ... ... ... .... 92
11.2 Dérivées covariantes . . . . . . . . . .. L 93
11.3 Lagrangien d’interaction quark-gluon . . . . . . . .. .. ... ... ... 95
11.4 Lagrangien des gluons . . . . . . . .. .. . L L oo 95
12 Intégrale fonctionnelle pour QCD. 98
12.1 Intégrale fonctionnelle pour les gluons et fantomes de Faddéev - Popov. 98
12.2 Intégrale fonctionnelle de la chromodynamique quantique. . . . . . . . . .. 102



13 Renormalisation a une boucle de la chromodynamique quantique.

13.1 Propagateur des quarks. . . . . . . ... ..o L
13.2 Propagateur des gluons. . . . . . . .. .. L Lo o
13.3 Vertex quarks-gluon. . . . . . . . . . ...
13.4 Fonction 3; Liberté asymptotique. . . . . . . . . . ... ... ... .. ...

Groupe SU(3), propriétés algébriques

B Théoréme de Furry

Renormalisation
C.1 Fonctionnelles génératrices . . . . . . . . . . . ..
C.1.1 Fonctionnelle génératrice des fonctions de Green . . . . ... . ...
C.1.2 Calcul perturbatifdes G,, . . . . . . . ... oL
C.1.3 Représentation graphique des G, : diagrammes de Feynman . . . . .
C.1.4 Fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes . . . . . .
C.1.5 Action effective . . . . . . . . ...
C.1.6 Calculdes T, . . . . . . . . . . . .
C.2 Approximation semi-classique . . . . . . . ... ...
C.3 T'i(p) pour un potentiel V(¢) . . . ... ... .o
C.4 Parties singulieres des 7™ . . . ... L
C.4.1 Endimensiond=4 . ... ... .. ...
C.4.2 Endimensiond=6 ... ... ... .. .. ... ... ...
C.5 Application a la théorie en %@4 end=4. ... ... ... ... . ...
C.6 Application a la théorie en %303 end=06. ... .. ... ... ...

104
104
105
108
109

110

112



Bibliographie

[1] R.P. FEYNMAN, R. HIBBS Path Integrals and quantum mechanics, Mc Graw Hill

[2] L. FADDEEV, A. SLAVNOV: Gauge Theories, Benjamin, 2d édition 1993

[3] P. RAMOND Field Theory, a modern primer, Benjamin 1981

[4] L. RYDER Quantum Field Theory, Cambridge University Press 1985

[5] M. HENNEAUX, C. TEITELBOIM Quantization of Gauge Systems, Princeton Uni-
versity Press 1992

[6] J. COLLINS Renormalization, Cambridge University Press 1984



Chapitre 1

Intégrale fonctionnelle en
mécanique quantique.

1.1 Images de Schrodinger et de Heisenberg.

Considérons pour commencer, un systeme physique quantique a un seul degré de liberté
décrit par 'hamiltonien
. P>
H(Ggp) =—+V(§ 1.1.1
(@) = 5~ +V(3) (1.1.1)

qui n’a pas de dépendance explicite en le temps et dans lequel le potentiel V(g) est supposé
réel (I—:T est autoadjoint) et tel que le spectre de H soit borné inférieurement ( cette
condition suffit & assurer I'existence d’un état fondamental, d’énergie minimum).
En image de Schrodinger, les observables position ¢ = ¢+ et d’impulsion p = pT ne
dépendent pas de t ,
0qg=0, Op=0 (1.1.2)

et satisfont les relations de commutation canoniques
[4,p] = ih. (1.1.3)

Leurs spectres sont entierement continus, ils s’étendent de —oo a 400 sur 'axe réel; leurs
"vecteurs propres” sont notés respectivement |q > ,|p >,

qla>=qlg>, plp>=plp>. (1.1.4)

ils satisfont les relations d’orthogonalité

<dlg>=6(d" —q), <p'lp>=0" —p) (1.1.5)
et de fermeture
+oc0 R +o00 R
/ dqlg >< q| =1, / dplp ><p|=1. (1.1.6)
oo e



Le passage d’une base a l'autre se fait par les coefficients

1 i
<(qlp >=<plg¢>*= en. (1.1.7)
2h

Si |y > désigne un vecteur de 'espace des états H, on a les relations suivantes

<qlgly > = q <qlvY >=qy(q) (1.1.8)
d B
<qlply > = —iha—q <qlyp >= —iha—qw(q) (1.1.9)
<plply > = p <plp >=pi(p) (1.1.10)
d d -
<plgly > = z‘ha—p < plp >= z‘ha—pzp(p). (1.1.11)

ol les fonctions (q) et 1h(p) sont libes par

400 “+o00 dp ipa ~
Y(q) = / dp < qlp >< plp >= 3 _27TheTw(p) (1.1.12)
. +o0 +oo g ipa
v(p) = / dg <plg><qly >:/ Qihefﬁw(q) (1.1.13)

Si |¢,t > désigne le vecteur d’état du systeme, a l'instant ¢, son évolution au cours du
temps est gouvernée par ’équation de Schrodinger

ihdy |t >= H|ih,t > . (1.1.14)
Avec la condition de Cauchy |1t >—y,= |[t,to >, elle est équivalente &
Wt >= e w0 |y 10 > (1.1.15)

De( 1.1.14) et (1.1.15), on déduit, par projection sur la base {|q >},

n? o2
ihOy(q,t) = [_%a_(f + V(9)]¥(q.t) (1.1.16)
ot +o0o
¥(g;t) =/ dq' K (q.t; 4’ to) (' to) (1.1.17)
avec o . R
K(q,t;q to) =< gle” 7" |g/ > . (1.1.18)

Le noyau K (q,t; ¢ ,to) est la solution de 1’équation de Schrodinger

h2 82
hO K (q,t; 4 to) = [—— = K(gt;q't 1.1.1
1 at (q’ 34 0) [ om an + V(Q)] (q? 34 0) ( 9)
qui satisfait la condition de Cauchy
K(q,t; ¢ t0)j1=1o = (g — ¢')- (1.1.20)
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Il sert aussi a construire le propagateur retardé de I’équation de Schrodinger

1
Grlq,t;q to) = —ﬁH(t —t0)K(q,t;q o) (1.1.21)
qui satisfait ’équation
- h2 82 / /
(ihdy — [—%8—(12 + V(9)))Gr(g:t; ¢’ to) = 6(t —t0)d(qg — ¢') (1.1.22)

et qui fournit la solution retardée de I’équation de Schrodinger avec source

n? 02
(ihdy = [=5 52 T V@Dl = i) (1.1.23)
bat + t
w(q,t):/_ dq’/_ dt' Grlgt; 1) j(d't'). (1.1.24)

La fonction d’ondes 1(g,t) est 'amplitude de probabilité de présence de la particule au
point ¢ & 'instant ¢ ( plus précisément, si ¢ est normée, |1(g,t)|?dq est la probabilité pour
qu’une mesure de position sur le systéme dans I'état |1t >, & Uinstant ¢, donne comme
résultat un nombre entre ¢ et ¢+ dq); le noyau K(q,t; qo,to) est 'amplitude de probabilité
de transition de I'état |qo,tg > vers 'état |q,t >, en effet, si a l'instant ¢g, la particule est
€1 qo,
P(q' to) =< ¢'|h,to >=< ¢'lqo >= (¢’ — qo) (1.1.25)
et I’équation (1.1.17) donne
¥(q:t) = K(q:t; qoto)- (1.1.26)

K(q,t; qo,to) est donc amplitude de probabilité de trouver la particule en ¢ a U'instant ¢,
sachant qu’elle était en qg a l'instant ty. C’est a ce noyau K que nous nous intéresserons
plus particulierement dans la suite, mais avant cela, nous allons récrire ce paragraphe en
image de Heisenberg. Dans cette image, le vecteur d’état |¢) >p n’évolue pas au cours du
temps,

O | >g=10 (1.1.27)

et coincide donc avec 1’état initial de I'image de Schrodinger
[ >p=[¢to > . (1.1.28)
Par (1.1.15), avec (1.1.28), on a donc
[t >= e #EOH |y > py (1.1.29)

ou, en inversant, ' A
W >p=enTOH |yt > (1.1.30)



Par contre, en image de Heisenberg, les observables de position et d’impulsion dépendent
du temps par

O N (DR
plt) = RO ) = (L.1.31)
Leurs relations de commutation a temps égaux sont
[4(t).q(@)] = 0= [p(t).p(t)], [4(t).p(t)] = ih. (1.1.32)
et elles évoluent au cours du temps conformément a
ihdrq(t) = [a(t),H(1)] (1.1.33)
ihop(t) = [p(t),H(t)] (1.1.34)

avec H(t) = H(ty) = H. A tout instant, les bases {|¢,;t >},{|p,t >} définies par les
"vecteurs propres” des () et p(t) sont différentes: en effet, de (1.1.4), on tire

e%(t_to)ﬁgﬂq >= qe%(t_to)ﬁ|q > (1.1.35)
et, en insérant dans le premier membre
[ = e n(t-to) g (t=to) H (1.1.36)
il vient, avec (1.1.31),
a(t)lg.t >= dqlg;t > (1.1.37)
avec , R
gt >=erttOH g (1.1.38)
De méme, ' A
p()lpst >=plp,t >, |pt >=er =" |p > (1.1.39)
On a aussi, pour chaque t, les relations d’orthogonalité
< tlgt >=6(¢ —q), < tlpt>=3d0p" —p) (1.1.40)
et de fermeture
+o00 R +o0 R
/ dqlgt >< qit| =1, / dp |p,t >< p,t| =1. (1.1.41)
—00 —00

La fonction d’ondes (q,t) peut se voir indifféremment comme

< gt >=< qle #EOHy S p=c gt > g (1.1.42)

En image de Schrédinger, la fonction d’ondes est la projection du vecteur d’état a 'instant
t, |1t >, sur la base fixe {|¢ >} (= point de vue actif); en image de Heisenberg, c’est la
projection du vecteur d’état fixe |¢) >p sur la base a l'instant ¢, {|q,t >} (= point de vue
passif). Le noyau K (q,t; ¢ ,tg) a pour expression, en image de Heisenberg

K(q’ta q/’tO) =< q’t|qlat0 > (1143)

L’opérateur d’évolution est relié a I'amplitude K par

7 N
Ult,ty) = ea:p(—ﬁ(t —to)H) = /dqdq'lq > K(q,t;q o) < ¢'|. (1.1.44)



1.2 Exemples.

1.2.1 La particule libre.

2
g-r
2m
—L(t—to)H
Ko(q.t;qo.to) = < gle w0 gy >
— /+oo dp e,i%%Jﬂp(q*qo)
oo 2mh
im(q— 2 400 ) o
= e(QqFJ(“]O)/ dp e*lﬁ[p—M]Q
oo 2mh
ima—a0)? [T du . 1 o
= e 2hT e 12mhu
oo 2mh

(1.2.45)

(1.2.46)

(1.2.47)
(1.2.48)

(1.2.49)

avec T' =t — to. Contrairement aux apparences, l'intégrale (1.2.49) existe; nous donnons
ci-apres le calcul de lintégrale de Fresnel. On a cependant ’habitude de la calculer en

insérant sous le signe intégrale un facteur de convergence qui s’obtient en remplagant T°
par T'(1 —in),n réel > 0, et en postposant a la fin du calcul la limite n — 0. Ceci revient
a considérer T' complexe (avec I'mT < 0) dans le calcul de l'intégrale, mais réel dans la
réponse. Avec cette convention, (1.2.49) se raméne simplement & 'intégrale de Poisson

+oo
/ due=o’ = |
oo @

valable pour Re«a > 0. Il vient donc

im(g—a)? | m
K t:qo.tg) = 2hT .
O(q’ 540, 0) € 2%inhT

)

Le propagateur retardé

admet comme représentation de Fourier

1 oo ee tkq—iwt
G%(q,t;0,0) = n)? /OO dk:/oo dweF 1=t QY (K w)

1

G%(kw) = .
r(kw) hw — % + i€)

(1.2.50)

(1.2.51)

(1.2.52)

(1.2.53)

(1.2.54)



1.2.2 Intégrales de Fresnel
Dans ce paragraphe, nous allons établir les résultats suivants
+o0 _
/ dret™ = /L. (1.2.55)
—0o
Considérons

oo ;2 +oo : a2 £ : 2
/ dret™@ = 2/ dret™ = 2limR_,oo/ dze™™", (1.2.56)
0 0

—00

La fonction e étant holomorphe partout a distance finie, son intégrale le long de tout
contour fermé homotope & un point est nulle, et en particulier pour le contour C' défini
ci-dessous

Imz

R exp(irn /4)
C
Rez
R

Fia. 1.1 — Contour C pour l’intégrale de Fresnel

7{ dz e’ =0. (1.2.57)
C

R Re
/ dzeti® = /
0 0

a) avec z = ue 4, la premiere intégrale du membre de droite devient égale a

On en tire

im
1

dzet® 4 / dfiRe™ i(Re)”, (1.2.58)

IS

R 2 am
/ due™" et (1.2.59)
0
donc R
2 lim due "’ e = e /1 =ir. (1.2.60)
R—o0 0

b) le module de la seconde intégrale tend vers zéro a la limite R — oo, en effet

jus

/4 d0iRei0 iR _ /4 d0i Rei0 iR (cos20+isin20) (1.2.61)
0 0
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et

|/4d9---| < /4d9|---| (1.2.62)
0 0

us

_ / ! dgRe~sin20 (1.2.63)
R o
< / dae B*% (1.2.64)
= 4R (1—e B (1.2.65)
car, pour 0 < a < 3, sina > 20‘ . Il vient donc
Rhigo\/o“ dg---| < lim %(1 —e Py =0. (1.2.66)

On trouve donc bien le résultat annoncé ci-dessus. L’autre intégrale est la complexe
conjuguée de celle-ci.

1.2.3 L’oscillateur linéaire harmonique.

~2 242

p mw-q
=2

2m+ 2

Dans le calcul, nous choisirons les unités i = 1,m = 1,w = 1, nous rétablirons ces facteurs
dans la réponse finale grace a leurs dimensions. Avec T =t — tg, il vient

(1.2.67)

Kan(a:t;q0.to) = < gqle™ g > (1.2.68)
= Y <gn>eTEn < nlg > (1.2.69)
n
E,=(n+ %) (1.2.70)
" _
< q|n >=u,(q) = Wﬁ%(q)e 2 (1.2.71)
H,, est le polynome d’Hermite de degré n;
Hln>=Epln>, <nln/>=08uy, Y |n><n|=1 (1.2.72)
n
(1.1.43) devient donc
T 4
Kon(g:t; qoto) = € i6_%(‘12+‘1‘2’)llln((l)Hn(qo)- (1.2.73)

11



Or, on dispose d’une formule de sommation des polynémes d’Hermite qui, pour |z| < 1,

donne
1 2 (y—z2)?

S ) L Ho(@) Haly) = (1 - 2237762, (1.2.74)

n!

Cette formule est applicable & (1.2.69), avec * = ¢,y = qo et z = e~7 & la condition
que, comme dans le cas de la particule libre, on accorde a T une petite partie imaginaire

négative. Ainsi

{(¢® + @5)cosT — 2qq0}] (1.2.75)

Kon(q,t; qo0.t0) =

1 7
exr -
V2imsinT p[QSznT

et, apres rétablissement des facteurs dimensionnels

mw 1mw
K, tqo.to) = 244 T -2 1.2.76
olh (@t Q0,t0) = 4/ 2i7rhsianexp[27ismwT{(q + qp)cosw aq0} ( )

A la limite w — 0, (1.2.76) se réduit bien a (1.2.51).

1.3 Intégrale fonctionnelle.

Partons de la définition (1.1.43) du noyau K, choisissons un point ¢; intermédiaire
entre tg et t et insérons 'identité sous la forme

. +oo
1 :/ dg1 lq1,t1 >< quti] (1.3.77)
—o
il vient
“+o00
K(q:t; q0:t0) =< q;t|qo,to >= / dg1 < q,tlqi,ti >< q1,t1]q0,t0 > - (1.3.78)
—00

Recommengons la méme opération en un point to intermédiaire entre ¢ et t,

—+o0 —+o0
< ¢,t|qo,to >=/ d(h/ dga < q,tlga,ta >< q2,t2|q1,t1 >< qu,t1|qo,to >
— o0 —Oo

et ainsi de suite, pour n puis n — oo points intermédiaires

o <ty <tg<--- <ty <t, (1.3.79)
—+o0
< qtlgoto > = / dqr - - dgn < q.tlgntn > -+ < g2,t2|q1,t1 >< qu,t1|qo.to >
—00
“+o0
= lim dqy -+ dgn < ¢,tlgn,tn > -+ < q2,talqi,t1 >< q1,t1]qoto >
n—oo J_ o
(1.3.80)

12



On suppose évidemment que ce que l'on fait a un sens, c’est-a-dire que la limite n — oo
existe et que la réponse est unique quel que soit le découpage de l'intervalle (to,t). Pour
la facilité, nous choisissons le découpage de 'intervalle (¢g,t) en parties égales de longueur
At = (t — to)n + 1. La limite n — oo implique At — 0 mais lim,,_,oo(n+1)At = ¢t — (. Le
calcul du noyau K se ramene donc au calcul du noyau relatif & des temps voisins de At:

,Z'M
< Grutjlgit; > = < gale™ g > (1.3.81)
. AtH
= <glll —i——]la; > (1.3.82)

A

+oo AtH
= / dpj < qj+1lpy ><pslll —i——llq; >  (1.3.83)

+0 dn. . At
_ Pj ivj (1= — ;2 (H (g 1.3.84
/_OO 271'716 [ 1 7 ( (%ap])] ( 9 )
+ . (i1 —aq
_ / = dpj rilat) iatpg,p,) (1.3.85)
oo 2mh

ol < pj\ﬁ\qj >= H(qj,pj) < pjlg; > et H(q;,pj) est la fonction hamiltonienne classique
associée & H, exprimée comme fonction des variables ¢;,p;. Le calcul précédent reste valable
pour un hamiltonien plus général, mais dans ce cas, H(g;,pj) serait calculé comme le
symbole gauche de l'opérateur H , C’est-a-dire, en placant, dans H , les opérateurs p a
gauche des ¢; ce probléme ne se pose pas ici, vu les restrictions faites sur la forme de
I’hamiltonien. En portant (1.3.85) dans (1.3.80), il vient

+oo d d
. Po Pn
tlgo.to >= 1 daq - - - dg, —2 ... 2n
< ¢;tlgo,to >= lim /_OO e dang o
o g B i8S Hay ) (1.3.86)
ol
dn+1 = 4. (1387)
En introduisant une fonction ¢(7) telle que g; = q(t;) = q(7)|,=, alors
gj+1 = ¢j = q(tj + At) — q(t;) = Atg; (1.3.88)
et (1.3.86) s’écrit encore
Foo d dp, .~ Atg
= 1 cooda. BP0 OGP i S (pidi—H (a5.p5))
< q,t|qo,to > nh_)ngo /_OO dqy -+ - dgy, 5h o RE h \Pidj R (1.3.89)
ou sous une forme plus symbolique
d d it i(7)—
< gtlaoto >= / I, _q<T2 )ﬂ 5(7) | e Jiy A7) Hla(r) 7). (1.3.90)

Sous cette forme tres générale, le noyau intégral K apparalt comme une intégrale sur les
trajectoires de ’espace des phases, seules les trajectoires de I'espace des configurations ont

13



des limites imposées. Malgré la non-symétrie des intégrations sur les g; et sur les p;, le
symbole IL; % peut étre vu comme la généralisation de la mesure de Liouville. Le
lecteur intéressé calculera lui-méme 'expression fonctionnelle du noyau < p,t|po,to >.
Puisque par hypothese, H(g,p) est une fonction quadratique de p, il est possible d’ef-
fectuer, dans (1.3.89), les intégrations sur les variables pg, - - - ,p,; comme précédemment,

on accordera a At une petite partie imaginaire négative. Il vient

/ dp; 50 =5 = /?mTTei%% (1.3.91)

de sorte que (1.3.89) prend la forme

—+o00 " . " mq-Z
< qtlgo,to > = lim dgy - - dQn[2. W;At]%lel% j=ol===V(9)] (1.3.92)
n—oo J o 1T
m m Lt gr Lig(r),4(r
- / e da(r) \) gy g 0 0 (1.393)
= /Dq(T)e%S[q(T)?tOvﬂ (1.3.94)

C’est une intégrale sur les trajectoires de l'espace des configurations qui partent de gg en
to et arrivent en ¢ a l'instant .

q :

Bl . e

—————r-

Fia. 1.2 — Ezemples de chemins
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1.3.1 Exemple de la particule libre.

Nous allons appliquer (1.3.94) au calcul du noyau K de la particule libre et montrer
que l'on reproduit bien le résultat (1.2.51). Dans ce cas, (1.3.94) devient

—+00

am [ daree dqn[%:;m] et mn ) (1.3.95)
avec m
A=A (1.3.96)
et .
> (@1 - ) = (@ = @)+ (an — go1)> + - + (@1 — 00)*. (1.3.97)

§=0
Ce calcul se fait le plus simplement par induction sur m: on suppose donnée, pour n
I'intégrale suivante

iA(g—q0)*
‘ T one nEl
dgy - - - dgpeM@=a0) +(@n—an-)++(@—a)’] = 7T15¢ T 1.3.98
/ q1 qn€ [ A ] \/m ( )
on démontre ensuite qu’elle est vraie pour (n + 1).
En effet
/d(h e dgp g €M@ 1) an 1 =an)* o (@1-00)°] = (1.3.99)
. iX(dnt1—40)°
1T € ntl ; 2
d ngZ _ giMemam+1)” = 1.3.100
/ QTLJrl[ A\ ] \/n—‘i‘l € ( )
S / dpet @ (2Hn) ~2e(ot(nt Do) +ag +nt1)a”] (1.3.101)
n+1 A
1 IM.n zw(n + 1) (q— q0)2
= Mg [T 2 it 1.3.102
\/n—l—l[)\] A(n +2) ( )
11 vient donc
1 [ 2imhAt n j___m
Ko(g: oto) = lim[ 2] *#" IThAL g st ) (1.3.109)

QthAt] ’ vn+1 [ m

qui n’est autre que (1.2.51), car (n+ 1)At =T. CQFD

L’amplitude de probabilité de transition < ¢,t|qo,to > donnée par (1.3.94) est donc une
somme infinie d’amplitudes, chacune d’elles, exprimant que la transition se fait en suivant
un chemin ¢(7) est égale au produit d’une constante par

e Sla(mito.d (1.3.104)

ou S[q(7);to,t] est la valeur que prend l'action sur ce chemin. I” amplitude relative & un
chemin étant le produit d’une constante par un facteur de module 1, il en résulte que
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la probabilité pour que la particule partant de gg a l'instant g, suive le chemin ¢(7) et
se trouve en ¢ a l'instant ¢ est indépendante du chemin suivi. Cette formulation met en
évidence la différence entre la mécanique quantique et la mécanique classique qui, elle,
privilégie le chemin classique, c’est-a-dire, celui qui rend l'action stationnaire. Dans K,
on doit prendre en compte la contribution de tous les chemins possibles; or, la fonction a
intégrer est une fonction oscillante du rapport % A la limite classique (A — 0), la fonction
exp(4S[q(7);to.t]) oscille avec une fréquence trés grande, en passant d'un chemin ¢(7)
a un chemin voisin ¢(7) + dq(7) de sorte que les contributions positives et négatives se
cancellent mutuellement sauf, évidemment, au voisinage du chemin classique ou ’action
est stationnaire et ou les contributions de chemins voisins s’additionnent. Dans ce sens,
la trajectoire classique retrouve son role privilégié lorsque A — 0. Les contributions a
K des autres chemins constituent les fluctuations quantiques. Mettons ceci en évidence
par un changement de variables dans (1.3.94) (voir aussi ”approximation semi-classique”).

Rappelons que

t 2

mq(T
Sla(7); to.t] =/ dr [# — V(g(1))]. (1.3.105)
to
Soit ¢(7) le chemin classique, c’est-a-dire, la solution de 1’équation d’Euler-Lagrange qui

satisfait les conditions limites imposées

08 a . oV

5—q|q=q = [—qu - a—q”q:q‘ =0, qlr=to =q, Gdlr=t=4q (1.3.106)

et introduisons dans 1.3.94) le changement de variables d’intégration suivant
q(t) = q(1) + x(7) (1.3.107)

ou z(7) est donc l'écart de ¢(7) par rapport a la trajectoire classique; par définition,
x s’annule en ty et t. En chaque point du découpage de lintervalle de temps (to,t), ce
changement de variables n’est autre qu'une simple translation. Le Jacobien de cette trans-
formation vaut 1 et

Dq(1) — Dx(7) (1.3.108)
de plus,
S[q;to,t] = S[(j—i—m‘;to,t] (1.3.109)
tooomi? 2? "
= 7 — _Zv"G) — v
S[G to.t] +/to dr| = 5V (@) ; V(@] (1.3.110)

En vertu des équations d’Euler-Lagrange et des conditions limites, il n’y a plus de terme
linéaire en x. Avec

S[q; to,t] = S(to,t) (1.3.111)
qui n’est autre que la valeur que prend l'action sur la trajectoire classique, (1.3.94) se
récrit donc comme

S it mEQ_ﬁ "0\ z" (n) (5
< g tlgoto >= e /Dm(f)eﬁ[fto A =TV SV @) (1.3.112)
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L’intégrale fonctionnelle restante porte sur les trajectoitre z(7) nulles en ¢y et . On peut
aisément calculer cette intégrale pour la partie quadratique en x, comme nous le montrer-
ons plus loin, quant aux termes d’ordre supérieurs a 2, ils seront traités de facon perturb-
ative (en remplagant I'exponentielle par son développement en série!)

1.3.2 Partie quadratique

Montrons, a présent, comment calculer 'intégrale fonctionnelle portant sur la partie
quadratique

/’Dm(T)e;‘[LtO = V)] (1.3.113)
_ /’Dx(T)eé[ftto dr sz(r) [,C?%JFW(T)}:B(T)] (1.3.114)
ol nous avons posé W (r) = —%V”(cj). En passant de la premiére ligne a la seconde, nous

avons fait une intégration par parties; le terme aux limites s’annule car x(7) est nul en %
et ¢. Considérons I’équation différentielle (de Sturm-Liouville)

2
s W) = M) (13.115)

L’opérateur différentiel [—%—FW(T)] est formellement autoadjoint pour le produit scalaire

< ¢l >:/t dr (7). (7) (1.3.116)

0

si les fonctions ,¢p normalisées de son domaine s’annulent en ¢ et ¢t. Soient A, une valeur
propre et v, la fonction propre correspondante, < ¥, |ty >= 0pm, et

2(1) = anthn(7), an =< tnlz > . (1.3.117)
Il vient alors

t 2 t
/t dm(f)[—% + W (r)]z(r) = /t dra(T)) | andnthn] = > Anap. (1.3.118)

0

Ceci suggere, dans l'intégrale fonctionnelle, le changement de variables d’intégration

(1) = apn, Dx(r)— | | day,J (1.3.119)
ou J désigne le jacobien
ox
= |=. 1.3.120
] (13.120)

Le changement de variables étant linéaire, ce jacobien est constant et sort de I'intégrale.
Il vient ainsi

i ma(r)_ d?
/mmeg[ﬁo AR - g Wl _ (1.3.121)
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- /H (day)e s Znrndi = J. 1‘[1/2Z7T (1.3.122)
_ /2277 HW \/det o (1.3.123)

le déterminant de l'opérateur différentiel étant défini comme le produit de ses valeurs
propres. Il ne reste plus qu’a calculer le déterminant. pour cela, nous faisons appel au
théoréme suivant (voir par exemple: S. Coleman ”The use of instantons”) valable pour
W (7) bornée sur U'intervalle (t,t)):

Désignons par 1, la solution de I’équation

2
[—% + W(T)lhx = Aa (1.3.124)

qui satisfait le probleme de Cauchy suivant

Ualto) =0, (to) =1 (1.3.125)

on a alors le

Théoréeme 1. si W(r) et W2(7) sont deux fonctions bornées de T et si ) et 3 sont
les solutions des équations ci-dessus, avec mémes conditions de Cauchy,

det [~ & + W(r) = \]
det [~ L + W2(r) — A

(1.3.126)

La démonstration de ce théoreme consiste a montrer que les deux membres sont des
fonctions méromorphes de A ayant mémes zéros et mémes poles et méme limite,1, lorsque
A — oo dans toute direction du plan complexe, sauf le long de I'axe réel. Il en résulte,
pour A =0, que

d2

o) = const. (1.3.127)
indépendante de W. On a donc
2
det [_ﬁ + W(r)] = Cao(t). (1.3.128)

Exemple de l’oscillateur linéaire harmonique.

L’application de (1.3.112) a l'oscillateur linéaire harmonique fournit tout de suite, pour
V(g) = 2o
= med

Kon(a,t;qoto) = e Kqn(0,t;0,t0), (1.3.129)
ou e
& 2 2
= T —2 . 1.3.1
§= Z.WT[((J + qq)cosw qqo) (1.3.130)
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Le calcul du déterminant donne

1
Po(t) = ;sz’nw(t —tp) (1.3.131)
et
2 5 1 .
det[— it | = C.;smw(t —tp). (1.3.132)

La constante C doit étre ajustée en facteur de K de fagon a reproduire le noyau Ky de la
particule libre, a la limite w — 0. Il vient ainsi

mw

Kon(0,t;0,t0) = (1.3.133)

2irhsinwT’

1.3.3 Développement perturbatif.

Pour des potentiels V(g) qui sont plus que quadratiques en ¢(7), on conserve I’expo-
nentielle de la partie quadratique et on développe en série I'’exponentielle contenant les
puissances plus élevées. Ainsi, 'amplitude (1.3.112) devient

iS arrt Tmaﬁfﬁ 1"(=
< q,t|qo,to >= et /Dx(T)eﬁ[ftod P2V (q)][l h/ arS" L
to

Le dernier changement de variables

a(r) = y(r) VA, H da(t)h"% = [[ldy(t))n 2 (1.3.135)
¢
transforme, dans I’exponentielle,

1
E(partie quadratique en x) — i(partie quadratique en y) (1.3.136)

et dans la série

1——/dfznlv<" S [ 1—1/061723/.5 n ] (1.3.137)

n>3 n>3

de sorte que, mis a part le facteur global hs qui seul subsiste aprées le dernier changement
de variables, la série perturbative apparait comme une série de puissances positives de h: en
effet, pour des raisons de parité, seules les puissances paires de y contribuent a 'intégrale,
or, n > 3 et n pair, donc n = 2n/ font que

hz =t =t (1.3.138)

et n' > 2.
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A Tapproximation semi-classique ou on ne garde du développement ci-dessus que la
contribution dominante pour A — 0, il vient

C
\/det £ _ Lyn(g)

Remarque: s’il y a plus qu’une trajectoire classique, il convient de sommer les amp-
litudes. Méme I’approximation semi-classique peut dans ce cas mettre en évidence des
effets non-classiques. Voir par exemple I'effet Bohm-Aharonov.

m\m.

< gytlgoto >~ —e (1.3.139)

1.4 Produits chronologiques d’opérateurs.
Considérons I'élément de matrice
< q,tl4(t1)lqo.to > (1.4.140)

pour tg < t1 < t, et insérons 'opérateur unité sous la forme

. +oo
I :/ dgi lq1,th >< qu,ta . (1.4.141)
—00
11 vient
“+oo
< q,tlq(t1)]qo.to >= / dg1 < qtlq1,t1 > @1 < qu,t1]qosto > - (1.4.142)
—0o0

En posant ¢; = ¢(t1) et en utilisant (1.3.94) pour chacune des amplitudes sous l'intégrale,
I’expression ci-dessus devient

+oo ) ]
/ d(J(tl)/DQ(H)G%S["(””“ﬂ g(th) /Dq(Tz)e%S[q(m;t“v“] (1.4.143)

— 00

avec t1 < 1 < tet ity <79 <t;. En recollant les deux ensembles de trajectoires en ¢; a
I'instant ¢1, on obtient

< ,t|4(t1)lq0,t0 >= /DQ(T) g(ty) et Staito ], (1.4.144)

a la condition que ¢; figure dans tout découpage de l'intervalle de temps (to,t). On obtient
de la méme facon, pour tg < t1 <ty <t,

1

< q;t]q(t2)q(t1)lgo.to >= /DQ(T)Q(tZ)Q(tl) wSla(rito.t (1.4.145)

— [ Datr) attr) atta) S0, (1.4.146)
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car sous le signe intégrale, q(t1) et q(t2) sont des variables réelles qui commutent. Par
contre, 'expression (1.4.146) est égale a ’élément de matrice

< q,t|4(t1)d(t2)|q0,t0 > (1.4.147)

mais pour tg < to < t7 < t, cette fois. Ceci se résume donc en

< @t|Tq(t1)d(t2)|qo,to >= / Dq(7) q(t1) q(ta) enSlaMitot], (1.4.148)

ou T désigne le produit chronologique des opérateurs. En général,

< @t|Tq(t1) -~ 4(ta)|gosto >= / Da(r) q(tr) - q(t,,) enSatot] (1.4.149)

1.5 Fonctions de Green.

A partir de (1.4.149), nous allons chercher a établir 'intégrale fonctionnelle qui donne
les fonctions de Green du systéme

Gty -+ jtn) =< 0Tq(t1) -~ 4(tn)[0 > (1.5.150)
ou |0 > désigne I'état fondamental du systeme, état propre de H d’énergie minimum Fj
H|0>=FEy|0>. (1.5.151)

Pour ce faire, partons de 'amplitude < g,t|qo,to > et insérons l'opérateur unité construit
sur les vecteurs propres de H, Hln >= E, |n >, E,> E,_1,

I=>"|n><nl. (1.5.152)
n
Il vient

<gtlgoto> = Y <qtln><nlg.to > (1.5.153)

n
= Y <qle 7Oy 5 < njgy > (1.5.154)

n
= Ze’%(t’tO)E” < gln >< nlgy > (1.5.155)

n

= ¢ wtB [ < glo>< 0lgo > + D < gln >< nlgy > e~ it (En=E0)]

n>1
(1.5.156)
Dans le crochet du dernier terme, on voit que si I’on remplace
T=t—ty—T,=T(—1in), (1.5.157)
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n réel et > 0, a la limite, T" — oo, seul subsistera le premier terme
< ql0 >< 0|qo > (1.5.158)

les autres étant exponentiellement décroissants par e:ﬂp(—%’z (B, — Ep). Avec la convention
(1.5.157), il vient donc, asymptotiquement, pour 7' — oo,

< ¢,tlqoto >n=<< ¢q|0 >< 0|gp > e~ oTnp, (1.5.159)

Considérons, par ailleurs, le premier membre de (1.4.149), et choisissons deux temps ¢, et
tp finis, ou insérer 'opérateur unité. Par définition, nous choisissons

o <ty <ty <---<t, <t <t (1.5.160)

alors (1.4.149) devient

400 400
/ an/ dqy < q,tlgpty >< qu,ty|T4(t1) - - - 4(tn)|qasta >< qastalqo,to > . (1.5.161)
— 0 —Oo

Rendons a présent les variables t, — to,t — t; complexes par (1.5.157) puis, passons aux
limites tg — —oo, t — 4o0o0. En utilisant (1.5.159), il reste, pour les comportements
asymptotiques

< GtTa(t) -+ d(tn)lgorto >n=< @,tlgoito >y - < O[TG(t1) -+ d(t)0> .  (1.5.162)

On en tire donc que la fonction de Green G, s’obtient en prenant le quotient du com-
portement asymptotique de (1.5.162) par le comportement asymptotique de (1.5.159):

Gn(tl, o ’tn) = lim . < q’t|TCj(t1) T (i(tn)MO,tO >17< Qat|QOat0 >17 = (15163)

to——o0o;t—+

= lim / Dq(7) qty) - - q(ty) enSlamitod] / Dy(r) enSlamito.d (1.5.164)

to— —o0;t——+00
ol
t(1—in)
Slgl = / drL(g.d). (1.5.165)
to(1—in)
Le quotient (1.5.164) est en principe indépendant des valeurs limites ¢,qo des trajectoires
a la condition que les mémes limites soient utilisées au numérateur et au dénominateur.
En fait, les "bonnes conditions limites” (voir & ce sujet dans Faddeev et Slavnov, la
représentation holomorphe de lintégrale de chemins) sont les conditions dites de radi-
ation pour lesquelles les fonctions ¢(7) devenues complexes, n’ont, pour 7 — 400 qu’une
partie a fréquence positive et n’ont, pour 7 — —oo qu’une partie a fréquence négative,
parce qu’alors elles satisfont automatiquement

li t)=20 li tg) = 0. 1.5.166
tﬂ+olor(%7in) q( ) ’ toﬂ—ég(llfin) q( 0) ( )
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1.6 Fonctionnelle génératrice des fonctions de Green.

Toutes les fonctions de Green peuvent s’obtenir comme dérivées fonctionnelles par
rapport a la source J(t), de la fonctionnelle génératrice Z[J]| définie par

t(1—in) .
Z[J) = lim /Dq oHgtin 4T IE(@ @)+ (Ta(m)] _ (1.6.167)

to— —o0o;t—+00

0.1 + ig/dtl---dtn J() - J(t) Gy, -+ )] (1.6.168)
n=1

J(t) est une source arbitraire nulle en dehors d’un segment borné de 1’axe réel, suffis-
amment grand pour contenir tous les arguments des G,,. Dans Z[J]), les trajectoires sur
lesquelles on integre s’annulent en 7 — +oo(1 —in) et en 7 — —oo(1 — in). De (1.6.168),
on tire

1 " Z[J]
i" Z[0] 8J(t1) -+ 6J (tn)
Théoréme 2. La fonctionnelle Z[J] n’est autre que 'amplitude de transition du vide au
vide sous l’effet de la source.

En effet, Soit Hj(t) = H - J(t)q, ou d,H = 0 et J(t) est une source classique. Noter
que H = Hy. L’opérateur d’évolution Uj(t,tg) est donné par

|7=0- (1.6.169)

Gn(tla to 7tn) =

Uj(t,to) = Uy—o(t,to) I+Z nl /t dty - dtnJ(t1) - J(t)T(Gr(t1) - - Gr(tn))].

(1.6.170)
Gr(t) est 'observable position en image de Dirac définie par
dr(t) = Uy (t,t0)d Uo(tto). (1.6.171)
De méme, I'observable impulsion en image de Dirac est définie par
pr(t) = Uy (tto)p Uo(t,to).- (1.6.172)
Leur évolution au cours du temps est gouvernée par les équations sans source
ihddr(t) = ldr(t),H] (1.6.173)
ihdpr(t) = [pr(t),H] (1.6.174)
tandis que I’état en image de Dirac
.t >r= Uy (t,to) [t > (1.6.175)
évolue au cours du temps du fait de la source
ihd |t >1= Uy (t,to)[=J (t) ¢] [t >= =T ()qr(t) [,t >7 . (1.6.176)
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Si |0 > désigne I’état fondamental de H au temps tg (donc aussi a tout instant en vertu
des hypotheses) de valeur propre Ejy, au temps ¢, sous l'effet de la source, il a évolué vers
I’état

Us(tto) |0 > . (1.6.177)

L’amplitude de probabilité de transition de 1'état fondamental de H & l'instant t, vers
I’état fondamental de H & 'instant ¢ est donnée par

< 0|U;(t,to) |0 >=< 0,t]0,t0 >’ (1.6.178)

=< 0[T(t,to) I+Z 1'/ diy -+ dtn (1) - J ()T (Gr(t1) -~ - Gr(tn))]|0 > (1.6.179)

= 67% (t—to) EO +Z / dty -+ dtnJ(t1) - J(tn) G(ta, -+ tn)]. (1.6.180)

On en déduit donc que
Z[J] =< 0, + 0|0, — 00 >7 . (1.6.181)

CQFD

1.6.1 Exemple de l'oscillateur linéaire harmonique.

i t(l—in) w242

ZolJ]=  lim /Dq(7’)€2 to(1-im 47 [°—w 4 +2]] (1.6.182)
to——0o0;t—-+00

Désignons par ¢(t) la solution de I’équation d’Euler-Lagrange en présence de la source

j+w?q=J (1.6.183)

qui s’annule en +00(1 —in) et en —oo(1 —in), et effectuons dans (1.6.182) le changement
de variables d’intégration suivant

q(7) = ¢(7) + =(7). (1.6.184)

Par définition, x(7) s’annule en +oo(1 —in) et en —oo(1 — in). Il vient alors, en utilisant
I’équation d’Euler-Lagange et les conditions limites sur x,

+oo(1—in) +oo(1—in) )
L/j dT[QQ—-w2q2+-2Jd:=L/1 ar [ — W@ +2JG + i* — w?2?] (1.6.185)
—oo(1—1n) —oo(1—in)

de sorte que
oco(1—1in)
ZolJ] = € / Da(r)e!2 =iy A i) (1.6.186)
= Z,|0] (1.6.187)

S est la valeur que prend I'action, avec source, le long de la trajectoire §. Le calcul de la
fonctionnelle Zy[J] est ainsi réduit au calcul de I'intégrale ordinaire S;. Il ne nous reste
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plus qu’a résoudre I’équation (1.6.183) pour trouver g. La solution générale de (1.6.183) est
la somme d’une solution particuliere de (1.6.183) et de la solution générale de I’équation
homogene. Or, la théorie quantique de loscillateur linéaire harmonique nous fournit, par

iAF(tl — tQ) =< 0|ch(t1)c_?(7f2)|0 > (1.6.188)
avec
1
i(t) = a(t)+a'(t 1.6.189
i) = =t +at®) (1.6.189)
1
() = —(—iw)(a(t) —a'(t 1.6.190
p(t) @( )(a(t) (t) ( )
et
at)nt> = /njn—1;t> (1.6.191)
at@®)nt> = Vn+ln+1t> (1.6.192)
<ntn't > = Gpp (1.6.193)
1
E, = w(n+§) (1.6.194)
et
|0 >=1{0,t > (1.6.195)
1 . A
iAF(tl — tz) = %[e(tl — tz)e_l(tl —t2)w + H(tz — tl)el(tl_m)w (1.6.196)
7 +o0o , e—iw’(tl—tg)
= — dw ————— 1.6.1
21 J_ o ww’Q—wQ—l—ie (1.6.197)

le propagateur de Feynman, Ap(t; — t2), solution de I’équation

d2
(— + W) Ap(T) = =6(7) (1.6.198)
dr

qui, pour 7 > 0, n’a qu’'une partie a fréquence positive, et pour 7 < 0, n’a qu’une partie a
fréquence négative. La solution particuliere de (1.6.183) qu’elle permet de construire, par
convolution avec la source .J,

_ /+oo dr' Ap(t —7') J(7) (1.6.199)

satisfait donc les conditions limites imposées. La solution générale de I’équation homogene
Ae™T 4 Bem T (1.6.200)

dans laquelle les constantes A et B doivent encore étre ajustées pour satisfaire les condi-
tions limites est donc identiquement nulle. En résumé,

q(r) = — /+OC> dr' Ap(t —7') J(7') (1.6.201)

—00
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et

S, = %/dT [ — W2 + 274 (1.6.202)
= 5 [arl-ai+ o) + 200 (1.6.203)
- 2 / dr [7()d(r)] (1.6.204)
= —% drdr J(r)Ap(t —7')J (") (1.6.205)

D’ou il vient, avec (1.6.187), la fonctionnelle génératice des fonctions de Green de 'oscil-
lateur linéaire harmonique

ZolJ] = Zo[0].e 2 S Ardr J@AR(r=m)I (), (1.6.206)

Les fonctions de Green de l'oscillateur linéaire harmonique se calculent par (1.6.169):
toutes les fonctions de Green d’indices impairs sont nulles

Gont1 =0 (1.6.207)

les autres sont
Ga(ty,ta) = iAp(t; — to) 1.6.208

(
Gy(titasts,ts) = Ga(ty,ta)Galts,ta) + Ga(ty,t3)Galta,ts) + Ga(ti,ta)Ga(ta,ts) (1.6.209

Ge(t1,- - jte) = Ga(t1,t2)Ga(ts tats te) + Ga(t1,ts)Ga(ta,ts,ts,te)+ (
+Ga(t1,t4)Ga(ta sz ts,te) + Go(tits)Ga(ta,ts,ta,te) + Ga(ti,te)Galta,ts,tats) (1.6.211

)
)
1.6.210)
)
et ainsi de suite. Les Go,, sont des sommes de produits de GG correspondant a toutes les
fagons possibles de répartir 2n arguments en paires, sans tenir compte de 'ordre de ces
paires. Le nombre de termes dans G, est
1 (2n)!

2 2n—2 4 2

Notons encore que, en introduisant dans (1.6.187) le noyau-distribution
d2
N(r=7)=N(r' = 7) = =[5 + &’ (1 = 7) (1.6.213)
T
tel que
/ dr' N(t — ) Ap(7' = ") =6(r = 7") (1.6.214)

ce que, formellement, on peut voir comme 'inverse du propagateur

[N(r =)™ = Ap(r = 7), (1.6.215)
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il vient

[ari=r@s2d = [ ardr N =)l )+ 1067l () I()
(1.6.216)
et 'intégrale fonctionnelle (1.6.187) est la généralisation (n — oo) de l'intégrale suivante

20() = /dxl .. dxne%[ﬂ%Nklxl+$k5kzjz+jk5km} (1.6.217)
= /dwl---dmne%[wTN”C"'ijHTﬂ (1.6.218)

ou la matrice N est supposée symétrique et inversible. L’intégrale (1.6.216) se calcule en
effectuant le changement de variables

xp =) — [N g (1.6.219)
de jacobien 1, pour lequel I’exposant devient
' Ne+2l j+ T e=aTNa' —jT N1 (1.6.220)
de sorte que

—i T

2o(j) = e~3 TN / daf - daf,es™ N = e 3TN £0(0), (1.6.221)

La méme opération effectuée sur (1.6.182), avec (1.6.215), fournit directement (1.6.206).
La relation (1.6.215) est bien définie, en ce sens que Uinverse de N est unique sur les
fonctions qui satisfont les conditions limites de radiation!

Remarque: 'intégrale zy(j) se calcule en changeant de variables d’intégration

y=02, yT =707, oo"=0T0=1 (1.6.222)
ou O est la matrice orthogonale (de déterminant 1) qui diagonalise N:
ONOT = diag(\i,- - \y) (1.6.223)

les A; sont les valeurs propres de la matrice NV,

20(0) = [ dyy - - - dypez™¥it Al — (9ir)% . 1.6.224

On a donc aussi 2
Z[0] = constante [det(—ﬁ — wz)]_%. (1.6.225)

T
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1.7 Deéveloppement perturbatif des fonctions de Green.

Considérons un lagrangien de la forme

. 1 .
L(g:q) = 5(¢* = w*¢®) = M(q)) = Lo + Ly (1.7.226)
ou Ly est le lagrangien de l'oscillateur linéaire harmonique, L1 = —Av(g) est un polynoéme

(monoéme) en ¢, A est une constante de couplage. La fonctionnelle génératrice des fonctions
de Green Z[J]| peut étre remplacée par

21 = / Dy(r)et  dr [Lo+T(Da(m)] i [ dr Lala(r)] (1.7.227)
ot drlil=isg] / Dy(r') & @' Lo+I ()a()] (1.7.228)
G-l o (1.7.229)

Pour obtenir ce résultat, nous avons utilisé le fait que, sous le signe intégrale

g(t) et ArIar) _ _i%(t) o drI(m)a(r) (1.7.230)
donc aussi 5
F[q(t)] eldeJ(T)q(T) _ F[_ZW] eldeJ(T)q(T). (1.7‘231)

La formule (1.7.229), dans laquelle on remplace I'opérateur

o A=) (1.7.232)

par son développement en série, qui avec (1.7.226) est aussi un développement en série
de puissances de A, donne, en principe, un moyen de calculer la fonctionnelle Z[.J]. En
pratique, on limite le développement en puissances de A en ne gardant qu’un nombre
fini de termes. Il est cependant plus facile d’obtenir, pour chaque fonction de Green, un
développement en puissances de A\ a partir de

_ [ Dg(r) q(t1) -+ q(t,) 5110

!/
G (t1, -+ \ty) [Da(r) eSlat] (1.7.233)
en remplacant, au numérateur et au dénominateur, e** par
S 1S0+1S' 0S|
e = efSoTis — %o 1 43" 51 (1.7.234)

n=1

En divisant numérateur et dénominateur par

/ Dq(r) €' (1.7.235)

on obtient G, sous la forme du quotient de deux séries de puissances de A dont les coef-
ficients sont les fonctions de Green de l'oscillateur linéaire harmonique. Le quotient des
deux séries est encore une série de puissances de A qui, limitée a un ordre fini N, fournit
le développement perturbatif de G}, & cet ordre.
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1.7.1 Exemple: v(q) = ‘jl—?.

Limité au premier ordre en A,
a) la fonction de Green & deux points ou propagateur est donné par

G/ (tl tg) _ GQ(thtZ) _ 14_); de Gﬁ(t17t27T7T7T7T) (17236)
2 1-— % [ dr Gy(7,7,7,7)

A
= Ga(t1,t2) — 1 /dT (G (tr,ta,m,7,7,7) — Ga(t1,t2)Ga(T,7,7,7)] + O(N?)

_ Gg(tl,tg)—% / dr [12Gs (t1,7) Ga(r.7) Galrid)] + OO2)  (1.7.237)

que 'on représente par la notation graphique suivante, due a Feynman,

Fi1c. 1.3 — Propagateur au premier ordre en A

b) la fonction de Green a quatre points est donnée par

G4(t1)t2,t3at4) — i de G8(t1)t2,t3at4a7—a7—a7—’7—)
Gyt tatsts) = - sz'!de Galrrr ) (1.7.238)
i\

4

= Galtita) / dr [Gs — Galtr,ta) Ga(r.777)] (1.7.239)

c¢) Jusqu’a l'ordre deux en A, le propagateur est donné par les diagrammes
La série ' A
[ Dq(r) e[l — & [drq(T)* + ..]

D) o (1.7.240)

qui constitue le dénominateur commun de toutes les fonctions de Green G, a pour représentation
graphique
Sa présence a pour effet de supprimer dans la série de diagrammes représentant le
numérateur de G, & un ordre donné en A, tous les diagrammes qui sont des produits
e diagrammes d’ordres inférieurs en ar des diagrammes sans pattes externes. Par
de d d’ord f A des d tt t P
exemple, dans G, au premier ordre, le dénominateur a éliminé le produit
Dans G, au premier ordre, le dénominateur a fait disparaitre lesdiagrammes de la
figure 1.8
es diagrammes sans pattes externes sont appelés diagrammes du vide. La remarque
Ces d tt t t lés d du vide. L
que nous venons de faire dans ces cas particuliers est tout a fait générale.
La structure des diagrammes de Feynman est totalement définie par le lagrangien: les

regles de Feynman sont résumées dans la figure 1.9
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Fi1G. 1.4 — Fonction de Green a 4 points

O .. 00

—O— - .

=
al=

+1

[

Fi1Gc. 1.5 — Propagateur jusqu’a l'ordre 2

1.8 Généralisation a N degrés de liberté.

Tout ce qui a été établi dans les paragraphes qui précedent reste valable pour des
systemes a N degrés de liberté moyennant les remplacements suivants

lg>—|q1, - yanv >, |p>—|p1, - pN > (1.8.241)
ethqJ

<dqlp>=<q, - anlp1, - py >= H (1.8.242)

) = [[ Pas(r) (1.8.243)

J = (Ji,-JIN) (1.8.244)
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3 1 1 1
1+ = = - OO + L
4 8 12888 T " s @

Dénominateur limité a I'ordre 2

F1G. 1.6 — Représentation graphique du dénominateur

-

1
8

F1c. 1.7 — Termes de G, éliminés par le dénominateur

X

e

Fi1G. 1.8 — Termes de G, éliminés par le dénominateur

a) la partie quadratique fournit le propagateur libre

b) l'interaction fournit le vertex ><

c) le nombre de pattes du vertex est donné par la puissance de q
dans le lagrangien d'interaction

Fi1c. 1.9 — Régles de Feynman
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Chapitre 2

L’intégrale fonctionnelle pour les
champs libres bosoniques.

2.1 Champ scalaire réel libre.

En généralisant les notions précédentes aux cas N — oo, on se convainc aisément que
Pamplitude de probabilité K ([¢],t; [po],tg) de trouver le systeme dans la configuration ¢ a
Iinstant ¢, sachant qu’il était dans la configuration ¢y a 'instant £y peut encore s’écrire

K([¢].t: [pol.to) = < [d]:t]l[¢o].to > (2.1.1)
= / [ po(@.r)eStesto (2.1.2)

ou l'intégrale porte sur toutes les configurations possibles du champ ¢(Z,7), pour tg < 7 <
t, entre ¢o(T) = ¢(Z,to) et ¢ = P(Z,t). S[p;to,t] est I'action du champ scalaire réel libre

S[es tort] — /t " ir / e %(amaw — m2g?). (2.1.3)
0
Plus intéressantes en T.Q.C. sont les fonctions de Green
Gy, ) =< 0|Th(z1) - - - p(2,)]0 > (2.1.4)
ou |0 > désigne le vide, annihilé par tous les opérateurs de destruction
a(k,t)]0 >= 0. (2.1.5)
Ces fonctions de Green admettent une représentation fonctionnelle

[T Dé(Er) (1) - - - Py, )€l

Gl an) = [ T1: Do(Z,7)etS1e) (2.1.6)
-~ 1 §m Z[J]
T 2000 07 (z1) - ..6J($n)|J=0 (2.1.7)
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ou Z[J] est la fonctionnelle génératrice

217 = / [[Do(Er) et J dtalduoonommiot i@t (2.1.8)

Comme dans le cas de l'oscillateur linéaire harmonique, 'action étant quadratique en ¢,
la fonctionnelle Z se calcule exactement. Elle vaut

Z[J] = z[0].e~ 2 d'2d*vI @)Ar(@=u) () (2.1.9)

A est le propagateur du champ scalaire de masse m. Les fonctions de Green se calculent
par dérivation fonctionnelle de Z par rapport a la source J. Comme pour 'oscillateur
harmonique, les fonctions de Green a 2n 4+ 1 points sont nulles, les autres sont des sommes
de produits de G

Ga(zy) = iAp(z —y) (2.1.10)
Gy(z1,- -+ ,x4) = Go(21,22)Ga(x3,24) + Go(z1,23)Ga(22,24) + Go(x1,24)Ga(22,23)
(2.1.11)

et ainsi de suite.

2.2 Champ scalaire complexe libre.

Le passage du champ scalaire réel libre au champ scalaire complexe libre ne pose pas
de difficulté, puisque le champ scalaire complexe équivaut a deux champs scalaires réels
de méme masse

olz) = %wmm)—wz(m)) (22.12)

o) = %wmm)ﬂm(m)) (2.2.13)

L = 0,0 00 —m2p*p (2.2.14)
= %[3@13%1—m2¢?+8M¢28“¢2—m2¢§] (2.2.15)

Les fonctions de Green sont

<O0T¢(@1) - ¢ (y1) -+ [0 > (2.2.16)
1 S Z]J,J*]

= WZ00] 5T () o)== (2217)

Gn(xl’“r% o LYLY2, )

et la fonctionnelle génératrice est ici

Z[JJ7) = / [[ Pe(@r)De*(@,r)el | Foler I @el@+@et @l (2.2.18)
— Z[()’()].e*ifd4$d4yJ*(I)AF($*y)J(y) (2.2.19)
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Dans (2.2.18), l'intégrale sur les variables complexes ¢,p*, pour &, fixés, n’est autre que
I'intégrale dans le plan réel ¢,,¢2 en coordonnées isotropes:

do N dp* = %[dgﬁl —idpo| A [do1 + idpo] = idp1 A doo. (2.2.20)

Les seules fonctions de Green non nulles ont un nombre pair de points et contiennent le
méme nombre d’opérateurs ¢ et p*:

Go(z,y) = iAp(x —y) (2.2.21)

Ga(x1,22,y1,y2) = Ga(1,91)G2(22,y2) + Ga2(21,y2)Ga(22,91) (2.2.22)

et ainsi de suite. Dans la représentation graphique de Feynman, le propagateur Ga(x,y)
est représenté par une ligne orientée

2.3 Champ électromagnétique libre.

La définition de I'intégrale fonctionnelle pour le champ électromagnétique pose quelque
probleme a cause de I'invariance de jauge de 'action

S[A,] = S[A] = —i/ d*z F, F". (2.3.23)

Pour
Al = Ay + 0,0, (2.3.24)
S[A'] = S[A]. (2.3.25)

Si on écrit brutalement

Z[0] = / [T PA. &) e (2.3.26)
F W

en intégrant sur toutes les configurations des potentiels A,,, la fonction exp(iS[A] prenant
la méme valeur pour tous les A, qui se déduisent I'un de I'autre par une transformation
de jauge, Z[0] est infini; il en est de méme de Z[J,]. Pour remédier a cet inconvénient,
nous suivrons la méthode de Faddéev et Popov.

Représentons symboliquement, sur le dessin ci-dessous, ’ensemble de toutes les con-
figurations possibles des A, (Z,7); et représentons par une ligne horizontale passant par A
la classe d’équivalence de A, c’est-a-dire, toutes les configurations qui se déduisent de A
par une transformation (2.3.24).

Choisissons une fonction g(A) telle que 1’équation g(A) = 0 détermine ”un et un seul”
A dans chaque classe d’équivalence, puis formons la fonctionnelle suivante

A A = / Do(x) §[g(A + 09))]. (2.3.27)
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/
/

g(A)=0

Fi1G. 2.1 — Classes d’équivalence de potentiels

('Pour étre correct, il faudrait définir I'intégrale ci-dessus comme 'intégrale sur le groupe
compact Uy, cela ne nous parait pas indispensable dans un calcul aussi formel!) La fonc-
tionnelle (2.3.27) est invariante sous les transformations de jauge (2.3.24); en effet, pour

¢’ fixé,

AJA+04] = /ng g(A + 09’ + 09¢)) (2.3.28)
_ / Do) Sg(A + 8(é + &) (2.3.29)
= / D¢ (z) + 0¢")] (2.3.30)
A, A (2.3.31)

Nous avons posé
¢ =0+ . (2.3.32)

On en tire aussi
/D¢ g(A + 0¢)]. (2.3.33)

On peut donc écrire Z[0] comme

zZ[0] = /HHDA ) el (2.3.34)
= / HHDAM(QE, eSHALA | / Dop(x)d[g(A + d¢)]  (2.3.35)
_ / Do(a / HHDA SN [A]S[g(A +06)]  (2.3.36)

ou l'on a hardiment permuté 'ordre des intégrations. Effectuons ensuite le changement de
variables d’intégration
A, = A, + 0.6, DA, =DA, (2.3.37)

S[A] = S[A], A A = A[A] (2.3.38)
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il vient donc
/ Do(a / HHDA/ ) &SIAT A 4] 6[g(A')). (2.3.39)

L’intégrale

/ HHDA’ (Z,7) ST AL [A) 6]g(A)] (2.3.40)
est indépendante de ¢, de sorte que Z[0] se trouve factorisé en
= V. / [TTIPAuE ) 514 Ay[A] 6[g(A)] (2.3.41)
i
ol
VY = /ng(:ﬂ) (2.3.42)

est une constante et peut rejoindre un facteur de normalisation dans Z et étre ensuite
oubliée dans le calcul des fonctions de Green. Il reste a calculer Ay[A]: pour A fixé,
g(A + 0¢) = g(¢) donc, en changeant dans (2.3.27) de variables d’intégration ¢ — g, il
vient

— 5¢
1
AJMA] = /Dg det]@] 5(g) (2.3.43)
o¢
det]@]gzo (2.3.44)
Donc s
A (4] = det)29ATI9) 2.3.45)
o9
supposé non nul des le départ. Il vient donc encore
N dg(A + 09)
= 1S[A g
- v./H]Z[DAH(x,T)e [ Jdet|T|g:05[g(A)]_ (2.3.46)

Si g(A) est une fonction linéaire de A, g(A + 0¢) est linéaire en ¢, donc
dg(A + 09)
09

est une constante (indépendante de A) qui peut rejoindre V dans le facteur de normalisa-
tion de Z. Dans ce cas,

det] lg=o0 (2.3.47)

=N. /HHDA ¢Sl §[g(A)). (2.3.48)

Exemple:
9(A)y = 0, A" () — c(x) (2.3.49)
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g(A+ 09), = 9, A" (x) + O¢(z) — c(z) (2.3.50)
et
5g(A + 09),00(y) = 06z —y). (2.3.51)

Avec le choix (2.3.49) de la fonction de fixation de la jauge, la fonctionnelle (2.3.48)
ne dépend pas de c(z): en effet, c(z) disparait totalement de (2.3.48) par le changement
de variables d’intégration

Au= A+ 8,0, O¢=c. (2.3.52)

Il s’en suit que 'on ne fait que multiplier (2.3.48) par un facteur constant si on 'intégre
par

/ De(z) e~z [ ee*@) 7[q). (2.3.53)

Mais alors, on obtient
Zlo] = N’ / De(x) e~z J 4o (@) / DA, (%,7) ¥4 §[0, A" (z) — c(x)] (2.3.54)
Y / DA (7,7) S =33 J da@uar @) (23.55)
= N[ DAy 0 (2:3.56)

L’intégrale fonctionnelle (2.3.56) porte sur toutes les configurations possibles de A,,, mais
I’action invariante de jauge a été modifiée par I’addition d’un terme qui n’est pas invariant
de jauge. Notons que sous la forme (2.3.56) c’est toujours 'intégrale de 1’exponentielle
d’une fonction quadratique des A,. On peut encore Iécrire sous la forme

Z[O] = NI/DAﬂ(x) e% fd4xd4yAu(:v)M””(m,y)AV(y) (2357)

avec le noyau-distribution
My (,9) = Myp(y.2) = [g,00 — (1 = )2,0,16"(z — y). (2.3.58)

Pour toute valeur non nulle de A, le déterminant de I'opérateur [g,,00 — (1 — X)9,,0,] est
non nul, et [M,, (z,y)]~*

Si Jy(x) désigne une source vectorielle arbitraire, la fonctionnelle génératrice des fonc-
tions de Green du champ électromagnétique libre peut donc encore étre définie par

existe.

Zl5] = N / DA, (w)eh | F#a 4@ () A )27 @5 e AW (2.3.50)

= Z[Q]_e—% [ d*zdty i (z) DY, (2—y)J¥ (y) (2.3.60)

ou Diy(az — y) est le propagateur de Feynman du champ électromagnétique, inverse du
noyau M (x —y); il est donné par

/d4k i G A L=N kb ]. (2.3.61)

DE (z—y) =
(= Y) k2 + de X (k2 + ic)2

1
2!
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Il dépend de A, mais on peut montrer que les amplitudes de probabilité de transition
qu'’il permet de construire n’en dépendent pas. Les choix (A = 1) et (A = 00)) simplifient
grandement ce propagateur; ces choix sont connus, dans la littérature, respectivement
comme de jauge de Feynman et jauge de Landau.

Les fonctions de Green du champ électromagnétique libre se déduisent de (2.3.60) par
dérivations fonctionnelles par rapport a la source J,(z); comme dans le cas du champ
scalaire réel libre, les seules fonctions de Green non nulles sont des sommes de produits de

GA(zy) =< 0T A,(x)A, (y)|0 >=iDFE,(x - y). (2.3.62)
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Chapitre 3

L’intégrale fonctionnelle pour les
champs fermioniques.

La généralisation de 'intégrale fonctionnelle aux systemes de bosons s’est faite sans
peine, en passant de 1 & N degrés de liberté, puis en passant formellement & la limite
N — oo. Mis a part le nombre croissant de degrés de liberté, les hypotheses fondamentales
sur lesquelles repose la construction de l'intégrale fonctionnelle étaient les mémes. Tout
change pour des systémes de fermions. Si on peut toujours décrire un tel systéme avec
un opérateur hamiltonien autoadjoint H (G%,pr), les opérateurs ¢ et p sont, & présent, des
opérateurs qui, a temps égaux, vérifient des relations d’anticommutation canoniques

[°(1).d (0)]+ = 0= [pr(t)p ()], [3°().mu(t)]4 = i(h)S]. (3.0.1)

Il est cependant possible d’élaborer un formalisme d’intégration fonctionnelle pour de tels
systemes, a la condition de voir les variables classiques correspondantes comme les éléments
d’une algebre de Grassmann.

3.1 Algebre de Grassmann.

Définition 1. L’ algébre de Grassmann G, sur C an générateurs est l’algébre des polynomes
a coefficients complexes, en les variables ()2, -+ ™) soumises aux relations

Pyt = —ply* (3.1.2)

pour tout couple d’indices kL.

Chaque variable est donc de carré nul. G,, est un espace vectoriel de dimension 2"
sur C. Une base de G, est fournie par les monémes 1,4 ypFyl(k < 1),---4ptep? .- p™. Un
élément de G,, s’écrit comme

() = ap + apd® + ap Yt - a9 (3.1.3)

ou les coefficients a;;... sont supposés completement antisymétriques en leurs indices. G,
est isomorphe a l'algebre extérieure des formes différentielles.
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L’algebre de Grassmann infini-dimensionnelle s’obtient comme la limite n — oo de G,,.
Elle possede une infinité de générateurs.

On peut définir une dérivée & gauche 99POY* et une dérivée a droite 0PI, qui sont
des opérations linéaires sur G,.

Définition 2. Sur les monémes de base, la dérivée a gauche est définie par :
ﬁ 1 k I (_\Py 1 ok l 14
awkw...w...w_( YPagpl .o kg (3.1.4)

ou Py désigne le nombre de transpositions a effectuer pour amener ’élément Y* & gauche
dans le monéme. La notation Y* signifie que ¥* doit étre omis.
Définition 3. De la méme fagon, on définit la dérivée a droite par

b = (=) Pagpt kgl (3.1.5)

ot Py désigne le nombre de transpositions & effectuer pour amener 1'élément ¥* & droite
dans le monome.

Si le monéme ne contient pas ¥, la dérivée a gauche ou & droite est nulle. La dérivée
de ® est définie par linéarité.

Exemples:
ﬁﬂ)lw?w?’ = 2> = a_d¢1¢2¢3 (3.1.6)
91 91 1.
9
Gt U =~ (3.1.7)

Définition 4. Parité grassmannienne: Si ® ne contient que des mondémes pairs en les ¥,
® est de parité grassmannienne (+) = (—1)<(®) ¢(®) = 0 (mod 2); si ® ne contient que des
mondmes impairs en les V*, ® est de parité grassmannienne (—) = (—1)¢(®) ¢(®) = 1(mod

Si @1 et &5 ont des parités détermindées,
D1.Dy = (=) Dy. D5 (3.1.8)
Tout élément de G,, est la somme d’un élément pair et d’un élément impair:
O =0+ Dp. (3.1.9)

(E = 7even” = pair; O = ”0odd” = impair).

Théoréme 3. Régle de Leibniz: Pour ®1 de parité grassmannienne fizée (—1)t, on a la
regle de Leibniz suivante
09 09 . o9
3—1/11“( 1.92) = (a—wk‘bl)@z +(=1) 1‘I>1(8—¢k<1>2) (3.1.10)
ad ad ad
——(D. = (-1 =—=P9). 01 + Po(— P 3.1.11
31/1’“( 2.®1) = ((-1) 90k 2)-P1 + 2(%;C 1) ( )
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En particulier, pour ® = /¥, impair,

99
ok

09

(¥F.@) = <I>—¢k(a—w<1>) (3.1.12)

(ici, il n’y a pas de sommation sur k). On en tire évidemment, puisque ceci est valable
pour tout @,

09
[a—w,w’m =1 (3.1.13)

ou encore

99
[a—w’wh = 0}, (3.1.14)

On vérifie immédiatement que ceci est vrai aussi pour la dérivée droite. On vérifiera aussi
aisément que

09 09
[8—¢’“’8—wl]+ =
de méme pour les dérivées droites. L’algebre de Grassmann est donc ’espace vectoriel
d’une représentation des relations d’anticommutation canoniques.

(3.1.15)

Définition 5. Les différentielles a gauche et a droite sont définies respectivement par

09
dIP = dw’f.[a—w@] (3.1.16)
Ao = 8—dc1> dyp* 3.1.17
= [61,1)’“ J-dy (3.1.17)

Définition 6. Conjugaison complexe: il est utile de généraliser le concept de conjugaison
compleze (involution) pour avoir l’analogue classique de la conjugaison hermitienne des
opérateurs. Ses propriétés sont

(V)" = Uror (3.1.18)
(@5 = @ (3.1.19)
(a®) = a"o* (3.1.20)
Une variable est dite réelle si ®* = & et imaginaire si ®* = —&.

Notons que si @1 et ®5 sont impaires et réelles leur produit est imaginaire.

3.2 L’intégrale de Bérézin.

L’intégrale de Bérézin est définie par les régles suivantes:
1) pour les intégrales simples, (sans sommation sur k)

/ dy* =0, / dyF F = 1. (3.2.21)
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2) les intégrales multiples sont définies comme produits d’intégrales simples, par exemple

/ dprdypt = 0, (3.2.22)

/ dp? dyptyt = 0, (3.2.23)
/ dp?dypty® = 0, (3.2.24)
/d¢2d¢1¢1¢2 =1 (3.2.25)

3) ceci définit 'intégrale sur les éléments de la base de l'algebre, elle s’étend a tous les
éléments de G,, par linéarité. Ainsi, par exemple pour (3.1.3),

/ dyp"dy Tt dipt DY) = at9..m. (3.2.26)
Cette intégrale est invariante par translations, par exemple
[avt et = [+ o) @ e =1 (3.2.27)
Mais, pour une homothétie 1" = ap!, pour avoir 1’égalité
/d@z)’l Y = / dypt gt =1, (3.2.28)
on voit qu’il faut définir
1
d(ap) = = di. (3.2.29)
a
De fagon générale, pour les changements de variables linéaires
W' = MKy, (3.2.30)
ou M est inversible, on a
dyp'® = [M1)Fdyt (3.2.31)

et
/ gy - g D () = / g dy - () (detM) L (3.2.32)
Un exemple intéressant est celui de l'intégrale ”gaussienne”
I(M) = / Ay dy L -t e MY (3.2.33)

ou M est une matrice antisymétrique. Comme pour les variables réelles, 'exponentielle
d’une somme de variables paires est le produit des exponentielles, et chacune d’elles est
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définie par son développement en série, limité a un polynome, du fait que les carrés sont
nuls. Il existe une transformation orthogonale O, de déterminant 1, telle que

0 m 0 0
—m; 0 0 0 ---
M=0MOT=| 0 0 0 mg - (3.2.34)
0 0 —my O
Avec
B=0y, pr=yro" (3.2.35)
dyndyn Tt dypt = dprdp T - dpt (3.2.36)
et 'exposant devient
oMy = wToToMoToy (3.2.37)
= g'M'B (3.2.38)
= 2m BB+ meBt + - + mnﬁ”flﬁn) pour n pair (3.2.39)
= 2miB B2+ maBPBt 4+ M 1B" 257=1) pour n impair (3.2.40)

Pour n impair, I(M) est nulle car 8" n’est pas dans ’exposant; pour n pair, on trouve

= 23/detM. (3.2.41)

~
=
I

ot
3

Cette réponse est valable pour tout n, puisque dans le cas ot n est impair, detM = 0.
On a aussi

A dap L dapt ¥ MY 20T = (M) M e (3.2.42)
En effet, le changement de variables d’intégration par translation
O =¢p-—M1ta, YT =yT +oTM! (3.2.43)

transforme I’exposant en

VIMY + Ty —pTa =T My + o' M ta. (3.2.44)
Pour n pair, n = 2N, avec les générateurs ¢! )2, - " et YT = (1/)1)*,1/)"+2 =
(sz) N = (¥™)* et M hermitienne, on obtient
J(M) = / | I (3.2.45)
k
— detM (3.2.46)

En effet, il existe une transformation unitaire U, de déterminant 1, qui diagonalise M

UMUY = M' = diag(mq,--- ,my) (3.2.47)
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avec m; réels. Alors

YTMy = pTUTUMUTUY = BTM'3 = my 8 p* (3.2.48)
k
pour
B=Uy, pT=yTU". (3.2.49)
Donc,
J(M) = [ [ = detM. (3.2.50)
k
Tandis que
/ [Tldwkdpt e Mototvsira — j(pp) emot M e (3.2.51)
k

On obtient ce résultat en introduisant dans le membre de gauche le changement de variables

W =v+Mla, Yt=yt+atML (3.2.52)

3.3 Les fantomes de Faddéev-Popov.

Dans la définition de l'intégrale fonctionnelle pour le champ électromagnétique libre,
nous avons vu que pour un choix arbitaire de fonction de fixation de la jauge, g(4), la
fonctionnelle Z[.J] contient, sous le signe intégrale le déterminant ]g—g\ g=0- Or, nous venons
de voir qu’il est possible de représenter le déterminant d’une matrice par une intégrale
portant sur des variables grassmanniennes. A un facteur constant pres, qui sera sans
importance dans la suite,

6p(y)

Exemple: pour g(A), = 9,4"(z) — c(z), M(z,y) = 06 (xz — y) et

detm\gzo =detM(z,y) = const./H[dn(x)dn* (w)]e_ifd4$d4y"*($)M(x’y)"(y) (3.3.53)

/d4xd4y n*(x)M(x —y)nly) = —/d4x8m7*8“77. (3.3.54)

Les variables n(z),n*(x) sont des champs grassmanniens anticommutants, scalaires sous
les transformations du groupe de Poincaré. Par le fait qu’ils ne respectent pas la corres-
pondance spin-statistique (ce sont des fermions de spin zéro!) ils sont appelés fantomes
("ghosts”). Ce sont les fantomes de Faddéev-Popov. Dans le cadre de ’électrodynamique,
les choix g(A) linéaires en A ne nécessitent pas I'introduction de ces fantémes: on peut les
introduire si ’on veut, mais comme la matrice M (x,y) ne dépend pas de A, les fantémes ne
sont pas couplés au potentiel électromagnétique. Il n’en va plus de méme dans les théories
de jauge non-abéliennes a la Yang-Mills, sauf dans la jauge axiale.
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3.4 Intégrale fonctionnelle pour le champ spinoriel libre.

Par analogie avec l'intégrale fonctionnelle des champs bosoniques, nous écrivons la
fonctionnelle génératrice des fonctions de Green du champ spinoriel libre comme

Z[n.n) = / D (z) Do (z)e! I T # P Outo—mab) ) (3.4.55)

ot 1(z) et ¥(x) sont traités comme des champs grassmanniens complexes, de méme que
les sources n(x) et 7(x). A 'aide du noyau-distribution

M(z,y) = (iv"0, — m)d*(z — y), (3.4.56)

I’exposant se récrit comme

i / d*z [ (in"Ounh — map) + b + ) = (3.4.57)

— i [ dadty ()M (w)o) + 105 - y)el) + P - ) (3.458)
L’application de la formule (3.2.51) fournit
Zn.) = Z[0,0].e~" adtyn(@) M=z y)n() (3.4.59)

M Nzy) = Sp(z —y). (3.4.60)

C’est le propagateur de Feynman du champ spinoriel libre. Les fonctions de Green s’ob-
tiennent par dérivation fonctionnelle de Z par rapport aux sources. Ainsi,

Go(zy) = <O0|TP(2)0(y)|0 > (3.4.61)
- 1 O Zln 3.4.62
B i2Z[0,0] 077(x) dn(y) [77777”77:77:0. (3.4.62)
= Wrle-y) (3.4.63)
_ L 47, —ik.(x— )m
COR /d S B (3.4.64)

Comme pour tout champ libre, les autres fonctions de Green non nulles sont des sommes
algébriques de produits de G5 : par exemple

Ga(z1,22,91,y2) = —Ga(x1,y1)G2(22,92) + Go(21,y2)Ga(22,91)- (3.4.65)

Le signe devant chacun des termes du membre de droite est égal a (—)P ou p est la parité
de la permutation qu’il faut effectuer pour amener les arguments de G4 dans ’ordre voulu
par la répartition en paires.
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3.5 Intégrale fonctionnelle de QED.

Les fonctions de Green du systéme couplé electrons-photons s’obtiennent comme dérivées
fonctionnelles par rapport aux sources 7,7,J, de la fonctionnelle génératrice

Zn,7,Ju) = / DYDYPD A, ¢t ] T ole+T! At (3.5.66)
o 1 A
L = (it duh — my)) — 1w " = 5(8ﬂA“)2 — ey A, (3.5.67)

Leurs développements perturbatifs sont donnés par les diagrammes de Feynman construits
a l'aide des éléments suivants

1) le propagateur libre de I'électron ——
X y
2) le propagateur libre du photon M/-\/
X v,y

3) le vertex électromagnétique 3/ 1Lx

Fi1G. 3.1 — Régles de Feynman de QED
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Chapitre 4

Formules de Réduction

Dans ce chapitre, nous allons établir les formules qui permettent de relier les amplitudes
de probabilités de transition aux fonctions de Green des champs en interaction.

4.1 Champs scalaires.

4.1.1 Champ scalaire réel: particules neutres de spin zéro.

Pour établir cette formule, rappelons que ’espace des solutions (complexes) de I'équation
de Klein-Gordon peut étre équipé d’une forme sesquilinéaire:

@i =i [ ErlEa) o) - @ @) Eal] @)

qui est telle que

O (Ba0)(t) = 0 (41.2)

en vertu de ’équation de K.G., si les solutions décroissent rapidement & l'infini (ce qui
permet une intégration par parties, sans terme aux limites). Si on note

folx) = m emika (4.1.3)

la fonction d’onde d’une particule d’impulsion ket d’énergie wj, positive et
1

fila) = N et (4.1.4)

il vient, en négligeant les contributions aux limites,

(fouf) = &K1 (4.1.5)
(fr.f7) = =8k -1) (4.1.6)
(fefp) = 0 (4.1.7)
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On en tire, pour les champs libres asymptotiques

Dinout(x) = / &k [in,out(B) f(x) + a, e (k) ££(2)] (4.1.8)
ain,out(];) = (f]}’a(ﬁin,out) (419)
a;gm,out(];;) = - (f];jy¢in,out) (4110)

Considérons 'élément de matrice S
Sga =< B,out|o,in > (4.1.11)
et isolons dans I’état initial une particule d’impulsion p' de sorte que
layin >= a} (P) |o in > . (4.1.12)
On peut récrire cet élément de matrice S comme

< Bout|af,(7) | in >=< B.out|[(af, (7) — ¢ (@) + afu@]la/sin > . (4.113)

Dans le troisieme terme du membre de droite, on peut regarder ’action a gauche de
l'opérateur a,,(p) sur 'état < (,out|: cet opérateur détruit une particule d’impulsion §
de I'ensemble 3. Si cet ensemble ne contient pas de particule d’impulsion p, ce que nous
supposerons ici, sa contribution est nulle. Il ne reste donc que les deux premiers termes du
membre de droite de (4.1.13) dans lesquels nous pouvons remplacer les opérateurs a;

in,out
en termes des champs asymptotiques correspondants pour obtenir

(4.1.13) = —( g», < B,out|[¢in (1) — dout(x)]| in > (4.1.14)
= ( lim — lim )(f5, < Bout|¢(z) | in >) (4.1.15)
0—+o0 z0——00
+oo d
= /_OO dx® 70 (f3, < Brout| ¢(z) | in >) (4.1.16)

La fonction fz(x) étant solution de I’équation de K.G., elle satisfait
00 f(w) = (& —m?) fy(x) (4.1.17)
ce qui permet de compléter (4.1.16) en
i / d*z f5(2) Ky < B.out| ¢p(z) | in > (4.1.18)
ol nous avons utilisé la notation
K, =0, +m?2. (4.1.19)

Ainsi donc, ’élimination d’une particule d’impulsion p’ de I’état initial conduit a 1’égalité
suivante :
< Bout|ain >=1 / d*z f5(z) Ky < Bout| ¢(z) | yin > . (4.1.20)
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Continuons le processus d’élimination des particules des états initial et final, en isolant
une particule d’impulsion ¢ dans I’état final:

< Byout| =< B out| apu(q). (4.1.21)
Alors,

< Byout| p(z) | yin > = < [ out| aput(7) d(z) | jin > (4.1.22)
= < B out|[(aout(q) ¢(x) — ¢(x) ain (@) + () ain(q)] |0l 23)

Dans le troisitme terme du membre de droite de (4.1.23), 'opérateur a;,(q) agissant a
droite, détruit dans |o/,in > une particule d’impulsion ¢. Comme précédemment, nous
supposerons que l’ensemble o/ ne contient pas de particule d’impulsion ¢; la contribution
de ce terme est donc réduite a zéro. Il ne reste donc dans le membre de droite de (4.1.23)
que les deux premiers termes dans lesquels les opérateurs a;, o+ peuvent étre écrits en
termes des champs asymptotiques correspondants. Il vient donc

(4.1.23) = (f(y), < B 0utl[bou(1)$(@) — (@) din(y)llesin >)  (4.1.24)
= (Jim_— lim ) () T(6W)e() o in >) (4.1.25)

YWO—too yO0——
= i [ Ay h) Ky < Bout| TO@)|a'in > (4120)

Cette technique de réduction s’applique de proche en proche jusqu’a ce que I’état initial
et ’état final soient completement vidés de leurs particules. Le résultat final est, lorsque
tous les p; sont différents de tous les ¢;:

m n
<@ Guout]|pr, o Pmsin >= " [T ] / dix; / dy; (4.1.27)
i=1 j=1

(5 (i) Ko ] [£3,(y5) Koyl < O[T (d(y1) -+ ¢(yn) P (1) - - P(wm) 0 > (4.1.28)

Cette formule (4.1.28), appelée formule de réduction, relie donc 'amplitude de probabilité
de transition de ’état initial |p}, -+ ,pm,in > vers Uétat final |qi,- - ,gn,out > a la fonc-
tion de Green & (m+n) points du champ scalaire en interaction dont le développement
perturbatif est fourni par I'intégrale fonctionnelle. L’amplitude de probabilité de trans-
ition admet donc un développement perturbatif copié sur celui des fonctions de Green.
Les diagrammes de Feynman qui sont associés aux deux développements sont les mémes;
seule change la convention des pattes externes. Pour les fonctions de Green, les pattes
externes portent des propagateurs libres iAp(x — 2’). Ceux-ci sont amputés et remplacés
par des fonctions d’ondes libres (f 7 pour une particule d’impulsion ¢ sortante, fz pour une
particule d’impulsion p entrante) conformément a

i / d'r f5(z) Ky [iAp(z — 2)] = fz2). (4.1.29)
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4.1.2 Champ scalaire complexe: particules chargées de spin zéro.

On élimine une particule d’impulsion p’ de I'état initial par

i / d*z f5(x) K, < B,out| ¢*(z) | sin > . (4.1.30)
On élimine une antiparticule d’impulsion p de I’état initial par

i / d*z f5(z) K, < B,out| ¢(x) | in > . (4.1.31)
On élimine une particule d’impulsion p’ de ’état final par

i / d*z f5(x) Kp < B out] ¢(2) |ain > (4.1.32)
Et on élimine une antiparticule d’impulsion p’ de I’état final, par

i / diz f3(x) Ky < 8 0ut|¢* () [oyin > . (4.1.33)

4.2 Champ spinoriel.

La forme sesquilinéaire définie sur I'espace des solutions de 1’équation de Dirac qui
permet d’établir une formule de réduction pour les fermions est la suivante

()= [ dap(@a®)) vi@ad), (1.2.34)

On vérifie aisément que (4.2.34) ne dépend pas de t, si les champs satisfont 1’équation de
Dirac et s’ils décroissent rapidement a I'infini.
On élimine une particule d’impulsion p’ et d’hélicité s de I’état initial par

—1 / d*z < Bout|P(x) | in > (iv"9, +m) Uss(z). (4.2.35)
On élimine une antiparticule (p,s) de I’état initial par
i / d*z Vi (in%0, — m) < Bout|y(x) | in > . (4.2.36)
On élimine une particule (p,s) de I'état final par
—1 / d*z Uz o(z) (in" 0, — m) < B out|P(z) |oyin > . (4.2.37)
En enfin, on élimine une antiparticule (p)s) de 1’état final par

—1 / d*z < B out|¥(z)|ain > (iv"9, +m) Vi(x). (4.2.38)
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Nous avons utilisé les notations suivantes:

Ups(x) = ﬁe‘i’”us(ﬁ) (4.2.39)
Vis(@) = ﬁe’“vs(ﬁ) (4.2.40)

De plus, 8_u signifie que 'opérateur de dérivation agit sur le facteur qui est a sa gauche.

4.3 Champ électromagnétique.

On élimine un photon d’impulsion /3, de polarisation e de I’état initial par

A e
—i [ d*z e_’k'xei(k)ﬂx < Bout| A, (z) o yin > . (4.3.41)
(27)3 2wy, g

Et on élimine un photon (k,e) de I'état final par

_ bk
—i / d*z elkw% O, < B 0ut| A, (x) |ayin > . (4.3.42)
k
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Chapitre 5

Vertex propres, Action effective.

5.1 Fonctions de Green, Fonctions de Green connexes.

Nous avons introduit précédemment, la fonctionnelle Z[J] génératrice des fonctions de
Green

Z[J] = /meifd‘*l“(ﬁ“d’) (5.1.1)

= Z[O].[l—i—z ;—n!/d4x1---d4an(x1)---J(xn)Gn(ml,--- Zn)]. (5.1.2)

Gn(z1, - xn) = <0TP(xy)---¢p(zp)|0 > (5.1.3)
1 " Z[J]
= TSIl 0t Z[0] = (5.1.4)
De la propriété
p(z) = P p(z — a) e (5.1.5)

(P est Popérateur énergie-impulsion) et de I'invariance du vide sous les translations d’espace-
temps

0 >= 0 >, (5.1.6)

il résulte que la fonction G, ne dépend pas des n points x1,--- ,r, mais seulement de
(n — 1), origine des coordonnées étant arbitraire: ainsi, par exemple

Gn(x1, -+ 1) = Gp(0,29 — 1, - -+ ,xy — 7). (5.1.7)

Il s’en suit pour sa transformée de Fourier

Gn(p1,--- pn) = /d4x1---d4xn /P11t Fipnn Gn(z1, -+ 2p) (5.1.8)
= / d*zq - dix, 1Tt PR Tn Gn(0,x9 — 21, Ty — x71) (5.1.9)

_ /d4m1 ei:cl(p1+...+pn)_/ dbys - - dry, €722 PG (00, - Yn)

= 206" (p1 + . +pn) 902, Dn) (5.1.10)
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Celle-ci n’est donc définie que pour p; + p2 + ... + p, = 0.
Pour le champ scalaire réel libre, la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green
libres se calcule exactement, elle vaut

ZolJ] = Zo[0].e~2 ) 'z d'y I(@) Ar(e=y) J@) (5.1.11)

et toutes les fonctions de Green libres [non nulles pour n pair| sont des sommes de produits
de propagateurs

Gz —y) = ihp(z —y) = — /d4k ety (5.1.12)
2 (2m)4 k2 —m? + ie

~ ?
GYp, —p) = —F5—. 5.1.13

2(p p) p2 —m2 +ie ( )
La relation (5.1.11) s’écrit aussi

(5.1.14)

avec

iWolJ] = —% / 'z dhy J(2)Ap(z — 1) (). (5.1.15)

Son développement en puissances de la source J ne contient qu’un seul terme.
Pour le champ en interaction, on introduit de facon analogue la fonctionnelle

, Z[J] ZJ] _ iwi
_ _ 1.1
iW1J] log(Z[O]) ou 700 e (5.1.16)
dont le développement en puissances de la source
, " ¢
W] = Z o / dizy o dia, J(xy) - J(2n) GS (21, - yxn) (5.1.17)
contient les fonctions de Green connexes G¥, telles que
Gn=G5+ > GG (5.1.18)
i+...+j=n

la somme portant sur toutes les partitions possibles des n points. Le lecteur établira lui-
méme, sans difficulté, le lien entre les coefficients de la série

1
> —an " (5.1.19)

n

et
1 n 1 n
log(zn: —jan @ ) = Zn: mbnx . (5.1.20)
Par (5.1.17), il vient donc
1 oW [ J
G%(Z’l,"' ,.%'n) [ ] )’JZO. (5121)

- in6J(x1) - 0J (xn

La fonctionnelle W[J] est la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes. Le
soin est laissé au lecteur de vérifier que les diagrammes de Feynman représentant les G¥,
sont connexes, c’est-a-dire, d’un seul tenant.
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5.2 Vertex propres.

Définissons d’abord le champ classique par

SW[J]

pal(r) = 57(x) (5.2.22)
)
— _Zéj(x) log(Z[J]) (5.2.23)
18zl
= i W) (5.2.24)
= 7<0/¢(x)]0 >, (5.2.25)

qui n’est autre que la valeur moyenne du champ quantifié dans le vide modifié par la
source. Nous supposerons, dans ce qui suit, que le modele de théorie des champs auquel
nous nous intéressons est tel que

pa(x) =0 J =0. (5.2.26)

Il peut se produire, dans certains cas, des effets d’hystéreése (ou de brisure de symétrie)
pour lesquels la relation (5.2.26) n’est plus vraie; dans ce cas, les développements qui
suivent restent valables & la condition de remplacer ¢o () par ¢ (z) = ¢e(x) — da(2)| 70
qui satisfait (5.2.26). On définit ensuite une nouvelle fonctionnelle I'[¢], appelée action
effective, par la transformation de Legendre suivante

Dloal = W1I) - [ dte (@) dulz) (5.2.27)
qui est telle que 6
or (bcl — _J(x
Soule) = J (). (5.2.28)

Son développement en puissances de ¢.; se présente comme suit
1
Tlga] = ) /d43€1"'d49€n Ga(@1) -+ dalzn) Lnlz1, -+ 20) (5.2.29)
— nl

ou les coefficients I';, sont les vertex propres

0P (561) T 6¢cl($n) fer=
Avant de calculer les coefficients I';, en termes de fonctions de Green, voyons, sur ’exemple

du champ libre & quoi correspondent les différents objets introduits ci-dessus. D’abord, de
(5.1.15), on tire

Ly, \20) (5.2.30)

() = —/ d'y Ap(z —y) J(y) (5.2.31)
qui satisfait I’équation classique

(O +m?) Y (x) = J(2). (5.2.32)

cl
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L’action effective

1
' = —5/ dzJ(z) % (x) (5.2.33)
dans laquelle on élimine J par (5.2.31) devient
1
Dfoal = 5 [ d @,0%0"65 - m* (%)) = S(e). (5.234)
Dans ce cas particulier, ’action effective coincide avec 'action S du champ libre.

5.2.1 Calcul des I',,.

Partons de la définition du champ classique (¢q(z) = 0W/dJ(x)) et prenons la dérivée
fonctionnelle des deux membres par rapport a ¢.(y), il vient

% — z—y) (5.2.35)
= [ st sty (5237
- - [ S e (5239

82w _ 8%r : na 17 5 :
Les deux noyaux 37557727 T8I @) et (=) sa—ros5 72 508 sont donc inverses 'un de 'autre, puisque
leur convolution est §*(z —y). Si, dans cette expression (5.2.38, on pose .JJ = 0 et dons aussi

¢ = 0, en vertu de (5.2.26), il reste, en utilisant les relations de définition des fonctions
de Green connexes et des vertex propres,

Stz —y) = —i/ d*2Ty(y,2) GS(z,x). (5.2.39)
D’oti aussi,
Pa(y2) = i(G5 () (5.2.40)

On en tire, pour les transformées de Fourier,

Ly(p, —p) = i[Gs(p, — p)) . (5.2.41)

En prenant la derivée fonctionnelle des deux membres de (5.2.38) par rapport a ¢, en
J = ¢y =0, il vient

Gy(a2) =i / da'dy 42/ G(2.2") Ga(yy') Gal2,2) T (@, 2) (5.2.42)

et ainsi de suite. On établit ainsi, de proche en proche, que il';, est la fonction de Green
connexe a n points, amputée de ses pattes externes et irréductible & une particule (1PI),
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c’est a dire formée uniquement de diagrammes qui ne peuvent étre coupés en deux parties
disjointes en ne coupant qu’une seule ligne interne.

Il est utile de donner de ceci une représentation graphique: si on représente par une
boule blanche a n pattes la fonction G, et par une boule hachurée la fonction iI',, il vient,
par exemple

NPt

oG g

Gc an o
b@cy@i+ +
o

4
Fic. 5.1 — Vertex propres

o

5.3 Equation du mouvement pour ¢,.

Reprenons la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green
zZlJ) = / Dot [ ' (Lo=V(9)+79) (5.3.43)

_ / Dot BV i dia (Co+ds) (5.3.44)

Sous le signe intégrale, on a ’égalité

b(z) et f TvIWW) = _; —(U(zx) et [ 'y I W) (5.3.45)
donc, aussi,
F($(z)) el 4/ wolw) — F(—i%@)) ot [y I (W)d(y) (5.3.46)
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A TDaide de (5.3.46), (5.3.44) se récrit
Z[J] _ eifd4yV(l'6f5(y))‘/ ng eifd41' (Lo+Jo) (5347)
o~ Vi 20 1] (5.3.48)

Toute la dépendance en les sources J se trouve dans la fonctionnelle Zy[J]. Il vient donc,
pour la dérivée fonctionnelle des deux membres par rapport a J(x)

0z
0J(x)

VD) () [ ats Ae(e - 2)7() 2ol (5.3.49)

1)

e AV s (g / deAp(x — 2)J(2) e NV 71015.3.50)

En vertu de (5.2.31), il vient

oZ[J] .
2 _
(Og +m?) 5T(z) 10, Z1J], (5.3.51)
ou
et . 4 .5 . 4 .5
0,(\) = e M IV EI5G) J(g) M 42V s (5.3.53)
En utilisant le commutateur
[J(z), —i 0 |=idt(z—y) (5.3.54)
T8 (y) ’ o
on obtient sans peine
d ;.0
Y O;(\) ==V (_Z&](m)) (5.3.55)

ou V' désigne la dérivée de V par rapport & son argument. On déduit de cette équation
du premier ordre en A et de la condition de Cauchy O, (\)|x=0 = J(x),

O2(\) = J(z) = AV'(—i ) (5.3.56)

5J(x)

donc aussi O, qui définit ainsi le membre de droite de ’équation (5.3.51). En divisant
(5.3.51) par iZ[.J], on obtient enfin I’équation du mouvement recherchée

1
71" i)

(s +m?) da(x) = J(x) - 21J). (5.3.57)
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5.3.1 Exemples.
a) V(9) = 4 ¢

(Dm + m2)¢cl(x) = J(x) - MQ gbcl(x)' (5358)
bV (¢) = 4 ¢ .
(O +m*)ga(w) = J(2) — 5 (Ga())’ (5.3.59)
A SHW I §HW ]
+ay[=3da(z) 570 +i 570 ). (5.3.60)

Sur ces exemples, on voit que l'on retrouve dans le membre de droite, les termes qui
forment I’équation classique du mouvement auxquels s’ajoutent de nouveaux termes qui
constituent les corrections quantiques. En rétablissant les facteurs £, on peut voir que ces
termes correctifs apparaissent comme une série de puissances entieres positives (> 1) de

h.
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Chapitre 6

Les identités de Ward en
électrodynamique quantique.

La fonctionnelle génératrice des fonctions de Green de I’électrodynamique spinorielle
est donnée par

Z1Jumil) = / DYDPDA,, ¢t | ¢'olLoar+Lo.ct Lin+I Ayl (6.0.1)

ou
1 A
Loy =—7 Fw P = §(auA“)2- (6.0.2)

Le terme de fixation de jauge y a été inclus; rappelons que sans un tel terme, le propagateur
du photon ne serait pas défini. Ce choix de jauge nous permet d’omettre les fantomes
puisqu’ils ne sont pas couplés aux autres champs.

Loe = (i Oy —m)y (6.0.3)

et
Lint = —epy" Ay, (6.0.4)

Dans ces expressions, les variables d’intégration 1,1 et les sources 7,77 sont des variables
grassmanniennes. L’intégrale fonctionnelle Z reste, du moins formellement, inchangée sous
un changement de variables d’intégration. Considérons, en particulier, le changement de
variables infinitésimal induit par une transformation de jauge

Y@) = bl - icals)] (6.5
F@) = )1 +icals)] (6.0.6)
Al (x) = Au(z)+ dua(x) (6.0.7)
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dont le super jacobien vaut 1. Il vient donc

(6.0.2) / DYDY/ DA, e} (6.0.8)
_ /DWD@DAM o[1 gi | d*a{ =20, ArDact J# 90— iea(imp—in)} (6.0.9)
- / DYDYDA, el 1 +i / d*2{~29, A*Oa + J'9,0 — e — U)0]10)
Il en résulte que
0= /d4x /quDi/_)DAH el {20, A*Oa + J*9,a — iea(ip — ¥m)} (6.0.11)
et puisque ceci est vrai quelle que soit la fonction a(z) infinitésimale, il vient

0= / DYDYDA,, el [-2\DD, A* — 8, T — ieqpp + iepn). (6.0.12)

Sous le signe intégrale, on peut encore faire les remplacements suivants

(-] — _
Ay(z)e = ZdJ“(m) (6.0.13)
59
Plx) el = —z‘é—ﬁe["'} (6.0.14)
()el] A
PY(x)e = —i 6.0.15
(@) e (6.015)
On obtient finalement, pour la fonctionnelle Z 1’équation
§Z 897 5z
0=-)\00,——— — 10, J".Z —ien— +i . 6.0.16
e R T T (6:0:10)
En remplagant Z par exp(iW), il vient aussi en divisant tous les termes par Z,
oW W §W
= -0, —— — K —den ' . .0.1
0 A0, 57(2) O J" —ien 571() + 16677(3:) n (6.0.17)

Cette derniere équation se transforme encore en une équation pour 'action effective grace
aux relations suivantes

oW SIW W
- :A _— _— = . .1
5K pols 5o A gy el (6.0.18)
et J
or 6T 69T
= —JH, = —7, — = . 6.0.19
6Au,cl 5¢cl 7 5¢cl 7 ( )
Elle s’écrit ;
or o°r N
0=-X\J9,A" +0,——— +ie—1y — i€y —0-. 6.0.20
el * M(SA,u,cl * Zefswclw : 261/} 157!)@1 ( )
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L’équation (6.0.20) fournit une infinité d’identités entre les vertex propres qui sont les
coefficients du développement de I' en puissances des champs classiques. Relevons quelques
unes de ces identités, connues dans la littérature sous le nom d’identités de Ward-Takahashi.

a) Prenons d’abord de (6.0.20) la dérivée fonctionnelle par rapport a A% (y), et regar-
dons le résultat en A, 4 = Vg = g = 0, il vient

0=-\O aiv §Hx —y) + %. (6.0.21)
La transformée de Fourier de (6.0.21) fournit
TR (k) = =Xk k. (6.0.22)
et, avec
T3 (k) = a(k?®) guy + b(k?) kkljﬂ (6.0.23)
Ey(a+0b) = =M k%, —b= -k —a. (6.0.24)
Or,
I3 (k) GOre (k) = 6y (6.0.25)

il en résulte donc pour la transformée de Fourier du propagateur photonique complet

ae)_ i kuky i kuky
o

On voit donc, par (6.0.26), que la partie longitudinale du propagateur photonique complet
est la méme que la partie longitudinale du propagateur photonique libre (le photon longit-
udinal n’est pas couplé & la matiere!). Tous les détails de l'interaction sont donc contenus
dans la partie transverse et de fait, dans la seule fonction a(k?).

b) Prenons, de (6.0.20), les dérivées fonctionnelles & gauche par rapport & 1.(z), &
droite par rapport a 1 (y) et annulons tous les champs classiques apres avoir dérivé, il
reste

orGw

o (5 = ied*(x — 2) T (2 — §) —ied*(x — y) TP (2 — 2). (6.0.27)

Rappelons que la fonction de vertex F(?’)“(z,x,g) apparait dans 'action effective I par
/ dradyd*z ¥y (2) TO (z,2,5) Yo (y) Ao (). (6.0.28)

Sa transformée de Fourier (ou p,q sont des impulsions entrantes, p’ est une impulsion
sortante) définie par

/ d*zdiyd ze? e e O (20 ) = (2m) 0% (g + p — P)TOH (P ap)  (6.0.29)
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est donc, via (6.0.27), reliée a la transformée de Fourier du propagateur électronique com-
plet ) ) i
T (p) =i [GP ()] =[S (6.0.30)

par la relation, avec (¢ = p’ — p),

g T (W gp) = e[S(p) " = Sp+q) 7" (6.0.31)

A Tordre le plus bas du calcul de perturbation, cette identité est évidemment satisfaite
puisque

TP = —eqm (6.0.32)

Sop)™t = pt—m (6.0.33)

——— S0(p) = So(p) 7 So(p)- (6.0.34)

Nous verrons plus loin que I'identité (6.0.31) établit la relation (Z; = Z3) entre les facteurs
de renormalisation de la charge électrique (Z7) et de la fonction d’onde de I’électron (Z3).

c¢) Enfin, en dérivant (6.0.20) par rapport aux champs classiques AZl(y),Ag‘l(z),AZ(u)
et en annulant tous les champs classiques apres avoir dérivé, on obtient

4
O = pﬂ FLV)O{B(]?,(],V",S) (6035)

qui exprime la propriété de transversalité de la partie 1PI de I'amplitude vy — ~7.
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Chapitre 7

Calcul de diagrammes de
Feynman.

7.1 Exemples

7.1.1 Théorie en ¢

Avec Ly = —%qﬁ‘l, dont les regles de Feynman sont
p I
’ r—:@ =
2 2
pT-m+ie
4 4

= -iA(2 S -
X ir(2m) ( gntrantes psonaﬂtezq
4
d k
boucle (k) = f( Py )4

F1G. 7.1 — Régles de Feynman de \¢*

Le développement perturbatif du propagateur du champ scalaire, limité au deuxiéme
ordre en A est donné par On en déduit le développement correspondant de la fonction

00

al=

oy O,

F1G. 7.2 — Propagateur jusqu’a lordre \?
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it® (p) = i(p® — m® — S(p)) (7.1.1)

ou, explicitement ,

0,

e Uales
Fia. 7.3 — Self-énergie 2
T®(p) = i(p* —m?)
* %(_M)/ (;l:; 12 —ni2+z'e
- i(_i)\)Q/ (;ljr]§4 (k:2 — T;LQ + ie)z/ (;ljr(;‘ - Téz + e (1.12)
* %(_M)Q/ d(42]jrd)2q[k2 - Tﬁbz + ie][q2 - TfiLQ + ie][(p —k— q)Z2 —m?+ z‘e]

La fonction —iX(p) représente la somme de tous les diagrammes connexes, amputés,

1PI. Sa connaissance ramene le calcul du propagateur complet a la somme d’une série
géométrique par

Galp) = pz_zm2.+p2_1 (—iS(p) g + -+ (7.1.3)

7.14
p* —m? —X(p) (714
On obtient de méme, pour la transformée de Fourier de la fonction de vertex iI'(4) (p1,P2,P3,04)

pour toutes impulsions entrantes et (p; + p2 + p3 + ps = 0), qui est la fonction de Green
a quatre points, connexe, amputée, 1PI, ou encore
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TW (p1,pa,p3.pa) = (—i)) (7.1.5)

1. d*k i i

+ _(_Z)‘)2/ 172 _ 2 0.0 02 2 .
2 (2m)4 k2 —m?2 +ie (p1 +p2 — k)2 —m? +ie
1 . d*k 7 )

+ _(_Z)‘)Z/ 172 _ 2 1.0 02 2 .
2 (2m)* k2 —m?2 +ie (p1 +p3s — k)2 —m? +ie
1 . d*k 7 )

+ _(_1)‘)2/ 172 _ 24 .. 2 2.
2 (2m) k2 —m?2 +ie (p1 +ps— k)2 —m? +ie

7.1.2 Electrodynamique spinorielle.

Le développement perturbatif du propagateur électronique limité au second ordre se
présente comme suit

<O[TY ()Y ()]0 >=i Sp(z —y) = (7.1.6)

Fi1Gc. 7.5 — Propagateur électronique

= iSp(z —y) + (—ie)? /d4m1d4x2 iSp(x —x1)y"iSp(x; — xg)’y”iDiy(xl — x9)iSp(x2 —y).

(7.1.7)
Pour sa transformée de Fourier on a de méme
i) = [ die—y) P iy - y) = (7.1.8)
5 . \92 d*q - e VA e
=1Sp(p) + (—ie) / @)t iSF(p)V"'iSr(p — ¢)7"iD,, (q)iSF(p). (7.1.9)

Tandis que pour —iX(p) définie comme la somme des diagrammes connexes, amputés
des propagateurs sur les pattes externes et 1PI, qui, a 'ordre 2, est donnée par le seul
diagramme il vient,
q
-iz(p) = p_éf_\/:s_ p

p-q

Fia. 7.6 — Self-énergie de l’électron

o dtq Vi —d+m)yi(—gu — 522
-0 = | G

La définition de —#33, ramene le calcul du propagateur a la somme d’une série géométrique

Spp) =[p—m—-S(p)] " (7.1.11)

(7.1.10)
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ou encore, avec
2(p) = A(p*)p+ Bp*)ml, (7.1.12)

Se(p) = P = A(?) —m(1 + Bp*)] . (7.1.13)

De méme, le développement perturbatif limité au second ordre du propagateur photo-

nique fournit
< O[T A (x)Ay(y)]|0 >=iD)} (x — y) (7.1.14)

(O =”\J“v-”\f©”\ﬁ

Fi1c. 7.7 — Propagateur photonique

:iDi (x—y)—(—z'e)2/d4x1d4xgiDia(m—xl)TT[fyaiSF(xl—xg)'yﬁiSF(xg—xl)]iDgy(xg—y)

14
(7.1.15)
et, pour la transformée de Fourier

4
Dy (p) = iDf ) = (=ie) [ G Sr( e (p+ 0)liDS ). (7.116)

Enfin, pour —iI1*3 (p) qui est la somme des diagrammes connexes, amputés, 1PI, il vient

q

in®P (p):-j&o/ﬁ\ p

p+q

Fic. 7.8 — Polarisation du photon

. . d'q v (d+m)N B+ 4 +m)
—ill*¥ (p) = (—ie)? / T : 7.1.17
e B RS (T e L
Sa contribution au propagateur photonique est donnée par
Dy (p) = [(DF ()" = T1(p)),us- (7.1.18)

En séparant dans ﬁiy (p) et dans I, (p) les parties transverses et longitudinales par

2 Guv 1-A PuPv

DE(p) = -2 -7k 7.1.19
o (P) 2 X ()2 ( )

1 Pubv 1 PubPv
= ——(gw — < 7.1.20
P2 (9u P2 ) NCIE ( )

P~ Puby Puby
(DM)w@) = =P (g — ;2 )—pQA;—Q (7.1.21)

Puby Puby

W (p) = TE*) (g — e )—i—L(pz);—Q (7.1.22)
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il vient encore

DE(p) = [—<p2+T<p2>><gW—p;?;”)—(pmupz))%rl (7.1.23)

1 __pupu)__ 1 Pubv

DT ) T D) (T

La partie longitudinale du propagateur complet ne sera égale a la partie longitudinale du
propagateur libre (ce qui est imposé par les identités de Ward) que si L(p?) = 0.

Par la méme technique, on obtient pour la transformée de Fourier de la fonction de
vertex électromagnétique

d*k i i i 1—Nkok
s 3 «a ,3_ _ _ - "t B 1.2
+(=ie) /(277)47 k%—]é'—mw%%—]é—m7 k2( Jof A k2 ) (7.1.26)

Dans la jauge de Feynman (A = 1), cette expression se réduit a

. 3. [ dYk YEAP +m)uf + P+ m)va
W (_26)32/ B O T )2 = w2 + idl[(h + D)7 — m? + iR T ie]

(7.1.27)

Elle correspond aux diagrammes de Feynman suivants:

—////;21\\ + +
u
i i
A
k+p' k+p
p.ppp

k

' p

p

Fia. 7.9 — Vertex électromagnétique
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7.2 Calcul de diagrammes a une boucle.

Sur les exemples donnés précédemment, on constate que les diagrammes de Feynmam
comportant une boucle sont définis par des intégrales du type suivant

I:/d“k% (7.2.28)
g

ol les a; sont des polynomes du second degré en les composantes k, et F(k) est un
polynéme en k,, en les impulsions externes et en les matrices . Pour calculer de telles
intégrales, la premiere manipulation dont la regle a été établie par Feynman, consiste a
introduire des variables auxiliaires de facon a transformer le dénominateur, produit des a;
en un seul facteur. La regle est la suivante

1

_— = 7.2.29
a1a2---an ( )
1 1 Tp—2 1
:n—ll/dx/dm---/ dT,,—
( ) o o ? 0 "Marzn_1 + a2 (@n_z — Tn_1) + - an(l — 21)]"
(7.2.30)

La démonstration de cette formule se fait par induction sur n; elle est donnée, par exemple,
dans I'appendice A5 de Jauch et Rohrlich.
Le dénominateur de (7.2.30) est de la forme générale

D" = [(k —p) — a® + i€]" (7.2.31)

ou p, et a ne dépendent plus des k,, mais dépendent des impulsions externes et des
variables auxiliaires.

Supposons que le degré de F'(k) et n sont tels que l'intégrale I est convergente; alors,
on peut changer de variables d’intégration par translations

K, =ky—pu d'F =d'k (7.2.32)

ce qui transforme [ en

1 Tp—2 F(/ﬁ:/ +p)
I=(n-— 1)!/0 d;gl.../o dzn_1 WA i (7.2.33)

ou A? est un invariant relativiste. L’intégration sur d*k’ se fait sur un domaine symétrique
par rapport a l'origine: le dénominateur étant devenu une fonction paire de k;, les puis-
sances impaires de k; présentes dans F(k’ + p) ne contribuent pas a U'intégrale, tandis
que pour les puissances paires de k;, on a, en analysant la variance des intégrales sous les
transformations de Lorentz,

1
/ d'K' kK, f(K?) = g / d4k’1k’2 f(K?), (7.2.34)
1
/d4k'kzk;kka’ﬁf(k’2) = (9908 + Jua9up + Gupgval /d%,ﬂ(kQ)Qf(k&)- (7.2.35)
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(7.2.36)

De ce fait, 'intégrale (7.2.33) se raméne a une somme d’intégrales du type

Lnm = /d4k ﬂ. (7.2.37)
mn (k2 — A% + ie|

Si A? est positif, la fonction [k — A2 + ie]~! a, dans le plan complexe kg, des poles en

ko = Vk2+ A2 —in et en kg = —V k2 + A2 + in. On peut donc, en vertu du théoréme
de Cauchy, remplacer I'intégrale sur la variable kg le long de ’axe réel de —oo & 400 par
I'intégrale le long de I’axe imaginaire (les contributions des quarts de cercles a l'infini sont
nulles, puisque 'intégrale est convergente). En résumé:

400 +i00

/ dkol--] = / dkol--]. (7.2.38)
—00 —1%00

Il est ensuite indiqué d’effectuer le changement de variable suivant

ko = ikpo, dko = idkp.. (7.2.39)

Lorsque ko va de —ioo a +ico le long de I'axe imaginaire, kg o va de —0o a 400 le long
de 'axe réel. En complétant ce changement de variables par

k=kg, d&°k=dkp, (7.2.40)
de sorte que
k? = (ko)? — (k)? = —(kpo)® — (kp)? = —k3, (7.2.41)
il vient 2 ) (k%)mﬁ
Iy = (=)™ /d kg 7%%4—/12]”' (7.2.42)

L’introduction de coordonnées sphériques dans l’espace euclidien a 4 dimensions, pour
lesquelles 1’élément de volume devient

d*kp = K3drsin®0odfssind db dyp, (7.2.43)

avec 0 < o < 27,0 < 60; <7, permet 'intégration sur les angles par
/dQ = 2% (7.2.44)

Il reste donc

(K:Q)mfl

Lo = (=)™"2i? /0 di? EEeen (7.2.45)
— (_)mfaniﬂ_Q(AQ)mfn /oo du umfl(l + u)fn (7.2.46)

0
= (_)mfaniWQ(AQ)man(m’n _ m) (7247)
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ou B est la fonction d’Euler

L) I'y)
L(z+y)
C’est une fonction analytique de x et de y qui possede des poles simples lorsque x ou ¥y
sont des entiers non positifs. Avec n et m entiers non négatifs, I'intégrale (7.2.46) existe
et est finie lorsque n > m > 0. Si nous reprenons les diagrammes cités en exemples
dans le paragraphe précédent, nous constatons que dans tous ces cas, la condition de
convergence des intégrales n’est pas satisfaite. Les fonctions a intégrer ne décroissent pas
assez rapidement pour k — oo: de telles divergences sont de ce fait appelées divergences
ultra-violettes (on se rappellera la relation entre le vecteur nombre d’ondes et la longueur
d’onde). Si 'on veut pouvoir donner un sens a la théorie quantique des champs, avant
toute chose, il faut se débarasser de ces infinis et introduire un procédé de régularisation
des intégrales divergentes.

B(zy) = (7.2.48)

7.3 Régularisation dimensionnelle.

Plusieurs méthodes de régularisation ont été proposées, celle que nous privilégions ici
est la régularisation dimensionnelle: elle a 'avantage sur les autres de préserver la cov-
ariance relativiste et de préserver les identités de Ward de I’électrodynamique quantique.
Elle pose cependant probléme dans la théorie unifiée des interactions électromagnétiques
et faibles (a cause du 7s5!). Dans la plupart des méthodes de régularisation, la technique
proposée consiste a introduire dans les intégrales a calculer un parametre de sorte que les
nouvelles fonctions soient des fonctions analytiques de ce parametre, dans un domaine. On
calcule alors ces intégrales dans le domaine d’analyticité du parametre, puis, on cherche
un prolongement du résultat au voisinage de la valeur qu’il faut donner a ce parameétre
pour retrouver les fonctions définies initialement par des intégrales divergentes. Par cette
technique, on sépare les termes divergents des termes finis. Une telle séparation reste
cependant arbitraire puisque (oo + (fini) = oo). Cet arbitraire sera levé par I'introduction
d’ une prescription de renormalisation.

Dans la régularisation dimensionnelle, le parametre de régularisation est la dimen-
sion de l'espace temps, notée 2w. On constate que, si 'on remplace dans les intégrales
précédemment données en exemple, I'élément de volume d*k/(27)* par d®**k/(27)*, pour
Re2w suffisamment petit, les intégrales convergent. C’est donc dans le demi-plan com-
plexe Re2w <1 [ou 2] selon le cas, que 'on peut calculer les intégrales. Une fois exprimé
en termes de fonctions I' d’Euler, ce résultat sera évidemment prolongeable en dehors du
domaine de convergence des intégrales.

Nous allons appliquer cette technique aux diagrammes a une boucle de la théorie
en ¢* et de I'électrodynamique spinorielle. Auparavant, pour rendre cohérente la théorie
des champs dans un espace-temps & 2w dimensions dans laquelle les champs portent les
dimensions suivantes

9l =L, [A) =L ] =127 (7.3.49)
et pour conserver des constantes de couplage sans dimensions [comme c’est le cas pour

2w = 4], on introduit un parametre d’échelle, p, qui a les dimensions d’une masse (M =
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L~1), par les remplacements
A= AP, e —e(p)re. (7.3.50)

En electrodynamique quantique, le changement de dimensions de l'espace-temps (dans
lequel on suppose qu’il n’y a qu’une seule dimension de temps) induit des modifications
des matrices . Elles satisfont toujours les relations

YA+ =21 (7.3.51)

mais sont, dans une représentation irréductible, des matrices a 2“ lignes et colonnes. De
ce fait, on trouve, par exemple:

Tr(yi~") = 29g" (7.3.52)
Tr(y*yfyMr) = 29(g™P g™ — g™ g™ + g*g™) (7.3.53)
mais aussi
P, = 2wl (7.3.54)
,Y;L,Ya,m — 2(1 _ w)fya (7.3.55)
,Yu,yafyﬂfm = 4¢°PT — 2(2 - w)fyo"yﬁ (7.3.56)
VAP = =27P% +2(2 — w)y*y Py (7.3.57)

Dans le calcul des intégrales, apres rotation de Wick dans le plan £°, on rencontre
d*kp = k* YdrdQy, 1 = %W*?dn?dszzw_l (7.3.58)
ol
Aoy 1 = (sinbay_1)* 2 dbay, 1 (5in020_2)** " 3dOs, o - - - sinBadBrdh; (7.3.59)

0<0<270<0; <mj=2,--- 2w — 1. Il vient donc

2w—2 T
/szw_l =2r [] / dOn (sinfn)V. (7.3.60)
N=1 70
Or,
3 1
/ ® dt(sint) 2 (cost)V! = SBy), (7.3.61)
0

pour Rex > 0 et Rey > 0. Pour y = % et x = (N +1)/2, ceci devient

us

/2 dt (sint)N = lB(l,(N i 1)) (7.3.62)
0 2727 2
et donc
P BN )
dt (sint :2/ dt (sint)" = /m.——=2-=- 7.3.63
| attsinty =2 [ desint T (7.3.63)
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On obtient ainsi, pour l'intégrale sur la partie angulaire I’expression

1
Do, 1 =271 ——. .3.64
/d 2w—1 T () (7.3.64)

A Taide de ce résultat, nous pouvons établir les formules suivantes qui remplacent, & 2w
dimensions, les formules du paragraphe précédent:

dQUJk; 1 . o 1 1 F(Oé _ UJ)
/ (27‘(‘)2w [/{:2 — A%+ i€ =i(-1) (4« (AQ)a—w I'(a) (7.3.65)
et
A2k kHEY o a1 1 1 Mo —w—1)
/ (2m)2w [k2 — A2 4 de]® 59“ (-1t (47)@ (AZ)a—w—1 T(a) (7.3.66)

Nous avons a présent en main tous les outils nécessaires pour calculer les diagrammes
de Feynman & une boucle de la théorie en ¢* et de 'électrodynamique quantique, dans
I’espace-temps a 2w dimensions. Prenons d’abord, le propagateur du champ scalaire,

L@ (p) = iT® (p; 2w) = i(p? — m?) —i%(p; 2w) (7.3.67)
—i¥(p; 2w) = _—iA( 2)2“’/ @k ! (7.3.68)
b - (2m)2 k2 — m? + ie o
Am?  Amp? o,
= —1 - v F 1 - .
Au voisinage de w =2 ou de e =2 — w = 0, il vient
drp? . ) Arpr® 2
[ 3 | =explog|--- ] =1+ elog| 3 | +O(e%). (7.3.70)
De plus, en utilisant la propriété 2I'(z) =T'(z + 1), z(z + 1)I'(z) ='(2 + 2), on a
Nl-—w) = T'(e—1) (7.3.71)
I'(1+e¢)
= — 3.72
qe=1) (7.3.72)
-1
= T(1+e+eZ+---)(F(1)+er’(1)+---) (7.3.73)
-1
= —[l+e(1+T'(1) + O] (7.3.74)

€

En mettant ensemble tous ces résultats partiels, il vient enfin, au voisinage de € = 0,

2 2

m 1 4
— |-+

2(4m)? [6 + log]

—i%(p; 2w) = i\ ]+ 14I'(1) + O(e)]. (7.3.75)

m?2

Ceci n’est autre que le développement en série de Laurent, autour de ¢ = 0 de la fonction
—1X(p; 2w). La singularité attendue pour e = 0, puisque l'intégrale & 4-dimensions est
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divergente, apparait ici comme pdle simple en € = 0 de la fonction —iX(p;4 — 2¢).

Comme deuxiéme exemple issu de la théorie en ¢*, considérons la boucle qui définit la
fonction LW, soit

dek 1 1
F(p2:2 — 222 42w/ ) ) 7.3.76
(p ) w) (M ) (27T)2w k2 —m?2 + 7€ (p — k‘)2 —m?2 + 1€ ( )
>k (! 1
2/, 2\4—2w
- d (%
A (1) / (2m)2 /0 x[(k —pzx)? +p2x(l —x) —m? + ze\] 3:3.77)
g A2 B Loom? —p2z(l—a),,
= (1} (477)2“2 w)/o dz| g ] (7.3.78)

Son développement de Laurent autour de e = 2 — w = 0 est le suivant

2 4 B 262’)\21 , 4wu2_/1 _p_2 _
P4 =2) = 2 sl + ') +logl 2] = [ datoglt = Zza1 = o))+ 0(0)
(7.3.79)
Il vient ainsi
LW (p1,p2,p3,pa; 2w) = (—i)\(p?)? (7.3.80)

+ %[F((pl +p2)?2w) + F((p1 + p3)?; 2w) + F((p1 + pa)%;20)]  (7.3.81)

En électrodynamique quantique, on obtient, pour la self-énergie de 1’électron

d*k 'Yﬂ(]é — k + m)’)’u

iN(pi2w) = (—iep? )’ / e o s e S (2
= —i[pA(p*; 2w) + m B(p*; 2w)] (7.3.83)
ol, avec o = %,
« 1 m2x — 21’ — X
A(p?2w) = 5 (1 —w)T(2 - w)/o dz (1 — )] ﬁwz(l )]W—2 (7.3.84)
a ! o 1 T 2
= _%[2% + w +/0 dz (1 —x) log[me _4p2'l;(1 — x)] +(@(3)35)
et
a ! m2z — p’x(l —
B(p*2w) = 5wl - w)/0 dz | 41;”2(1 )]“—2 (7.3.86)
a 2 , ! 47 p?
= 22 a1t 2/0 dalog ] + O(OIT3.57)
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Pour la polarisation du photon, il vient

. o d*k YF MmN P+ E+m)
TP (pr2w) = (—iep? ) / e (7.3.88)
_ a6 8 2 0B\P(g — ! (] — o 2m i 2w
= 2 R ) [ dea(l - )t (7389
2, age 1 TV(1) ! 27’
= 7(19 P’ —p’g ﬁ)[&JFTJF/O dmm(l—m)log[mQ_pr(l_x)]éF.@.()é)j

On remarquera que dans la régularisation dimensionnelle le tenseur II1*? est automatique-
ment transverse. Sa partie longitudinale L(p?;2w) = 0 comme imposé par les identités de
Ward. La partie transverse définie précédemment vaut

2007 1 ') [ 27y
T(p*;2w) = — dez(l — )1 : 3.91
i) = 2o+ = [ dne( -t (7301
Enfin, 'expression du vertex électromagnétique est donnée par
iT® (' q.p; 2w) = —iep v, (7.3.92)
A2k e / o
ti(—iep? ) / Y+ P + m)vu(k+p+ m)j ‘ (7.3.93)
(2m)% [(k + p/)% — m2 +i€][(k + p)? — m?2 + i€][k? + i€]

Apres introduction de 2 variables auxiliaires, le dernier terme de I’équation ci-dessus se
récrit comme

2w 1 T
i(iep)3 / %wk 4 p )+ P+ m)ra2 /0 da /0 dy.  (7.3.94)

1

T2k 1 7% — D)y 1 @k 1 1% — )z 4 2 1 i (7.3.95)
dont le dénominateur se met encore sous la forme
[(k +pz+ qy)® — (pz + qv)* + (P = p*)y + (p° — m®)z + ie]’. (7.3.96)
S’impose alors le changement de variables d’intégration suivant (translation):
E=k+pr+qy, k=K —pr—qy. (7.3.97)

De ce fait, le numérateur devient

VW = —dy+ ¥ +m)E - e —dy + P+ m)a. (7.3.98)

Dans les nouvelles variables k', le dénominateur est devenu une fonction paire; seuls les
termes pairs en k' du numérateur contribueront donc & l'intégrale, puisque I'intégration
se fait sur un domaine symétrique par rapport a l'origine. Le numérateur peut donc étre
décomposé en la somme de deux termes, dont

YH vk Yo (7.3.99)
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et le reste des termes pairs qui est indépendant de &/, c’est a dire

V(=P —dy + P+ m)u(—pr — dy + P+ m)va- (7.3.100)

Cette décomposition du numérateur induit la décomposition correspondante de la fonction
de vertex électromagnétique:

T (0 q,p; 2w) = —iep® ¥y, + 0L + i1l (7.3.101)

Par simple comptage de puissances de &/, on constate que I'intégrale définissant la fonction
if{f (p',q,p; 2w) est finie pour 2w = 4; c’est cette propriété qui a permis, avant tout procédé
de renormalisation d’obtenir ’anomalie du moment magnétique de 1’électron. Nous y re-
viendrons plus loin. Nous ne nous occupons, pour le moment, que du calcul de la fonction
ifﬁ (p',q,p; 2w) au voisinage de 2w = 4 qui est donnée par

R 3w/ dx/ dy/ >k YK vub va
2m)2 [k — (px + qy)? + (2 — p?)y + (p? — m?)x + i€]?

(7.3.102)
= —ie? (1) y,2(1-w) 2 ke / dw/ !
[(pz + qy)? + (p? — p?)y + (m? —( %92):162)23)“’
: ol 'Y+/1d /gﬁdz [ Ay .]+.0()]
= —1e ——1l——= T 0o €)l-
e by 2" Jo , Ud (pm+qy)2+(p2—p’2)y+(m2—pz)(ﬂé 0
3.10

Elle est proportionnelle a la matrice .

3)

On vérifie aisément que les parties singuliéres [en ] de ¥ et F satisfont l'identité de

Ward.

Les fonctions ¥ et f’,(f) ont des parties finies pour ¢ — 0 qui présentent encore des
divergences infra-rouges lorsque les électrons sont sur leur couche de masse, c’est-a-dire
pour des valeurs des impulsions externes telles que p?> = m? = p2. Ces divergences sont
dues a la présence, dans leur définition, du propagateur du photon a masse nulle. En fait,
ces singularités traduisent l’existence de forces de longue portée qui mettent en défaut la
définition des états asymptotiques in et out.

Notons encore que la fonction

1 x
i =26 (u?)? /0 da /0 dyy (b + dy — ' — M) (e + dy — p— m)va  (7.3.105)

.1 TB-w) 1
(4m)e T(3) [(pz+qy)* + @* —p?)y + (m? — p?)z]>~~

est réguliere au voisinage de w = 2.

(7.3.106)
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Chapitre 8

Renormalisation a une boucle.

8.1 Renormalisation de la théorie en ¢*.

La méthode de renormalisation [méthode des contre-termes| que nous présentons ici
bien que la plus usitée en physique des hautes énergies n’est pas celle dont 'interprétation
physique est la plus claire. L’idée maitresse de la renormalisation est cependant toujours la
méme: elle consiste a prouver que, a tout ordre du développement perturbatif, il est possible
de renormaliser la masse, la constante de couplage et le facteur de normalisation du champ,
de maniére & obtenir une théorie finie. Comme nous ’avons déja annoncé précédemment,
elle sera finie mais arbitraire, car dépendant d’une prescription de renormalisation; deux
prescriptions différentes de renormalisation fournissent des parties finies différentes. Il nous
restera alors a invoquer le groupe de renormalisation pour démontrer qu’un changement
de prescription se traduit en un changement de paramétrisation des éléments de matrice
S, c’est-a-dire des amplitudes physiques.

Dans cette méthode, nous regardons les parametres du lagrangien initial

1 1 1
L= 50u00") — om*¢® — AW ! (8.1.1)

comme parametres physiques. Comme nous I’avons montré plus haut, ce lagrangien fournit
des fonctions de Green singulieres pour € = 0. Cependant, en ajoutant a ce lagrangien,
ordre par ordre en A, des contre-termes, traités comme des termes d’interaction, il est
possible d’éliminer les divergences.

En premier lieu, calculons, au premier ordre en \, la modification &;(—iX(p; 2w)) in-
duite par le terme

6L = —%)\mztbQA (8.1.2)

ou A est une constante. Il vient tout de suite, en traitant ce terme comme une interaction
et donc en ajoutant une nouvelle regle de Feynman

2 2

m 1 4
—— =+

2(4m)? [6 + log]

—i(+0%) = i) ]+ 1+T/(1)] + —idxm?A + - (8.1.3)

m2
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% = -im2A7»

o 10 . x
Fi1G. 8.1 — Contre-termes de masse

On voit donc que ceci devient fini pour € = 0 a la condition que

1
— 72(4@26 + Ay (8.1.4)

ou Ap est une partie finie arbitraire. La prescription de renormalisation consiste & fixer
Aj. Dans la prescription de 't Hooft et Weinberg on choisit A; = 0: les contre-termes y
sont alors minimaux. On voit donc que le nouveau lagrangien

L1 =L+0L (8.1.5)
fournit, avec (8.1.4) une théorie finie au premier ordre du calcul perturbatif. Notons que

(8.1.5) peut se récrire comme

L1 = 50,000 — (1 + M) — T A2 (816)

qui a la méme forme que le lagrangien initial mais dans lequel le parametre de masse est
devenu
m? — m? = m?(1 + \A) (8.1.7)

qui, en vertu de (8.1.4) est infini pour € = 0.
Passons au second ordre en A; le terme 61 L = —%)\mquQA modifie la fonction de Green

(G4 mais pas le vertex I'4 ni sa transformée de Fourier I'y. Considérons la modification §oI'4
induite par

1
6oL = —5%(#2)63& (8.1.8)

avec la nouvelle regle de Feynman

x
oo X - X

Fia. 8.2 — Contre-terme de couplage

2¢

2
-iBAp

05Ty = —iX*(u?)°B. (8.1.9)
Avec (7.3.81), on voit que si
3 1
=—-———++1B 8.1.10
2 (4m)2e + 5 ( )
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le nouveau vertex i(f4 + 52f4) est fini pour € — 0. Cette opération a nécessité une renor-
malisation de la constante de couplage: le lagrangien

Lo =L+ 0L (8.1.11)
qui fournit ce résultat a la méme forme que le lagrangien £ mais
Mp?) — Ao = Ap?)<(1 + AB) (8.1.12)

qui est aussi infinie pour € — 0.

Au second ordre, les termes 61 £ + d2 £ modifient le propagateur Go mais ne le rendent
pas encore fini: cette opération nécessite une renormalisation supplémentaire de la masse
et une renormalisation du champ ¢. Au total, la théorie est rendue finie a ’ordre deux en
ajoutant au lagrangien initial

L= 20,006 — tm? — AP (5.1.13)

les contre-termes

Lor = C%@Mqﬁa“qﬁ — %Am2¢2 — B%A,ﬁe(p‘* (8.1.14)

ot A= M+ N2A', B=AB et C = \2C. Le lagrangien total appelé aussi lagrangien nu
("bare lagrangian”) est

Ly = L+ Lot (8.1.15)
1 L 2.9 Ly o4
= (1+C)§5u¢3“¢—(1 —|—.A)§m ¢ —(14‘3)?)\# ¢ (8.1.16)

On voit que l'effet des contre-termes est équivalent a la multiplication de ¢,m,\ par des
facteurs de renormalisation ” Z”; si 'on définit les quantités nues par

0B = \Zpd, Zy=1+C (8.1.17)
mp = Zmm, Zn=1+A)/(1+C) (8.1.18)
Ap = MNpHZy, Zy=(1+B)/(1+C)? (8.1.19)
le lagrangien nu devient
1 1 1
Lp = 3 M;SBa‘uqu — §m%¢% — &ABJE- (8.1.20)

Dans la théorie complete, les quantités A,B,C sont données par des séries de puissances
de X\ dont les coefficients sont des polyndomes en %

Dans le langage des contre-termes, une théorie est dite renormalisable si les contre-
termes nécessaires pour éliminer les divergences, a tous les ordres du calcul de perturba-
tion, ont la méme forme que ceux qui figurent dans le lagrangien initial. Si c’est le cas,
les quantités nues sont reliées aux parametres physiques par des facteurs multiplicatifs
(infinis) et le lagrangien nu a la méme forme que le lagrangien initial. Le lagrangien nu
est, rappelons-le, celui qui donne une théorie finie & tous les ordres du développement
perturbatif. Les parameétres nus ne sont pas mesurables, peu importe donc qu’ils soient
infinis!
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8.2 Renormalisation de I’électrodynamique quantique.

Par la méme technique de contre-termes, nous allons montrer qu’il est possible d’éliminer
les parties singulieres pour ¢ — 0 de la self-énergie de 1’électron, de la polarisation du
photon et du vertex électromagnétique obtenus a partir du lagrangien

1 1 _
L= (v Outp — mp) = 3 I — 5(&“4“)2 — epfhyrap AR, (8.2.21)
Voyons d’abord ce qu’apporte le contre-terme suivant
§1L = —amArp. (8.2.22)

On voit, qu’au second ordre du calcul de perturbation, ce terme modifie la self-énergie de
I’électron par

—i(X+6X) = —iX(p;4 — 2w) —iamA. (8.2.23)

Avec .
A=—— 1A (8.2.24)

e

le pole est donc éliminé de la fonction B(p?;4 — 2¢) + §1 B(p?; 4 — 2¢). Voyons ensuite que
6oL = iaBYy* o, (8.2.25)
ajoute a (8.2.23) le terme
—aBp. (8.2.26)
La fonction A(p?;4 — 2w) + d2A(p?;4 — 2w) sera donc finie & la condition de choisir

1
B=-—— (8.2.27)

de’

Ceci correspond a une renormalisation du champ : le champ nu est défini comme

Vg = /2o = /(1 + aB)y (8.2.28)

tandis que la masse nue de 1’électron est

(1+aA)
=Mmo———=. 8.2.29
B =M 0B (8.2.29)
De cette fagon, le lagrangien nu de 1’électron s’écrit
Lep = Vp(iV' O — mpYp). (8.2.30)

Les contre-termes éliminant les singularités de la polarisation du photon sont de la forme
1 v 1 2 1 2
Lycr= aC’[—ZFWF“ — 5(8!“4“) | — ozEa(a“A“) . (8.2.31)
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Comme nous avons choisi, au départ de travailler dans la jauge de Feynman (A = 1),
bien que dans la régularisation dimensionnelle, II*¥ soit transverse, comme requis par
I'invariance de jauge, la transformée de Fourier du propagateur photonique est

1 _pﬂpy[ 1 1 ]

2+ T(p%4—2w) 9~ T2 2~

Dr p;d—2w) = — —
lpid = 22) P D)

(8.2.32)

Les parametres C' et E sont nécessaires pour éliminer les infinis respectivement dans le

coefficient de g,, et dans le coefficient de 245“. Les singularités disparaissent avec
® p
C= ! +C (8.2.33)
~ 3re b o

le calcul de FE est laissé comme exercice! Il en résulte une renormalisation du champ

photonique:
Al =/ Z3AF = V1 + aCA* (8.2.34)

et une renormalisation du parametre de fixation de la jauge

(1+a(C+E)

=1
A (1+aC)

(8.2.35)

On remarquera que grace a l'invariance de jauge, la masse du photon ne nécessite pas
de renormalisation. Le contraire eut été désastreux! En négligeant les termes de jauge, la
transformée de Fourier du propagateur renormalisé est donnée par

ap2

o + O (5230

~ _gV
DIl (pd—2w) = pf 1

qui a pour effet une modification du potentiel Coulombien en ce sens que le potentiel entre

deux charges e devient
1 1
a[; + 157m?

83(7)]. (8.2.37)

Le nouveau terme modifie les niveaux d’énergie de 'atome d’hydrogene et fournit une
contribution significative au ”Lamb shift” qui leve la dégénérescence des niveaux 251 et
2

2P . L’accord entre théorie et expérience confirme la validité de I’électrodynamique.

2
Il reste a éliminer la singularité du vertex électromagnétique. Ceci peut se faire en
ajoutant au lagrangien le contre-terme suivant

Lint.cr = —aDep Py A,,. (8.2.38)

(3)
I

qui contribue & i['};” par I'addition de

—iaDep ), (8.2.39)

et élimine donc la singularité pour la valeur

1
D=——+D. (8.2.40)
4me
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Le lagrangien d’interaction nu s’écrit donc

Lint.g = —ep(1+aD)yy*pA, (8.2.41)
= —eppy'hpA} (8.2.43)

ou la charge nue est définie par

¢ (1+C¥D) e A
e = e = e )
(1+QB)\/1+C¥C ZQ\/Zg

Rappelons que les identités de Ward imposent (et la régularisation dimensionnelle respecte
ces identités) 1’égalité

(8.2.44)

Zl == ZQ; (8245)

on a donc

(6]

D=

ep =eu(Zs)~

Le lagrangien nu qui donne des propagateurs et une fonction de vertex finis (ici jusqu’a
lordre deux) est donc

T . 1 s A -
Lp =L+ Lor =Yp(iV'Oubp —mpB) — ZFﬁFg - 73(3#/1%)2 — ey Al
(8.2.47)

Toutes les quantités infinies ont donc été absorbées dans la définition des quantités nues. A
Pordre deux, I'électrodynamique quantique est renormalisable; elle 'est & tous les ordres!
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Chapitre 9

Groupe de renormalisation.

9.1 Théorie en ¢*.

Nous avons vu, dans les sections précédentes, que le lagrangien L = £ + Lo fournit
des vertex propres finis a la limite ¢ — 0; ce sont les vertex propres renormalisés

fg - I~\n + 5CTfn = fg(ph TP m)\#ﬁ)- (911)

Ils sont reliés aux vertex propres de la théorie nue, exprimés comme fonctions des parametres
nus, par la relation

ff(ph * Ly Pns mBa)\B7€) - (Z¢)%nf§(p17 c s Pns m7)\7ﬂ7€) (912)

Cette relation découle du fait que

GB(xy, - ;) = <O0Top(x1)--- dplz,)|0 > (9.1.3)
= Z} <O0Td(x1) - d(x)|0 > (9.1.4)
= Z2Gu(x1,--- ) (9.1.5)

Pour les fonctions de Green amputées, il en résulte
(Z¢>)n(Gf)amp = (Z¢>)%(Gn)amp (9.1.6)

donc aussi, pour leurs transformées de Fourier et pour les transformées de Fourier des
vertex propres. Dans la relation (9.1.2), on peut voir les parametres nus mp,Ap comme
fonctions de m,\ et p ou, inversément, on peut choisir mp et A\p comme parameétres
fondamentaux et exprimer les parametres physiques comme fonction de mp,A\p,u:

=m(mp,Ap,u), A= ANmp,Ap,u) (9.1.7)
Avec (9.1.7), le membre de gauche de (9.1.2) ne dépend pas de p: il est donc invariant sous

les transformations 1 — pe! qui constituent le groupe de renormalisation. Le membre de
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droite de (9.1.2), par contre, dépend de u explicitement et implicitement via m et A. On
a donc

d
r’e = o 9.1.8
Kt (9.1.8)
d
= u@( 6) 2 TR (1, pnsmaApnse) (9.1.9)
n 1 721 ~R _n d ~R
= —= w—2y.I'y +(Zy) 2 p—1,,. 9.1.10
5 %0 L (Zs) an ( )
Ou, en multipliant le tout par (Z¢)%
d . d -
0=——=pu—IlogZyITB 4+ —TF 9.1.11
2“d 09% T + po T, ( )
ou encore R R
n 0 . 0 = 8m8F O\ 8F
0=——p=—IlogZ,.T'E e . 9.1.12
Shgplo9Ze T g T+ g T 1y (9:1.12)

C’est une équation aux dérivées partielles du premier ordre a laquelle satisfont tous les
vertex propres renormalisés. Avec les définitions suivantes

m 0
’y()\,z,e) = u@log\/Ztﬁ (9.1.13)
m o\
BN, —.€) = po— 9.1.14
( . ) "op ( )
m om
MmO e) = p 9.1.15
Yim( . ) L ( )

I'équation (9.1.12) devient

0 0 0 =

n
C’est ’équation du groupe de renormalisation.

On peut écrire une seconde équation pour les vertex propres renormalisés en prenant
pour point de départ le fait que Fﬁ possede une dimension qui est

A=) (9.1.17)

Ceci s’établit sans peine, a partir de 'action effective dont les vertex propres sont les
coeflicients du développement en puissances de ¢, puis en passant a leurs transformées
de Fourier. Il s’en suit que si I'on multiplie tous les parameétres qui ont les dimensions

d’une masse (m,u,p;) par un facteur s, la fonction fﬁ sera multipliée par si—nte(n—2).
T2 (sps, N smysp,e) = s I0R (0, Xompe). (9.1.18)
Donc aussi . 3
Pf(pi,)\,m,,u,e) = s*[4*”“(”*2”Ff(spi,)\,sm,s,u,e). (9.1.19)
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Puisque le membre de gauche de (9.1.19) ne dépend pas de s, sa dérivée par rapport a s
est nulle, donc aussi
0 0 0

=g T Mg, They W —2))| I} (spi : 1.2
0 [sas—l—mam—l—uau (4—n+e(n—2))| T (spi\,sm,sp,e) (9.1.20)

En éliminant ,u% entre (9.1.16) et (9.1.20), il reste, en € = 0, I’équation

0 =[5 4 B+ (= D4 (4= = m)|F (s Amgie =0). (9.1.21)
Cette équation permet d’évaluer le comportement des vertex propres pour des grandes
impulsions externes. Pour une prescription générale de renormalisation, les fonctions qui
forment les coefficients de ces équations aux dérivées partielles dépendent des deux vari-
ables A et . Dans la prescription de 't Hooft et Weinberg dite aussi prescription de
soustraction minimale, dans laquelle toutes les parties finies des contre-termes sont nulles,
les fonctions définies en (9.1.15) ne dépendent que de la seule variable A. Par exemple,
dans cette prescription, on a

Ap = XA+ i a’“(k/\)] (9.1.22)
k=1

€

et donc, avec Ap et mp comme parametres fondamentaux,

d
— = 1.2
Md,uAB 0 (9.1.23)
. = ap(A 10N a,
= 2’ [A+Z%)] + 2 +18—[1+Z€—,’j] (9.1.24)
k=1 H k
Ou, en divisant tout par u?,
0:26[A+iak()\)]+ﬁ[l+za—;€] (9.1.25)
2 i k ) 1.

En égalant a zéro la partie analytique en ¢, et en tenant compte de ce que les ai sont des
développements en puissances de A, il vient

B = —2e\ — 2a; + 2\a] (9.1.26)
d’ou, a la limite € — 0,
B =pB(\) = —2a1 + 2)\d}. (9.1.27)

8 ne dépend que de A et est déterminée par le résidu du pole d’ordre 1 en € = 0.
Nous avons trouvé précédemment en renormalisant la théorie en ¢, et en utilisant la
prescription de ’t Hooft-Weinberg,
3\

)\B = )\,MQE[l + W], (9.1.28)
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on en déduit donc, au second ordre,

2
BN = (22)2' (9.1.29)

Puisque g = ug—ﬁ, l’équation ci-dessus peut étre résolue pour A = A(u); on trouve, avec la

condition A\g = A(uo):

Ao
A= . (9.1.30)
1 - (Z,’?‘))z log -]

Ainsi, partant d’un petit Ay & une échelle pg, la constante de couplage effective A(u) croit

avec ; cecl implique aussi que la série perturbative devient caduque. A devient infinie

4r)?
pour 1 = (i);())QZogﬁ, ou i = uoemp(g)\()) .

On ne sait pas calculer #(\) pour A grand, mais on peut présenter des situations
possibles, partant de 8 = 0, pour A = 0 qui est le point de non interaction.
1) B(A) est positif et croit avec A.

2) il existe une valeur A\r appelée point fixe, stable, ultra-violet tel que, au voisinage
de Ap,

)\
g == A=Xp) B (Ap)+ - (9.1.31)

et B'(Ap) est négatif. Pour A < Ap, ,ug—f; est > 0 donc A augmente avec p jusqu'a Ap; pour
A > Ap, ug—f; est < 0 donc A diminue jusqu’a Ar quand p augmente.

B B B
0 < )
}”F A }”F A F A
Casn°2 Casn°3 Casn° 4
A
Al T
F
n

Fi1ac. 9.1 — Comportements possibles pour (3

3) A\p = 0, pour pp — 00, A — 0. Ce cas réalise la condition dite de "liberté asymp-
totique”. C’est la situation que 'on rencontre dans les théories de jauge non-abéliennes.



4) Ap est un point fixe stable infra-rouge si, au voisinage de Ap, on a ,ug—f; = (A—

Ar)B'(AR) + -+

avec /() positif. Dans ce cas, si A < Ap, A — 0 quand p augmente,

tandis que pour A > Ap, A — oo quand p augmente. Cette situation est celle de la théorie

en ¢* pour € > 0.

9.1.1 Résolution de I’équation (9.1.16) dans la prescription de ’t Hooft-

Weinberg.

0 0 0
I R TR —y.

1) équation homogene associée et courbes caractéristiques.

On en tire,

2)

ou

ou

d’ou

0 0 0 . =g
g + 85 T mImg I Th = 0
- 0 0 0 =
R _ R
ary; = [d'u_(?u + d)\—a)\ + dm—am]Fn

m(t) = m el vm(t) = m(m,t), m(0) =m.

Par définition, le long de la caractéristique par (A\,m,pu),

Lh (s hmope) = T (i A1) m(),a(t)).

(9.1.32)

(9.1.33)

(9.1.34)

(9.1.35)

(9.1.36)

(9.1.37)

(9.1.38)

(9.1.39)

(9.1.40)

(9.1.41)

(9.1.42)

2) L’équation complete détermine la variation de f’ﬁ le long de la caractéristique par

dTE = n~y(\)TRdt
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ou

"R
T _ g (9.1.44)
nyl'R
ou -
ary -
— = ny(A(t))dt 9.1.45
=m0 (9.1.45)
d’ou il vient enfin . . .
[2(t) = TE(0).e" Jo dm(®) (9.1.46)
ou, en inversant la relation
- ~ — t / /
T (pi A mopu) = T (pi A1), m(t),fi(t)) e~ Jo 4 m(®), (9.1.47)

Ceci est la solution de I’équation du groupe de renormalisation. Elle exprime que le change-
ment de p en p el peut toujours étre compensé par les changements A — A(t), m — m(t),
et par un changement de normalisation du champ; notons en effet que

t A du'y (M) At dlogy/Zg Zy(a(t))
dt'~y,, (¢! :/ AENAR)) :/ A 99N 2 o0 [ 2] 9.1.48
/0 K ( ) m Ml m a alu'/ g Z(b(lu) ( )
on a donc aussi 1’égalité
DR (pi A mapn) Zg (1) 2 = TR (i, M(1),m(1),(8)) Z (B(1)) 2 (9.1.49)

Ceci, utilisé dans la formule de réduction établit I'invariance des éléments de matrice S
sous les changements de prescriptions de renormalisation.

9.1.2 Résolution de I’équation (9.1.21) dans la prescription de ’t Hooft-

Weinberg.
Rappelons cette équation
0= [—sé + ﬁg + (Ym — 1)mi + (4 — n — ny) LB (spi, A\ ym,p.e = 0). (9.1.50)
Os o\ om
1) Associons a cette équation, ’équation homogene en les dérivées partielles
0= [—s% + ﬁ% + (Ym — 1)m%]fﬁ(spi,)\,m,u), (9.1.51)

et recherchons les courbes caractéristiques telles que, le long de ces caractéristiques on ait

dr'l = 0. (9.1.52)
N OTE OTE OTE
drt==—nr¢g L)Y . 9.1.53
" s U T e (9-1.53)
D’ou on tire
ds  d\ dm

== (9.1.54)



En recherchant les équations des caractéristiques comme fonctions du parametre ¢, on
obtient successivement

- =dt — (—)7 =t=1log=, 35(t)=set, 50)=s (9.1.55)
d\ AaN . _
= /A o =t A=A, A0) = (9.1.56)
dm dm L _[™dm! e
o~ =~y om0 [ S e 0250
m(t) = mexp/ dt' [y — 1] = m(m,t), m(0) =m (9.1.58)
0

Ainsi, le long de la caractéristique qui passe par le point (s,A,m), par définition,
L3H(spis A map) = TR (5(6)ps,A(0),m(t),1) = T (5(t0)pisAto) m(to) ). (9.1.59)

Choisissons pour ty la valeur du parametre ¢ pour laquelle 5(tg) = 1 c’est-a-dire, ty = logs.
Pour cette valeur,

S(ty) = 1 (9.1.60)
Mto) = A(Alogs) = A(\,s) (9.1.61)
m(ty) = m(m,logs) =m(m,s) (9.1.62)

A(A,s) est la constante de couplage effective, m(m,s) est la masse effective. Il vient donc
TB(spi, A\map) = TE(pi, A\, s),m(m,s) ). (9.1.63)

2) L’équation (9.1.21) complete va permettre d’exprimer la variation de fﬁ le long de
la caractéristique.

0 0 0 = -
R — Dym—ITE(sp, = —4 rk .1.64
= dr¥ (9.1.65)
donc aussi,
ark
— =t (9.1.66)
[n — 4+ ny|TE
dont la solution est,
~ ~ t
LR(t) = TE(0).exp|(n — 4)t + n/ dt’ v(t)] (9.1.67)
0

ou, en inversant et en considérant ce qui se produit en t = ty = logs,

s ds’

DR (spisAimop) = TR(pi, A(,s)m(m,s),u) s* e 5770, (9.1.68)
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Ceci est la solution recherchée en termes de la constante de couplage et de la masse
effectives. Ainsi, lorsqu’on change ’échelle des impulsions externes par le facteur s, les
vertex propres de la théorie changent avec s par l'intermédiaire des constante de couplage
et masse effectives, par le facteur s~ qui exprime leur dimension normale et par le facteur
exponentiel qui introduit une dimension anomale. Pour s — oo, les fﬁ(spi,)\,m,,u) ont leur
comportement gouverné par A(\,s) et m(m,s). Supposons que la théorie admette un point
fixe stable ultra-violet, c’est-a-dire que

lim A\(\,8) = A\p (9.1.69)
alors B B
Jim (M) = ym(Ar), - lim 4(A) = v(Ar). (9.1.70)
Il vient ensuite
m(m,logs) ~ m shmAr)=1l (9.1.71)
et
S dS/ ,
Ty v(s") = y(Ar).logs (9.1.72)
et ,
e T ) n g vR) (9.1.73)

qui est vraiment la signature d’une dimension anomale. Dans ce cas, pour s — co,

LR (spidmop) ~ s ORTR () A p m s7mOF)=1 ), (9.1.74)
Ceci est intéressant lorsque [y, (Ar) — 1] est négatif, puisqu’alors la masse effective devient
nulle. On peut voir aussi, en changeant de variable par —dS—S}/ = ﬁcg,), que
S ds' , AdN ,
- T 1= [ Srbm) -1, (9.1.75)

A moins que [y, — 1] et 5 n’aient des zéros simultanés, on voit que la contribution dom-
inante a la derniere intégrale vient des zéros de (3, c’est-a-dire, des points fixes. L’intérét
primordial de cette étude se trouve lorsque le point fixe stable ultra-violet est nul (liberté
asymptotique): on voit dans ce cas, que la fonction I'%(p;,A\p,m s”m()‘F)_l,,u) peut étre
calculée perturbativement au voisinage de A\p = 0, en négligeant les masses si v,,(0) < 1.

Dans la théorie en ¢* limitée au second ordre, on a obtenu, utilisant la prescription de
"tHooft-Weinberg,

A 7 A
N = G 1 ) T
W = (9.0.77)
3\2
B = o (9.1.78)
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On en déduit
A

1-— (4%)2)\1093

E‘(tO) = 5‘()‘73) =

et

)% e 36(4m)2

m(m,s) =

5()\

Ces résultats ne sont valables que pour s petit!
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9.2 Electrodynamique quantique.

Dans la prescription de 'tHooft-Weinberg, a I'ordre deux,

(67

=euf[l + —1J. 9.2.81
en = enl+ ] (92381)
On en déduit, a la limite € — 0,
Oe e3
- = = 9.2.82
no = 6(e) = 132 (92:82)
dont la solution est )
e*(n) = —62(8:)0 ) . (9.2.83)
1-— 52 log%

Comme dans la théorie en ¢*, la charge effective e?(u) augmente avec p jusqu’a la singu-

larité de Landau pour
672

W= [oerp——. 9.2.84
(1) 0250

Avant d’atteindre cette singularité, le calcul perturbatif limité & l'ordre deux n’est plus
valable!

La croissance de e lorsque p augmente, c’est-a-dire, lorsque la distance diminue est
analogue a ce qui se produit en électrostatique dans un milieu diélectrique. Ici, la présence
d’une charge électrique polarise le milieu de sorte que la charge mesurée & une certaine
distance apparait plus petite que celle mesurée tout pres. A une distance bien inférieure
aux distances inter-moléculaires ou inter-atomiques, c’est la charge nue que ’on atteint. La
méme situation se présente en électrodynamique quantique: le graphe de polarisation du
photon peut s’interpréter comme si le vide était rempli de paires virtuelles e™ e~ qui font
écran a la charge nue. La situation est toute différente en chromodynamique quantique
qui est une théorie asymptotiquement libre.
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Chapitre 10

Moment magnétique anomal de
I’électron.

Apres avoir éliminé la partie singuliere de la fonction de vertex électromagnétique par
renormalisation, fixons a présent notre attention sur la contribution finie Fff (p',q,p) au
vertex électromagnétique, avec 2w = 4

N — eg ' T ! 76(7535+¢jy—]5,—m)7u(]5ﬂc+¢jy—]é—m)yﬁ
b=l )y /0 W ozt ) - @ - Py ¥ (2 — Pa] (10.0.1)

Nous allons montrer que si nous interprétons la partie de 'action effective a laquelle elle
contribue comme une correction a l'action de Dirac, dans un champ électromagnétique
extérieur, elle fournit, a I'ordre «, 'anomalie du moment magnétique de I’électron qui
s’ajoute au moment magnétique de Dirac pour donner le moment magnétique

1+ %) (10.0.2)

magnétons de Bohr. Nous nous contenterons ici de calculer (10.0.1) sandwiché entre u(p’)
a gauche et u(p) a droite, ce qui permet d’utiliser les équations de Dirac

(¥ — m)u(p) = 0,(p” = m*)u(p) = 0,a(p")(F — m) = 0,u()(P* —m?) =0  (10.0.3)
et pour le potentiel considéré comme extérieur,
OA,(z) =0, ¢*A,(q) =0. (10.0.4)
Ainsi, avec p? = p”2 = m? et ¢*> = 0 et puisque ¢ = p' — p,
C=p?+p*—2pp =2m*>—2pp =0 (10.0.5)

et
gp=0p —pp=pp-—m*=0, (10.0.6)
le dénominateur de (10.0.1) se réduit a
Dénominateur = m? 22, (10.0.7)
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Le calcul du numérateur est un peu plus long: il fait appel aux propriétés des matrices ~;
tous calculs faits, le numérateur vaut

Numérateur = v, F + i0,,,¢" (—)2max(1 — x). (10.0.8)

Nous ne nous occuperons pas du coefficient de v, qui ne contribue pas au moment
magnétique et qui, de plus, présente une divergence infra-rouge. Le terme en o0,,¢" de
(10.0.1) vaut

1- 1
—e——ww,q / dw/ dy T o e %%iawq”. (10.0.9)

Sa contribution & ’action effective

[ dtadtydts G PO ) () Ao ) (10.0.10)
n 1 ™ —ip’ 2+ iqT
= / d'zd'yd*z o (2) @ / d'p’ d*pdiq st (q—p/+p)T D (1 .q.p)e P =TIy (1) Ay ()
(10.0.11)
est donnée par
a 1 -
- %4_ d4x¢cl( )UW cl Y)Y (). (10.0.12)

En le considérant comme une correction a ’action de Dirac dans un champ électromagnétique
extérieur, il modifie le lagrangien de Dirac par 'addition du terme suivant

e ()0 () (10.013)
et modifie les équations de Dirac par un terme de Pauli avec k = -
1
VD, + e AL — map = e 2i4—aWFw - %%%Fw. (10.0.14)

Ce qui établit le résultat annoncé.

93



Chapitre 11

Théorie de jauge non abélienne:
lagrangien.

11.1 Symétrie SU(3) globale puis locale

Considérons d’abord, pour simplifier 'exposé qu’il n’y a dans la nature qu’un seul type
de quarks, de trois couleurs différentes; il leur est associé un triplet de champs spinoriels
de méme masse, libellés par un indice A = 1,2,3. La densité lagrangienne des quarks libres

Lo=" da(irv' O — myp™) (11.1.1)
A

est invariante sous les transformations globales du groupe SU(3), que l'on identifie ici a
sa représentation fondamentale 73", pour lesquelles

YA ) = UG P (@) da(e) = dal) (U] (11.1.2)

Le groupe SU(3) est un groupe de Lie connexe et compact, a huit dimensions réelles; les
éléments de ce groupe sont les images par l'application exp de 'algebre de Lie su(3): la
matrice U s’écrit comme

U=expY; Y €su(3), (11.1.3)
c’est-a-dire, Y est une matrice antihermitienne de trace nulle (en posant Y = —iY, Y est
une matrice hermitienne de trace nulle). Dans la base {T,}, a = 1,...,8 de su(3), T,” = —T,,

les constantes de structure, réelles, sont définies par
[To, Tp] =T C (11.1.4)
et tout élément Y s’écrit comme

Yy = Zya T,, y*eR. (11.1.5)
a

La théorie de jauge correspondant au modele ci-dessus se construit en modifiant la
densité lagrangienne L de telle fagon qu’elle devienne invariante sous les transformations
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locales du type (11.1.2), c’est-a-dire, sous les transformations (11.1.2) avec U = U(x) ou
U(z) = expY (x) = expy®(x) Ty, U™ (z) = exp(—y*(z) Ty) (11.1.6)

Sous les transformations (11.1.6),

WAz) = (") E P (@), Ph(e) = dp(e) (VO] (11.1.7)

Leurs dérivées respectives sont liées par
O (x) = U@)p0uv® (@) + (0,U(2)5 P (o) (11.1.8)
Ouiy(z) = Oup(@)UT(2)5 +4p(2)0, Ut (2)] (11.1.9)

Ces relations traduisent le fait que, dans ’opération de dérivation, on a soustrait des objets
qui n’ont pas la méme loi de transformation sous l'action du groupe de jauge. La question
se pose des lors, de remplacer les dérivées ordinaires Bui/},auzﬁ par des dérivées covariantes
DHQ,Z),Dmﬁ telles que, sous les transformations (11.1.7), on ait

Dy (2)]7 = U()& [Dut(x)]¢ (11.1.10)
et

[Dud (§)15 = [Dutb(§)lc U (§)]5 (11.1.11)
11.2 Dérivées covariantes

Ceci se fait en introduisant une connexion A,(x), qui permet de définir le transport
d’un spineur en x en un spineur en x + dx, variables de la représentation ”3”du groupe de
jauge, par

B _ B " B, C
Py (x4 dx) = 7 (x) + 0zt Ay(x)e v~ (o). (11.2.12)

La condition imposée est donc que
Bz + 0x) = U (x + 62) v (z + ox) (11.2.13)
ou
WP (@) bt Ay ()8 '€ (2) = [U (@) +0a"8,U ()¢ [ () +0a Ay () 9P ()] (11.2.14)
On en déduit, quel que soit v, la loi de transformation de la connexion
AL(m)g Ug(ac) = 8MU(x)g + Ug(ﬂv) Au(ac)% (11.2.15)
ou encore que
Al ()5 = Ul () Au()g (UT)B(2) + [0,U ())& (U5 (). (11.2.16)
Puisque U est unitaire, la loi de transformation (11.2.16) est équivalente a

A (@2)] = U () Au(2) (U B(@) — UE (2)[8,U ()5 (11.2.17)
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ou encore, sous forme matricielle,
Al (x) =U(z) Au(x) Ut(z) —U(z)0,U" (z). (11.2.18)

La différence, 17 (x +0z) — P (x+d2), pour dz# infinitésimal, définit la dérivée covariante
des variables de la représentation ”3” par

VB (x4 02) — P (x + dx) = st ([Dyap(2)]P. (11.2.19)
D)) = 0,07 () — Au(@) v (). (11.2:20)
Puisque (1p(x) " (z)) est invariant sous le groupe de jauge,
Du(¥5(x) ¥ (2)) = 8u(Up(2) v (2)), (11.2.21)
on en déduit la dérivée covariante des variables de la représentation ”3”
[Dutb(@)]p = 0un(x) + e (z) Au()G. (11.2.22)
La connexion A, appartient au méme espace que U OHU+ =—(U OHU+)+; c’est dire que
A, est un vecteur en x (1-forme) a valeurs dans l'algebre de Lie su(3). A 'aide de la base

{T,}, on écrit
Ap(@) = AL@) Tay A(0)B = A%(z) (To)E, (11.2.23)

ce qui associe donc a la connexion les 8 champs vectoriels (potentiels) Af(x). En chro-
modynamique quantique, les particules de spin 1 associées a ces champs sont appelées
"gluons”. En portant (11.2.23) dans la relation (11.2.17), il vient

AN )T, = Al(z)U(z) T, U (x) — U(x)9,U™" (x) (11.2.24)
= Al(z) Ady(z)(T,) — U(z) 0,U " (x) (11.2.25)

ou, par définition de la représentation adjointe du groupe,
Ady(T,) =UT, U =Ty [Ady)’,. (11.2.26)

Pour U infiniment proche du neutre,

U =1+, (11.2.27)
Ady(T,) = (I +y°Ty)To(I — y°T.) (11.2.28)
= T, +4° [T, T, (11.2.29)
= To + y* adr, (T,,) (11.2.30)
= (I +y’adp)T, (11.2.31)
= (I 4 ady)(T,). (11.2.32)
Pour U = ¢¥, on peut démontrer que
Ady = ¥ = ey (11.2.33)
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Rappelons encore que la représentation adjointe de I’algebre de Lie, ad, est définie par

ady (T,) = [Y,T.] = y°[Ty,T.) = y°T. CS, (11.2.34)
= T.lady]S = T, [adp,)%, (11.2.35)

Ses générateurs infinitésimaux sont construits & partir des constantes de structure par
ladr, % = C%q- (11.2.36)
Reprenons la loi de transformation (11.2.25) pour U(z) donné par (11.2.27), il vient alors
Aif(:v)Ta = (A} (z) + 0uy*(x)) Tu + b () Al (2) T C%, (11.2.37)

ou, puisque les {7} } forment une base de 'algebre de Lie,

Ad(z) = A%(z)+ 0y’ (z) + y0(z) A (z) O, (11.2.38)
= A%(x) + 0,y (x) — y*(x) A (x) C%, (11.2.39)
= Al(x)+ (Duy) (11.2.40)

La présence dans (11.2.40) des constantes de structure traduit le caractére non-abélien du
groupe SU(3).
11.3 Lagrangien d’interaction quark-gluon

En remplagant dans Ly, la dérivée ordinaire par la dérivée covariante (11.2.17), on
obtient

Lo+ Lint = Y[i" (D) — my?P) (11.3.41)
ol L;n: est la densité lagrangienne de l'interaction quarks-gluons,
Lint = —i¢py*[Au(2)]8yC (11.3.42)
= —ivpy" AL (2)[TL]E v° (11.3.43)
= —py" AL (2)[To)E v° (11.3.44)

11.4 Lagrangien des gluons

Pour que les champs de gluons puissent étre traités comme des variables dynamiques, il
nous faut encore ajouter a (11.3.41) la densité lagrangienne de ces champs, invariante sous
I’action du groupe de jauge. Rappelons qu’en électrodynamique quantique, cette densité
lagrangienne n’est autre que —% F.,F*, ou

Fy = 0,4, — 0,A, = [0, — A0, — A (11.4.45)

est le champ électromagnétique, invariant de jauge. Les champs associés aux potentiels de
jauge ( ou, dans le langage des formes, la 2-forme de courbure associée a la 1-forme de
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connexion) se construisent de la méme fagon, a partir du commutateur des dérivées cov-
ariantes des variables de la représentation ”3” (cfr la construction du tenseur de Riemann):

Fu(x) = [D,,D,] (11.4.46)
= 0,Au(x) — 0, Au(x) — [Au(x), A ()] (11.4.47)
ou, avec
Fu(z) = Fj,(z) Ta, (11.4.48)
Fi,(z) = 0,A5(z) — 0, A (z) — C%, AZ(CC) AS (). (11.4.49)
On vérifie aisément que, sous I'action du groupe de jauge, Fj,, () se transforme comme
Fl (x) = 044, —0,A, +[A,,A) (11.4.50)
= U(x) Fu(z)Ut(2), (11.4.51)
d’ou il résulte aussi que
TrF,(x) F* (x)] (11.4.52)

est un invariant. En choisissant la normalisation de la base {T,} conformément &
Tr(T,Ty) = gap = —20ap, (11.4.53)

(11.4.52) devient
Fi(z) i () = —2F, (z) F*" (z). (11.4.54)

Jap €st la métrique de Killing de ’algebre de Lie; g% = —%6“”.

Quelle que soit la dimension d de 'espace-temps, la connexion A, (z) a la dimension
L7 F,, a la dimension L™2 et (11.4.54) a la dimension L~ Ceci est la dimension
habituelle d’un champ bosonique pour d = 4, alors que, pour d = 2w, la dimension d’un
potentiel bosonique est L!™% = L=t L?~% celle d’un champ bosonique est L™ et celle de
la densité lagrangienne est L~2¢. On choisira donc, comme densité lagrangienne de gluons,
valable a toute dimension d,

_ 1 a % -2 _ 1 a apv —2
Ly = 3 FW(QJ) F"™(z)g = = 3 (—)QFW(QJ) F(x) g (11.4.55)
oll g est une constante de dimension L~2T%. On est alors amené tout naturellement &
absorber cette constante dans une redéfinition des potentiels et des champs

Ayg 't — A, Fung'—F, (11.4.56)

de sorte que la densité lagrangienne des gluons devient

1 1
L, = 3 Tr(Fu, (z) F*' (x)] = —ZFﬁy(az) F% () (11.4.57)
avec, au lieu de (11.4.47),
Ff, =0, AL — 0, A% — g C, A (z) A5 (), (11.4.58)
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et que la densité lagrangienne d’interaction quarks-gluons (11.3.44) s’écrit
Lint = —ghpy" Al(z) [To)6 0°. (11.4.59)

Dans ces nouvelles notations, g joue le role de la constante de couplage quarks-gluons. Elle
est sans dimension pour d = 4; on sera amené plus tard, dans le procédé de régularisation
dimensionnelle & la remplacer par gu?~%.

Par rapport a I’électrodynamique quantique, un grand changement apparait au niveau
de L4, qui contient, en plus de la partie quadratique en les potentiels A?, identifiable au

/J,?
lagrangien libre des gluons:
1 1
g[ﬁﬂA‘j — 0, A" AL — 0V Al = —Z[QLA‘; — 0, AjJ[0" A" — 9V A" (11.4.60)
une partie cubique
~2[(OuAaw = 0, Aa) Ch AV A = T[(0, A5 — 9, A3) Oy AV A (11.4.61)
et une partie quartique
9 9
S [Clhe Cagp AL ALAM AT = — [, Coyp A, AL AT AT (11.4.62)

qui définissent le lagrangien d’interaction entre gluons.

Remarque: comme en électrodynamique, un terme de masse (m? AZ A®) briserait I'in-
variance de jauge du lagrangien; il n’est donc pas autorisé.

En résumé, pour un seul type de quarks (ou pour des quarks d’une seule saveur ”s”),
la densité lagrangienne décrivant le systeme quarks-gluons en interaction s’écrit

L= Log, +Log+ Lint (11.4.63)
ou )
Log, = ps ("85 —my?), (11.4.64)
1 14 124 Qa,
Loy = —710.47 — 0, AL][0"A™ — 9" A", (11.4.65)
et B . g
Lint = —g¥p" Ay(@) [TL)E ¥ + S[(0uA] — 0,A47) O, AMAY] (11.4.66)
g b d
= [Che Oy AL ALAMATY), (11.4.67)

Si ’on prend en compte toutes les saveurs des quarks, le lagrangien qui décrit leurs interac-
tions avec les gluons est le méme que le précédent, dans lequel on somme sur 'indice répété
s =1,....,ns (ns est le nombre de saveurs; on a de bonnes raisons de penser que ns > 6.) En
premiere approximation, nous négligerons les différences de masses entre quarks de saveurs
différentes (dans la prescription de 't Hooft-Weinberg, la renormalisation est indépendante
des masses).
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Chapitre 12

Intégrale fonctionnelle pour QCD.

12.1 Intégrale fonctionnelle pour les gluons et fantomes de
Faddéev - Popov.

Nous appliquerons ici la méthode de Faddéev et Popov que nous avons précédemment
utilisée pour le photon. Notre choix de fonctions de fixation de la jauge est encore

g"[A](z) = 9, A™) — () = 0; (12.1.1)

mais bien que g% soit linéaire en A%, donc g*[A’](x) linéaire en les y, avec A" donné par
(11.2.40), le déterminant de la matrice
A (1) g = e (G OES (1 — 2) + 6 (1 — 2) A% (2)CY (12.1.2)
dyb(2) g Q=07 ¢
dépend encore des A et ne peut pas étre négligé dans l'intégrale fonctionnelle. L’introduc-
tion des fantomes de Faddéev - Popov permet d’exprimer ce déterminant sous la forme
d’une intégrale fonctionnelle grassmannienne par

det ~ /Dnal)ﬁa@ifd4a:[8“na(ﬂﬁ)(553H+AZ(90)C‘%C)771)($)} (12.1.3)
- / Dy Di, ¢ 4400550, A5 (@) (ade ) ' (o) (12.1.4)
o / Diy Di, ) 101 @) (Dn(a))*] (12.1.5)

Dans la derniére expression nous avons fait apparaitre la derivée covariante des fantomes
n®(x), variables de la représentation adjointe du groupe SU(3). En tenant compte du
changement de notation (11.4.56), elle s’écrit

[Dyun(@))® = 8un(x) — g Ay, (@) adcJyn" (2). (12.1.6)

Par la méme technique que celle utilisée pour le photon, on obtient la fonctionnelle
génératrice des fonctions de Green du systeme gluons-fantomes sous la forme

Z[J5,% Ea] = (12.1.7)
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_ /DAZDanﬁb ot J A al=F i FOr =3 (0 A™) > 4+0M1ja (D) *+ Jap A +E€at* +77a€°] (12.1.8)

Les sources £%,¢, sont grassmanniennes. Cette fonctionnelle fournit, aux ordres les plus
bas du calcul de perturbation, les regles de Feynman suivantes
1) le propagateur de Feynman des gluons libres par

< O\TAZ(m)Af,(y)]O > o= iDZI;(x —y) = iaabpjj;(x —y) = —22'9@’71)5 (x—y) (12.1.9)

v

ou Diy a la méme expression que le propagateur du photon libre; sa transformée de Fourier

est donnée par

i 1)) kuk
D () — —2iqeb]_ I ( 2
Dy (k) 9712 e N (K2 ie)?

(nous l'utiliserons dans la jauge de Feynman ot A = 1) et est représentée graphiquement
par

] (12.1.10)

k
a b
m v
Fia. 12.1 — Propagateur de gluon
2) le propagateur des fantomes libres par
<O @) ()l0 > | = Gy — y) = 08 Ap(x — ysm = 0) (12.1.11)

ou Ap(z — y;m = 0) a la méme expression que le propagateur d’un champ scalaire de
masse nulle; sa transformée de Fourier est donnée par

iGY(k) = % (12.1.12)
k2 + ie
et est représentée graphiquement par
k
__________ ‘.____________
a b
Fi1G. 12.2 — Propagateur de fantéme
3) la fonction de Green a 3 points gluon-fantomes
< 0T ()i (y) A (2)]0 > |1 = (12.1.13)
= /d4x'd4y'd4z'iG3, (z —2')il%, (' 2 1iGY (yf — y)iDCICZ(z' —z)=(12.1.14)
. 4 J . a a ;b - ¢ ev
=—ig [ d'u [a—zGa/ (z — u)|[ady]y iGy (v — y)iD (v — z) (12.1.15)
uV
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qui fournit, & I'ordre 1, la fonction de vertex gluon-fantomes

i, (2 2 ) = ig [adcf]gf%&*(:c’ — 2y -2 (12.1.16)
dont la transformée de Fourier vaut
i(2m)* 6t (g — ' + P)T%, (0 pa)1 = / Ao dbyl d* Y ' i S )
= gp)lad)y (2m)*0% (g — 1/ +p) (12.1.17)
et est représentée graphiquement par
P P
o b'
\\ ','
v

qc
FiG. 12.3 — Vertex gluon-fantéome
4) la fonction de Green & trois gluons et la fonction de vertex correspondante
< O[T A%(x) AL (y) AS(2)|0 > | = (12.1.18)

1A

= /d4x'd4y'd4z'iDZ‘;l/ (z — 2)iD%, (y — y')iDicA/, (z — z')iI’Z/;;,c),‘ (@' 2 )+ (12.1.19)

dont la transformée de Fourier

abc abc

(2m)20%(p + q + ) iD"Mp,g,r)|1 = /d4xd4yd4zei(p'ﬁq'y”'z) T Mey2)h (12.1.20)
est donnée par

- g y y y
T p,g,r)h = 5 Cabel(p — 0)*g" + (g — r)'g" + (r — p)’ g™ (12.1.21)

avec p+ q¢ +r = 0. Nous avons utilisé ci-dessus la propriété d’antisymétrie complete des
constantes de structure (voir appendice). La représentation graphique de ce vertex est la
suivante

5) la fonction de Green & 4 gluons et le vertex correspondant

< 0|TAL(x) A% (y) AS (2) A (w)|0 > |o = (12.1.22)
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pau
qbv

rchi

Fig. 12.4 — Vertex a 3 gluons

Il 8T

= /d4x’d4y’d4z’d4u/z’Dg‘§,(m—x')z’D%,(y—y')iDif;/(z—z')z'Df;lg(u—u')il’gﬁ(]d/ (2,2 )2

dont la transformée de Fourier (12:1.23)
2m)4 04 (p+ g + 1 + 8)iT2 (p,g,r,8) |2 = (12.1.24)
= /d4xd4yd4zd4ue_i(p'x+q'y+r'z+5'u)il“zlif(w,y,z,u)\2 (12.1.25)

est donnée par
T (pgrs)ly = i%[CjbCfcd(g“g“ —g*g") (12.1.26)
+CL.Cra(g* 9" — 9°Pg7°) + CL O (9P g7 — g*7g™)], (12.1.27)

pour (p+ g+ 17+ s =0) et est représentée graphiquement par

pa o qu

sd d rcy

Fi1c. 12.5 — Vertex a 4 gluons
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12.2 Intégrale fonctionnelle de la chromodynamique quantique.

La fonctionnelle génératrice des fonctions de Green du systéme quarks-gluons-(fantémes)
est définie par

21736 &G nul = [ DALDDIDY.DG, (12.2.28)
o [ d*al— F F =5 (9p A®) 4+ 047 (D) +Jap A +Ean®+ilag ] (12.2.29)
ot [ de[ps (" 0u vl —myp P)—gidpsy™ AL (Ta) B +Cas b +0B5CP] (12.2.30)

Elle fournit, en plus des regles de Feynman déja obtenues précédemment:
1) le propagateur libre des quarks

< 0| TYB () s ()]0 > o = iSE, 0 (x — y) = 168 649 ST (x — y). (12.2.31)

ou iSF (x — y) est le propagateur de Feynman d’un champ spinoriel libre de masse m. Sa
transformée de Fourier est donnée par

. 1 . K+m
B B
(3 50 588/ m — Z(SC 588/ ka m2 7/6 (12.2.32)

et est représentée graphiquement par

B k

s C s

F1G. 12.6 — Propagateur de quark

2) la fonction de Green quarks-gluon et la fonction de vertex correspondante
< O[T (2)des (y) A5 ()0 > |1 = (12.2.33)
4 134 1 34 1. oB By .o’ b
— /d a'd*y' d* 2 iSp o (= 2 )T Gt oy (Y 2) 118G o () — y)iDyy (2 — 2) (12.2.34)
dont la transformée de Fourier, avec p’ sortante, p et ¢ entrantes et ¢ = p’ — p est donnée

par
iTol (0 pa)1 = gV T 8sr = —i gy"[Th) 2 Ossr (12.2.35)

et est représentée graphiquement par
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p' B s pCs

qbu

Fi1Gc. 12.7 — Vertex quark-gluon

105



Chapitre 13

Renormalisation a une boucle de
la chromodynamique quantique.

13.1 Propagateur des quarks.

Jusqu’a l'ordre 2 du développement perturbatif, le propagateur des quarks, dans ’espace-
temps a 2w dimensions, est donné par la somme des diagrammes suivants

@ DN O

Fi1Gc. 13.1 — Propagateur de quark a l’ordre 2

On en déduit que la self-énergie —iX3_, (p),

q
: i;l
B P
iz =

Fia. 13.2 — Self-énergie du quark

(dans la jauge de Feynman, A = 1) ne differe de la self-énergie de I’électron calculée en
électrodynamique quantique que par un facteur matriciel lié au groupe SU(3) et a la
représentation fondamentale

—izg(p) = Z[TaTa]g dss' (—1)E(p)le—g- (13.1.1)

a

Ce facteur peut étre calculé explicitement en choisissant T, = \,, matrices de Gell-Mann.
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Il vient

- 1
Y ITuTué = 16 08, (13.1.2)

En fait (voir appendice), > ,[7,7%] est 'opérateur de Casimir de su(3), ici dans la représentation
fondamentale; il commute avec tous les Ty et, en vertu du lemme de Schur, il est multiple
de l'opérateur identité:
8
S T8 = 3 55. (13.1.3)

a

On déduit donc immédiatement des expressions correspondantes en QED, pour € = 2—w —

0
16
3

a . o«
2l (p) = 508 us [P+ —m + ] (13.1.4)

2

i — 9
Iei, a = .

Ces singularités peuvent étre éliminées en ajoutant au lagrangien initial des contre-
termes qui correspondent a une renormalisation des champs et a une renormalisation de

la masse des quarks par

o c_ 4o o
W15 = V7l = 1~ 2o (13.1.5)
_ 16a
g —m 7((1 = Zii)) (13.1.6)

13.2 Propagateur des gluons.

Jusqu’a l'ordre deux du développement perturbatif, le propagateur des gluons est donné
par la somme des diagrammes suivants Ils contribuent a la polarisation du gluons —iHZ ll; (p)

Fi1a. 13.3 — Propagateur de gluon a l’ordre 2

par
Le premier terme se déduit de la polarisation du photon calculée en QEDpar
(1) =) 6 Tr[TuTh) (—8) T (p) g = ns (20a) (—1) T (p)]e—g (13.2.7)
S
Au voisinage de w = 2, il reste
. Q0 1 v 2 uv
(1) = 8nsbap 1—— — (P"'p” = p°g") + ... (13.2.8)
47 3e
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p+k
L 1
R \O\p + NS N +§\/(:y\
k

FiG. 13.4 — Polarisation du gluon

Le deuxiéme diagramme est nul a (2w) dimensions: en effet, il est proportionnel a 'intégrale

1
d*k 13.2.9
/ k? + ie ( )

déja rencontrée dans la théorie en ¢*, ol elle contribuait & la renormalisation de la masse;
mais ici m = 0.
Le troisieme diagramme vaut

42k (p+ k)" k”
(2m)2 [(p + k) + ie] [k + ic]

(3) = —g°(1*)* “[adad’]a / (13.2.10)

Par la technique habituelle, on en déduit aisément les termes singuliers pour w — 2

e 1.1 1
3) = —i—[adcad )~ [=p"p" + —=p*g"] + ... 13.2.11
(3) = —i7—ladecad ]y~ [zp"p" + 5p°9"] + ( )
Le coefficient matriciel [ad.ad®] n’est autre que 'opérateur de Casimir, dans la représentation

adjointe, il est toujours multiple de 'identité:

[adcad?] = 61;  [ad.ad]qp = 6gap = —1204p. (13.2.12)
Donc i 1 1
N Q 14 4
(3) = ibap—[=P"P" + 71°g" ] + .. (13.2.13)
e 2 4
Enfin, le quatriéeme terme est donné par
1 d*k Er
4) = ~g*(1*)* “[ad.ad" / 13.2.14
() = 58 ladeadloy [ o (13.2.14)
ol
By = (=20 = k)ogup + (P + 2k)pugop + (p — k) ppuo] (13.2.15)
[(p — k)65 + (p+2k),g°" — (k + 2p)?6L). (13.2.16)
Par la technique standard, on en extrait les termes singuliers pour w — 2:
4o 11 19
4) = —ibg—[=p"p” — —p*g" ] + ... 13.2.1
(4) = —i0ap [P — T p7g" ] + (13.2.17)

On constate que la somme des contributions des boucles de fantémes et de gluons est
transverse

. 20« y y
(3) + (4) = —idap 7 —[p"p —p*g"] + ... (13.2.18)
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Le total des termes singuliers de la polarisation des gluons est donc finalement donné par

(1) +(3)+(4) = z’éab%[p“p” — pQg“”][% - 20]. (13.2.19)

Ces singularités peuvent étre éliminées par des contre-termes qui impliquent une renorm-
alisation du champ de gluons par
2ns ., «

38]— (13.2.20)

TE

[AZ]B = \/ZAAZ, Za=1+ [5—

Nous laissons au lecteur intéressé le calcul de la renormalisation de la constante A du terme
de fixation de la jauge.
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13.3 Vertex quarks-gluon.

Les corrections d’ordre 3, zfggs M(p’ .0,q)|3, au vertex quarks-gluons sont données par

la somme des diagrammes suivants

g a

pCs

Fia. 13.5 — Vertex quarks- gluon

Le premier a pour expression

_ d*k 7 2ig2P ged
[1] =g (u)°* > / W’m[ c]B]ﬁ, K [Ta]gm’Yﬁ[Td]gréss
(13.3.21)
Il est égal au vertex électron-photon multiplié par le facteur
1
i3(—29°NT.TTyb sy = 2i(=3)T"6ss (13.3.22)
et se comporte donc, au voisinage de w = 2 comme
2i . 2-wy ¥ 2—w a2 o
(_g)'YuT (—igp )4—m533/ = —gu“ Y, T 54—533 (13.3.23)

Le deuxieme diagramme est donné par

d*k 1 ngﬁﬁlgde 1 Qigoz’agfc
2:363w/ TB TDi_ a P
2 =g e Vel TelD = ol o e g Ced O 2 3%
(13.3.24)
avec
Gpap = (p—2k+ pl),ugﬁ’oc’ +(k—p - o Gorp+ (@ —p+k)argup - (13.3.25)

Par la méme technique que celle qui fournit la partie singuliére du vertex électromagnétique,

on obtient 18
_ «o
(2] = gp® [T ppbasr J—— + - (13.3.26)
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La somme des contributions des deux diagrammes est égale a

2—wipal1B a 2 2—wia1B a 52
U T 0ot —[18 — =| = g T Y, Ogot — —. 13.3.27
g [ ]C'Yu 88 1 6[ 3] K [ ]C pvss \re 3 ( )

13.4 Fonction 3; Liberté asymptotique.

En rassemblant tous ces résultats, on obtient la constante de couplage nue comme

_1
9B = g ZyZ; 7" (13.4.28)
o H2 a 16 o 4
— ‘N- —)1+ ——1— —[10— = 13.4.29
gr [ 4me 3 ][ + 4me 3 ][ 471'6[ 3n5] ( )
a 52 16 4
- N — (= — = 4+10— = 13.4.30
L RGN S (13.4.31)
47e 3
g° 2
_ €f — 11 - = 13.4.32
gu | 87T2€( 3ns)] (13.4.32)
On en déduit 5
Jg g 2
99 _ =2 (114 Zn,). 13.4.33
Mo, =B0) = a(-11+3n) ( )

On constate donc que si le nombre de saveurs de quarks ng < 16, (on a de bonnes raisons
de penser que ns = 6), 3 est négative et g décroit lorsque p augmente. Ceci est ’expression
de la liberté asymptotique.
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Annexe A

Groupe SU(3), propriétés
algébriques

Nous rassemblons ici quelques éléments de la théorie des groupes qui permettent de
calculer les coefficients algébriques qui apparaissent dans les diagrammes a une boucle de
la chromodynamique quantique.

1) La métrique de Killing est invariante sous l’action adjointe du groupe

gap = Tr[T,Ty) = Tr[UT,UTUT,U . (A.0.1)
Il en résulte, pour U = I + y°T,
0gab = 0 = y°[C%agap + 9aaC'h) (A0.2)

ou

Chrea + Cuep = O. (A.O.?))

Comme les coefficients de structure étaient déja antisymétriques en les deux derniers in-
dices, ceci exprime qu’ils sont completement antisymétriques.
2) Il résulte de ce qui précede que

[T.TTp) = T*T*(Ceap + Cape) = 0. (A.0.4)
En vertu du lemme de Schur, ceci signifie que 1,7 est proportionnel a la matrice unité:
T,T7% = kI. (A.0.5)

Mais on sait, par ailleurs que
Tr(T,T =62 = 8 = 3k. (A.0.6)

Donc k£ = %.
3) Le méme calcul fournit, dans la représentation adjointe,

[ad,ad® ady] = 0 (A.0.7)
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et donc aussi adgad® = pl. On sait aussi, voir cours de M.Henneaux, que pour SU(N),

Trladgady] = AGap- (A.0.8)
On en déduit que A = p.
En passant par le choix explicite T, = —i),,
010 0 —i O 1 0 0
AM=(1 0 0);x=[¢ 0 0];x3=[0 —1 0 (A.0.9)
000 0 0 0 0 O
00 1 00 —i 000
AM=10 0 O0];A=(0 0 0 ]);x=1(0 0 1 (A.0.10)
1 00 i 0 0 010
0 0 O 1 1 0 0
AM=10 0 —¢];x=—7=[0 1 O (A.0.11)
0 7 0 V3 0 0 -2

on calcule sans peine, a ’aide des constantes de structure non nulles que

Tr((ady)’] = =12 = Ag11 = —2\d1 (A.0.12)
d’ou on tire, A = 6.
4)
1
CabeT'T* = 5 Cape[T".T°] = =31, (A.0.13)
5)
1
T,T,7" = [T,,Ty|T* + T,T°T}, = —gTb. (A.0.14)
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Annexe B

Théoreme de Furry

Sous sa forme algébrique, ce théoréeme exprime 1’égalité suivante

Tr[Yu SF(x1,22) Yy SF(22,23).. Y0, SF(2s,21)] =
= (=1 Tr[Sr(x1,ms) Vs --SF(23,82) Vs SF(22,%1) Yy ]
Cette égalité se démontre en utilisant la matrice C telle que

C'VHC'_1 = —7;‘5

CSF(:Cay) C_l = S};(y,ﬁ)

En effet,
Ty Sk (71,22) Yy SF(22,73) . Y, SF(75,21)] =

= Tr[C~Cy,,C CSp(21,22)C 1 C...C 7 Oy, ,CT O Sp(2s,71)]
= (—1)ST7"[731 St(x2,71) 752 55(5'33@2)--«755 St(x1,75)]

= (=1)*Tr[Sr(x1,25)Vu, ---SF(23,22) Vs SF(xg,xl)ym]T
= (—=1)°Tr[Sp(x1,26) Y, ---SF(23,22) Yy SF(22,21) Vs ]

On en tire, pour les diagrammes, 1’égalité
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Fic. B.1 — Théoréeme de Furry
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Annexe C

Renormalisation

C.1 Fonctionnelles génératrices

C.1.1 Fonctionnelle génératrice des fonctions de Green

21 = / [dg] e~ F(S@)—f diai(x)o() (C.1.1)

=Z[0]{1+)_ ﬁ /d4x1...d4xn Gr(x1,eszn) J(x1).. T (2)}  (C.1.2)
n=1

[ [d] (a1)...¢(an) e #(5(@)

Gn(z1,...;y) = [ o) 1) (C.1.3)
| onZ[J]
=W 20 57 0T () =" (C.1.4)
Pour fixer les idées, nous choisirons
5(6) = [ dialy0) (-4 +m?) ofa) + 1) (C.15)
B 2 4! o
Cas particulier du champ libre (A = 0)
$0(6) = [ d's [36(0) (- + m?) o(a) (C.16)
ZolJ] = Zo[0] exn [ 28y J(@) A=) I) (C.1.7)
(A +m?) Alx —y) =z —y) (C.1.8)
_ 1 . e—ip.x _ B
A(z) = L /d pr o A(—z) (C.1.9)
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Les fonctions de Green du champ libre sont données par

Gon i1 (@1,0sT2041) = 0 (C.1.10)

GY(x1,m9) = h A1 — 33) (C.1.11)
GY(x1,20,13,24) = B (21 — 22) A (T3 — 24)+

+ WA (21 — 23) AN (22 — 24) + RO (21 — g) RN (22 — 23)  (C.1.12)

etc

Elles sont données par des sommes de produits de GY, correspondant & toutes les facons
de grouper 2n points en paires, sans tenir compte de leur ordre: il y en a

1 " 2n—2 (2n)'
~C3 c? el = o (C.1.13)
C.1.2 Calcul perturbatif des G,
1) on décompose l'action S en
S(¢) = So(¢) + A 51(6) (C.1.14)

2) dans la définition (C.1.3), on remplace, au numérateur et au dénominateur, 1’ex-
ponentielle exp(—% S7) par son développement en série de puissances de A; en divisant
le numérateur et le dénominateur par Zy[0], les coefficients des différentes puissances \™
s’expriment en termes des fonctions de Green de la théorie libre.

Ensuite, 3) on remplace le quotient des deux séries par la série-quotient appelée série
perturbative.

Par exemple: jusqu’a 'ordre A,

-
GY(x1,02) + G [ dby GY(w1,22,9.9.9.y) + ...

Gz(xl,ﬁﬂz) == — (0115)
1+ 52 [dby GYyyy) + ..o
—A
= Geran) + 5 [ty G ) B+ (C116)
Galan, v ts) = GY(wr,a)
—A
+ 2 [y 6301.0) loa) GYas) o) . (C.11T)

C.1.3 Représentation graphique des G,: diagrammes de Feynman
C.1.4 Fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes

La fonction de Green connexe W,, = G, est définie par

Cr(@1yesmn) = W(@1,an) + > Wil (C.1.18)
i+j+..=n
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La fonctionnelle génératrice de ces fonctions de Green connexes est

1 Z[J] Z[J] w(J)
—W[J]=ln—= ——=eh C.1.19
pTVIEhZE Zo T (C-L.19)
lW[J]:Z ! /d4x By Wi (21,osz) J (1) () (C.1.20)
3 8 N 1.-- nWnplZ1,...,Tn 1)... n N
_ "W J]
Wolx1,szn) = B 1 -0 C.1.21
(@1,002n) 5T(m). 00 () 10 ( )
De C.1.7, on tire que
1 1
Lol = o / B dby J(2) A — ) I (). (C.1.22)
Le champ libre ne possede qu’une seule fonction de Green connexe, a savoir, le propagateur
WQO(Cﬂl,$2) == Gg(xl,xg). (C123)

C.1.5 Action effective

L’action effective I'[p] est aussi appelée fonctionnelle génératrice des vertex propres ou
fonctionnelle génératrice des fonctions de Green connexes, amputées et 1PI. Elle se déduit
de WJ] par transformation de Legendre: soit

_ W]

o(z) 57(z)’ (C.1.24)
alors
Tlp] = /d4x J(x) p(x) — WI[J]. (C.1.25)
On en tire 5Tl
LR /o8
So(n) J(x). (C.1.26)
Tlp] = Z %/d4x1...d4xn Lon(21yeen) (1) 0(Tn) (C.1.27)
_ 0Tl
Fn(ml,...,xn) = 590(551)6@(3;”) ’wzo (C128)
Pour le champ libre, on a
o) = [y D=9 ), -5+ me) = @) (C.1.29)
olgl = [ diad(@hpla) - 5 [ dhad'y J@) B - ) J) (C.130)
= % /d4xJ(x)<p(m) = So(y). (C.1.31)
et le seul vertex propre est
() = (=0 +m?)4(a —y) = K(z —y) = Az — p). (C.1.32)
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C.1.6 Calcul des T',,
Si Wi (x) = 0, ce qui est le cas dans la théorie ¢*, alors
J(x) =0 p(z)=0.

En dérivant C.1.26 par rapport a J(y), on obtient

puis, en J = 0,0 =0,
A —y) = % /d4z Wa(y,z) Ta(z,x).
On en déduit que le vertex propre I's n’est autre que 'inverse du propagateur
Do(z,y) = h[Wa(zy)] ™! = B [Ga(z,y)] ™

Entre les transformées de Fourier, on a 1’égalité

Ta(p) = h[Ga(p)] "
En introduisant 'opérateur de masse ¥ par
Io(z,y) = K(zy) + h¥(z,y)
ou Ta(p) = p*+m? + hE(p),
il vient, pour la transformée de Fourier du propagateur
~ h
Go(p) = 53— =<
p* +m? + hX(p)

o 1
C p24+m? 14 h%(p)

p2+m2
h h ~ h
TP+ m? * p? +m? (_E(p))]m+
h - h - h

m(—z@))m(—z(?))m + ..

+

En dérivant C.1.36 par rapport a ¢(u), il vient
0 / 2 53T 82w
dp(u)dp(z)dp(x) 6J(2)6J(y)
n /d4zd4t 5T BW 5°r ;
dp(2)dp(x) 6J(t)0J(2)0J (y) dp(t)dp(u)
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(C.1.34)
(C.1.35)

(C.1.36)

(C.1.37)

(C.1.38)

(C.1.39)

(C.1.40)
(C.1.41)

(C.1.42)

(C.1.43)

(C.1.44)

(C.1.45)

(C.1.46)

(C.1.47)



en ¢ =0,J =0, on en tire

1
Is(z,y,2) = —3 da'dy' d* 2Ty (x,2") To(y,y)) Ta(2,2") Wi (2 i/ ,2") (C.1.48)
ou

1
Ws(x,y,2) = ~ /d4x/d4y/d4z/W2(x,a:') Wo(y,y') Wa(z,2") T3(2' 3y ,2"). (C.1.49)

De proche en proche, on démontre que I',,n > 2 est égale, au signe pres, a la fonction de
Green connexe W,,, amputée et 1PL.

C.2 Approximation semi-classique

Soit ¢.(x) la solution de I’équation

55(¢)
= J €T C.2.5O
o =@ (C.2.50)
ou \
(=A +m?)¢ + 3 ¢* = J. (C.2.51)
Perturbativement, cette équation se résoud en développant ¢ en série de puissances de A
=0+ AP+ A\ o+ ... (C.2.52)
et en résolvant le systeme
(—A+m?)¢y = J () (C.2.53)
1
(=0 +m?)¢r + 565 =0 (C.2.54)
1
(=& +m?)éa + 5 6F 61 =0 (C.2.55)
etc

obtenu en égalant les coefficients des mémes puissances de A dans les deux membres. Il
vient

po(x) = /d4y Az —y) J(y) (C.2.56)
@) = [dyae-y gaw = [dyae-y gl [ d:s6-256P
(C.2.57)
etc
d’ou

o) = [atyata—y)s0) - [ayde-y 1 [ dtz -2 TP +. €259
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\

que 'on peut représenter par une somme de diagrammes en arbres.

Pour J = 0,6, = 0. Dans Z[J], injectons le changement de variables d’intégration

suivant

¢ = ¢+ Vhy.

Il vient

Z1J] = e~ K@) 160 / tdyle ) Ul s s X@xw)+O(VR)

= HS001 980 [ae At sorsstn lee XMW 1y o)

528

_ %(S(Gﬁc)—f Joe) Y
¢ et S S @yoaly)

2 [1+0(n)

En utilisant
det M = " n M

on peut récrire Z sous la forme

2] = e~ H86I=1 160 ;=3 1r n i loc) 11 1 o)

d’ou aussi
ZUL _ k(8001 360) =4 s lec —in i oD 1 4 o]
Z10]
En posant
W[J] = Wo[J] + R W1[J] + O(h?)
T[] = Tolp] + hT1[¢] + O(R?),
on obtient

WolJ] = — S(6.) + / e
828 528

WilJT) = 5 tr (In [ eloma] = In
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(C.2.60)
(C.2.61)

(C.2.62)

(C.2.63)

(C.2.64)

(C.2.65)

(C.2.66)
(C.2.67)

(C.2.68)

(C.2.69)



A D'ordre zéro en h:

olz) = 5;5‘()3[3‘;] (C.2.70)
i [ 0e) 85(60)
= dla) + [ aty T (5 ) (C21)
= ¢¢() (C.2.72)

par définition de ¢.. On en tire donc pour la transformée de Legendre a 'ordre zéro

Lole] = /Jso - Wo (C.2.73)
- / T+ 8(p) — / T (C.2.74)
= S(p) (C.2.75)

A TVordre h:
o(z) = 6;?(]5] +h 5;5( [‘;] (C.2.76)
= ¢e(z) + hip(x) (C.2.77)

et

Lly] = /Jso —Wo - hW; (C.2.78)
Z/JsDJrS(so—ﬁw)—/J(so—hw)—hwl[J] (C.2.79)
/¢ J(@)]|p=p — hWilg,=p + O(h?) (C.2.80)
— [ 0@) [ — T@loe ~hWilsup + O (C28)
S(p) = hWilg=p + 0'(h )- (C.2.82)

D’ou on tire
Die) = 3 tr (K (29) + 5 (@~ 5)6*w)) - K (xy)) (C.2:83)
= i —y) + 5 A~ )W) (C.2.84)

puis encore, en utilisant le développement

2?2 23 2t

In(1+ x) :$—7+§—Z+... (C.2.85)

122



on obtient le développement perturbatif suivant

Ty () = % [g / de iz — o) () (C.2.86)
330 [ dsatyd e - )P w)A e - 9@ (C287
—|—é(%)3 / d4xd4yd4zA(x — y)goz(y)A(y — z)gpQ(z)A(z — ﬂ:)gpz(m) +....] (C.2.88)

- %; %(%)"/dﬂ‘xl...d‘lan(xl — xg)cpz(xg)...A(xn — x1)<p2(x1)

(C.2.89)

L’opération de ”trace” engendre des boucles. Nous montrerons ci-apres que le développement

de WJ] (ou de T'[¢]) en puissances de h correspond au développement en nombre de
boucles.

Vv

. v
\%

2
Graphe d'ordren (V"= A /2 ¢ "(x) )

La puissance de h associée a un diagramme de W[.J] qui comporte
I lignes internes (hA),

E lignes externes (h/\) terminées par

E sources (J/h)

V vertex chacun d’eux apportant 1/% et

compte tenu du facteur /& dans la définition méme de W1J]

A

Z[J]/Z]0) = exp(W[J]/h) (C.2.90)

est donnée par

Théoreme 4. Cette puissance de h est égale au nombre de boucles (L) du diagramme,
cad
I-V+1=1L (C.2.92)

Soit v un diagramme connexe et 4 le diagramme connexe obtenu en coupant une ligne
interne de .

Définition 7. Le nombre de boucles de ~y est égal au nombre de boucles de ' plus un:

Ly=1Ly+1. (C.2.93)
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Pour démontrer le théoréme, on peut oublier les lignes externes et les sources et
considérer un diagramme - connexe sans ligne externe. Si, lorsqu’on supprime une ligne
interne dans +, on a encore un diagramme connexe 7', I, = I, —1 et Lyy = L, — 1. En
otant ainsi toutes les lignes internes donc les boucles, on obtient un diagramme connexe
a L = 0 boucle, cad un diagramme en arbre. Lorsqu’on supprime un vertex extérieur et
la ligne qui le joint au reste du diagramme, I — I —1 et V — V — 1. En continuant de
la sorte, le dernier diagramme que 1'on obtient (7”) est formé d’une ligne interne reliant
deux vertex et vérifie bien I'égalité I —V 4+ 1 = 0.

C.3 T'i(¢) pour un potentiel V(y)

La référence de cette section est Zinn-Justin, 4eme édition. L’action est euclidienne
et la dimension d’espace-temps est d. A la page 171, on a la définition suivante pour la
contribution d’ordre h a ’action effective

Ti(p) = %tr [In 5(2)(.%'1,.%'2; ) —1In 5(2)($1,x2;0)] (C.3.94)
o 525[9]
(2) N = -—
S5 (1,22, 9) 5o(m)00(Ta)” (C.3.95)

L’expression perturbative de (C.3.94) est donnée par
1 - (_1)n+1 b 7 7
3 Z — dzy...dx, V7 [o(x1)|A(z1,22) V7 [@(22)].. V7 [@(2n)]A(2h,21)  (C.3.96)
n=1

ou, en remplacant les A par leurs transformées de Fourier,

1 o= (=)t
Ii(p) = §ZT/dx1...dxn V7 e(x1)]...V7 [p(zn)]
n=1
dp; dp,, e—p1(z1—22)  —ipn(Tn—21) 307
| i (€390
Le produit des exponentielles peut se récrire comme
e*im(l‘l*l‘z)me*ipn(:vn*m) _ e*irl(pl*pn)e*im(m*pl).__e*il“n(pn*pn—ﬂ (C.3.98)

124



ce qui amene le changement de variables d’intégration suivant

o= q (C.3.99)
P2 = q1+q2 (C.3.100)
P3 = @1tq2+4q3 (C.3.101)
= (C.3.102)
Pn = @1tG2t .. +an (C.3.103)
et inversément
P2—P1 = G2 (C.3.104)
P3—P2 = G3 (C.3.105)
= (C.3.106)
Pn=Pn-1 = Gn (C.3.107)
pr—pn = —(@2+a+..+an) (C.3.108)

On vérifie que le Jacobien vaut J = 1. Avec cela et ¢ = q1, (C.3.97) devient
o0 (_1)n+1

i(p) = %Z i / dr.dan V7 [p(@1)].V [p(an)]

—iTnqn

dqn i1 (g2t +qn) p—iT2q2

.6 ..€

1 (
(@2 +m?)([g+ @ + m?)..(lg+ g2 + - + qu]> + m?)

( )n+1
/dxl...dmn V()] V7 [p(2n)]

C.3.109)

n

.eml(qﬁ“*q”)e*imw...efim"qnw(”)(qg,...qn) (C.3.110)

1
2
/ dQ2 dQn
Ofl nous avons pOSG

(n) o dq 1
72 n) = / (2m)d (g2 + m2) (g + @22 + m?)...(lg + @2 + ... + qn)? + m?) (C.3.111)

pour n # 1 et

oo :/(;ff)d (qumQ). (C.3.112)

Remark 1. Le produit des exponentielles ci-dessus prend une forme plus symétrique si
on tient compte de I’égalité

. d A
elr1(gateatan) — / (Qq;d (g1 + g2 + o 4 qn)(2m) T e77201, (C.3.113)
i
On peut alors aussi utiliser les nouveaux coefficients
Y (q1,q2,-qn) = 27)%5(q1 + @2 + . + )7 (q2,--00) (C.3.114)

qui sont les transformées de Fourier des vertex propres (a des facteurs constants prés).
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C.4 Parties singulieres des ("

Les singularités des 'y(") et leur nombre dépendent de la dimension d de I’espace temps.
Par simple comptage des puissances de ¢, on voit que (™ (C.3.111) converge pour 2n < d.

C.4.1 En dimension d =4

Seules les intégrales v et v(2) sont divergentes. Pour les calculer, on choisit une
méthode de régularisation ou on fait des soustractions. Ainsi, par exemple

YO = A8+ h = A+ (C4.115)
12 @) = A+ fanilae) = B+ (). (C.4.116)

A et B sont des constantes infinies.

C.4.2 En dimension d =6

Les intégrales v() 42 et 43) sont singulieres et

W = %(113) + %(53” = A+ Wﬁiz (C.4.117)
Y@ (g2) = A5 +fini(ae) = B+C gk +ini(a2) (C.4.118)
YD (goas) = 75+ =D+ (@2.5). (C.4.119)

A,B,C,D sont des constantes infinies.

C.5 Application a la théorie en %@4 end=14

Dans ce cas, on a

Vle(a)] = 267 (@), (C.5.120)
Li(Q)agiw = /dxl %(p2(m).A+ (C.5.121)

)‘2 2 2 dQQ iqa(z1—x2)
(—) ) dzryidxs = (x1)9” (z2) We B

= /dxl %wQ(m).AJr (C.5.122)
(-) i‘—g drydxy @ (21)p? (29) 6(x1 — 22) B (C.5.123)
= /dwl %@2(56)-A+ (C.5.124)
(-) %Q/dwl p'(x1) B (C.5.125)
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La constante A peut étre absorbée par une renormalisation de la masse; B, par une

renormalisation de la constante de couplage.

C.6 Application a la théorie en %@3 end=2©6

Dans ce cas, on a

V7 e(x)] = Ap(z). (C.6.126)
T ()daiv = /dwl Ap(x). A+
)‘2 dq iq2(z1—
() T [ dndeapestan) [ e (54 cq) +
o~ dgy dgs iq2(xz1—x2) Lig3(x1—z3)
+ 5 dridxodrs gp(ml)go(:vg)go(xg)/ @) (20 e e D
ou encore
= /dwl Ao(z). A+ (C.6.127)
)\2
(—) R dzridzy o(x1)p(z2) [Bo(21 — 2) — COg 0(21 —22)]  (C.6.128)
23
+ 3 dzrydxadrs go(:cl)gp(xQ)gp(xg)/(S(:cl —x2)0(x1 —x3) D (C.6.129)
= /dxl)\gp(x).A + (C.6.130)
22 9
() 5 [ o @) B - Color)Dplan) + (C.6131)
)\3
+ F/dm'ld.%'gd.%'g Lp(xl)go(xg)go(xg)/é(xl —x9)0(x1 —x3) D
Finalement
Ni(@)aw = /dxl Ap(x). A+
22 9
() 5 [dnBR@) - ColoOnple) + (€613
A3 3
+ 5 dzy ¢°(z1) D (C.6.133)

La constante B peut étre absorbée par une renormalisation de la masse, D, par une
renormalisation de la constante de couplage et C' par une renormalisation de la fonction

d’onde. La présence de A est due au graphe dit "tétard” de la théorie en ¢°.
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