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Estimateur de 5 par analogie

Soient (Y1, X4),...,(Y,, X,) des observations i.i.d. engendrées depuis
le modeéle linéaire faible
Y =8X +e,

ou E[X X'] > 0 (nous supposerons toujours E[X X'] > 0 dans la suite).

Alors I'estimateur naturel de 3 = (E[X X']) 'E[XY] est

Par la LFGN, 3 23 8 sin — cc.

Attention aux notations: X, X;, X;;.



Cas particulier du modéle de position

Le modele de position est obtenu avec k = 1 et X = 1 p.s.:
Y =p+e¢.
Dans ce modéle, I'estimateur de
8= (EXX'])"'E[XY] = E[Y]

ci-dessus est



Estimateur des moindres carrés ordinaires

Pour chaque valeur de 3, on peut considérer les résidus
ei(B) =Y, - p'X;, i=1,...,n.
Intuitivement, 8 est une bonne valeur du parameétre si les résidus sont

petits (voir le slide suivant). Il est classique de minimiser

n n

dole®] ou D (ei(B)?.

=1 =1
En fait,
5 def . /A2 )
Bvico = argmin E (e;(B))" =B,

3 ERA
s 1=1

d’otl la terminologie estimateur des moindres carrés (ordinaires) pour J.
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Estimateur des moindres carrés ordinaires

Puisque
Ve 2im(ei(B)? = Vg 3o, (Vi — BXi)°
= Y 2(Yi = ' X0) (- X))
= —2{(ZiL, oY) - (XL, Xaf' X,) )
= —2{(XiL, XiY)) — (X X X))}

= —2{(; X0l XiY) - (5 il XaX])B},
la seule valeur de 5 qui annule le gradient de la fonction objectif

B 2 (ei(8))?

est . En étudiant la matrice hessienne, on voit que cette fonction objectif
est convexe sur R¥, ce qui implique que /3 est un minimum global.



Estimateur des moindres carrés ordinaires

Lestimateur
n
5 def . .
fLap = arg min Z les(B)]
BERF <

n'admet pas d’expression explicite, mais il a aussi de bonnes propriétés,
notamment en termes de robustesse.



Non-biais

Nous allons étudier les propriétés de I'estimateur 3.

Théoréeme 1

Dans un modéle semi-fort, j3 est pour 3.
Preuve: En notant E[-|X] 'espérance conditionnelle sachant X1,..., X,
etQ=21>", X;X/,ona
E[B|X] = E[Q ' (3 XiL, XaYi)| AT = Q7' & XoiL, E[X.Yi| ]
= QLY XEY|X] = Q'L YL, XiE[X[B + & X]
= Q7' XL Xi(BIX{BIX] + Elei| X)) = Q715 X0, Xu(X[B+0) =8

pour tout 5. Donc E[S] = 8 pour tout S. O



Variance

Si /3 vise donc bien en moyenne, il pourrait avoir une grande variance.

Théoréme 2
Dans un modéle semi-fort, Var[3|X] = LQ~' " | o*(X,) X; X/Q ™.

Preuve: En utilisant des notations similaires a la preuve précédente,
Var[B|X] = Var[Q ™' (5 X1, XiYi)|X] = Q™ Var[ylL, X;Yi|X]Q ™

= Q7 T Var[ XY |X]Q T = QT X, X Var Vi X]X[Q !

= Q7 XL, XiVar[X46 + & | X]X[Q 7 = QT T, o(X) X X[Q

puisque, par définition, o2?(X;) = Var[e;| X;]. O



Variance

Théoreme 2
Dans un modéle semi-fort, Var[3|X] = LQ~' " | o*(X,) X; X/Q ™.

Quelques remarques:

» Dans un modéle semi-fort homoscédastique,
Var[8|X] = LQ 'YL, 02X, X[Q
2 n _
= SO (3 XL XX
= U—ZQil.

» On a Var[3] = E[Var[3]|X]] + Var[E[3|X]] = E[Var[3|X]].

» Sin — oo, alors n Var[3|X] — (E[XX']) 'E[¢2(X)X X'|(E[X X'])!
de sorte que la variance conditionnelle tend vers zéro.



Loi exacte

La variance qui tend vers zéro confirme la convergence de §.
Mais pour faire de l'inférence fondée sur 3, on a besoin de sa loi.

Théoreme 3

Dans le modéle fort avec normalité, B|X ~ B %Q—l .

Preuve: Dans le modéle fort avec normalité, ;| X; ~ N(0,0?). Puisque
les observations sont i.i.d., on a donc ¢;|X ~ N(0,0?), ce qui livre

(XiB+ &)X ~ N(X[B,0%), etdonc X;Yi|X ~ N(X,;X[B,0°X;X]).
Par additivité des normales indépendantes, on a donc
Z?:l XiYi|X ~ N(Z?:l X;XiB, o’ Z?:l X X)),

ce qui fournit le résultat (pourquoi?) O



Loi asymptotique

Si on n’est pas dans le modéle restrictif dans lequel on a pu déterminer
la loi exacte de 3, on peut obtenir sa loi asymptotique.

Théoreme 4

Méme dans le modéle faible, mais pour autant que E[o?(X)|| X||?] < oo,
on a que \/ﬁ(ﬁ - 5) z /\/';C(O7 (E[XXI])_IE[O‘Q(X>XX/](E[XX/D_l).

Preuve: Puisque
F=Q ' LT Xi(X[B+e) =B+ Q7L T, Xies,
le lemme de Slutsky et le TCL fournissent
V(B = B) = Q7 A YL i Xi B (B[XX']) TN (0, B[(eX) (X)),

ce qui établit le résultat (puisque E[e*X X'] = E[0?(X) X X"]). O



Efficacité (1)

Peut-on faire plus précis que 3? En tout cas, pas asymptotiquement
dans le modéle fort avec normalité, car. ..

Théoreme 5

Dans le modéle fort avec normalité, 3 est
de (.

Preuve: Dans le modéle considéré, la vraisemblance
Y;, X, n Y| X i
LB o2 = Hz 1 éaz )(Y;y X’L) = Hi:l 5»0‘2 (Y’-H X'L)f,gfg’z (Xz)
=1 W exp (= 502 (Yi — /X)) [Tiz, £4(X0)

= (\/2;7> exp ( — 5,2 Zi:l(yi = B X)) TTimy fH(X3)

est maximale en 3 lorsque Y7, (Y; — 5'X;)? est minimale en 3. d




Efficacité (2)

Pour n fixé et pour le modele semi-fort homoscédastique, on a le

Théoreme 6 (Gauss—Markov)

Dans le modele semi-fort homoscédastique, 6 est
dans la classe C des estimateurs linéaires
et conditionnellement sans biais.

Soit 4 un estimateur de 8. Ici,
3 estlinéaire & g = 7 W;Y; pour des v.a. W; = Wi(Xy,..., X,,)

3 est conditionnellement sans biais « E[3|X] = 8 pour tout 8 € R*

Puisque 3 = Qil(% i XaVi) =300, Y=, WY,
3 satisfait bien ces deux propriétés. Gauss—Markov affirme qu'’il est le
BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).



Efficacité (2)

Preuve: Soit 3 € C. Notons d’abord que, pour tout 3 € R¥,

B =E[BX] = E[YiL, WiY|X] = 3L, WiE[Y;|X] = 37, WiX(B,
de sorte que .7, W; X! = I, p.s. (I, est la matrice identité k x k).
Donc

= Var[¥_, WiY;|&] = 0, Var[W;Y| X]
= Yo WiVarlYi| X]W] = 327, WiVar[ X[ + ei X]W/

= Z:-L:l WiVar[s,» |X1}V~Vzl

En particulier, Var[3|X] = o> S0 W, W/,



Efficacité (2)

On a donc
= o2y W/
= o2 L Wi + (Wi = W) {W; + (W, — W)Y
= Var[|X] + T+ T + o2 37 (Wi — W) (W; — W)
= Var[B|X] + o2 7 (Wi — W) (Wi — W)
> Var[$|]

(au sens de l'ordre associé aux matrices semi-définies positives), ou on
a utilisé le fait que

TE 2 (Wi = W)W = 0?30 (W — Q7 AX)(Q ' Lxy)

- %(zl WX — QLY X X)Q ' =0. O



Estimateur des moindres carrés pondérés

Dans le modeéle semi-fort hétéroscédastique, 3 n’est pas efficace.
Comment construire un estimateur efficace?

Le modéle

que nous noterons

est semi-fort homoscédastique. En effet,

B[ X] = E[E L(gX)|X} |X} - E[U(I)()E[5|X]|X] =0

Var[g] X] = E[g%|X] = E {E L;’&)m} |X} = E[02(1X)E[52|X}|)~(} =1.



Estimateur des moindres carrés pondérés

Donc l'estimateur des moindres carrés pondérés
1em o o\ (1 oo
(Fxx8) (ox0)

i=1

Buvce

I
RS

] n l 1 ] n l

- X; X! — — XY
//Zﬂi(k\}) 1) <//err'-’(4\,v) >
est efficace pour 3.

Malheureusement, il ne s’agit pas d’un estimateur...

Comment dés lors implémenter cet estimateur?



Estimateur des moindres carrés pondérés

Ceci requiert typiguement de choisir un modéle pour x — o2 ().
Par exemple, 02(x) = a + 2’ Bz, avec a > 0 et B semi-définie positive.

Procédure:

(1) Calculer les résidus e; = Y; — X/3,i=1,...,n, fondés sur 3
(2) Estimer a et B par moindres carrés ordinaires dans le modeéle
linéaire
e? =a+ X/BX; +;
(convergence car e2=a + X’'BX + n est un modéle linéaire semi-fort)
(3) Calculer fyicp, fondé sur 62(z) = a + ' Ba.

On peut montrer que I'estimateur Sycp qui en résulte est (asymptotique-
ment) efficace malgré les estimations non efficaces aux étapes (1)—(2).



Estimateur des moindres carrés pondérés

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

0.00

MSE (sur la base de 1000 echantillons)

o

o

o

o

I} o

g
o

E S
i
1
|
!

McCo MCP

Y=5+2X+¢
X ~ Unif(1, 10)
el X ~N(0,1)
n = 200



Estimateur des moindres carrés pondérés

MSE (sur la base de 1000 echantillons)

Y=5+4+2X+¢

X ~ Unif(1, 10)
el X ~ N(0,1+X7)
n = 200
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