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Inférence sur j;: problemes considérés

Pour j € {1,...,k} fixé, on veut construire ici

(i) des intervalles de confiance (IC) pour /;, et

(i) des tests (au niveau « € |0, 1[) pour
{ Ho: 0 =c
Hy: P #e,

ou c est un réel fixé.

On considérera
> des procédures exactes (valables pour tout n > k fixé, méme petit),

> des procédures asymptotiques (valables seulement pour »n "grand"”).

Les premiéres requierent le modéle fort avec normalité, tandis que les
secondes ne requiérent que le modéle semi-fort homoscédastique.



Procédures exactes

Dans le modéle fort avec normalité, le lemme de Fisher
(i) BlX ~N(B,ZQ71)
(i) 2501 ~ X3,

(i) B L 62 conditionnellement & X

implique que, conditionnellement & X,

V(B —B;)

o/ (Q~1);;
(%) /(n — k)

donc aussi inconditionnellement.



IC exacts

Pour tout « € 10, 1], on a donc

P[_ tnfk,lfa/Q < T{_M—ﬁjl—ﬁj) < tnk,la/2:| =1- «,
G/ (Q71)j;
ce qui livre
P|: S ﬁj S :| =1—a.

Ceci est un IC pour 3; au niveau de confiance 1 — .

Cet IC est exact: il est valide pour tout n(> k) fixé.



IC exacts

Call:
Im(formula = Price ~ Age)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-8423.0 -997.4 -24.6 878.5 12889.7

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 20294.059 146.097 138.91 <2e-16 ***
Age -170.934 2.478 -68.98 <Ze-16 ***

Signif. codes: @ '***' 9.001 '**' 0.01 '*' ©.05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 1746 on 1434 degrees of freedom
Multiple R-squared: @.7684, Adjusted R-squared: @.7682
F-statistic: 4758 on 1 and 1434 DF, p-value: < 2.2e-16



IC exacts
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Tests exacts

Pour le probléme de test

{’Ho:ﬁj:c
Hl:ﬁj#ca

le test naturel au niveau « rejette H, si et seulement si

o k(B —
T| > tn—k1-as2, ouT o w

o\/(Q71)j5
Les logiciels statistiques retournent le plus souvent la p-valeur
P’Ho UT| > |Tobservé|]>

et on rejette au niveau « si et seulement si cette p-valeur est < a.



Tests exacts

Call:
Im(formula = Price ~ Age + KM + HP + CC + Weight + Doors + Automatic +
FuelType + MetColor)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-10642.3  -737.7 3.1 731.3 6451.5
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)

(Intercept) -3.801e+03 1.304e+03 -2.915 0.003613 **
Age -1.220e+02 2.602e+00 -46.889 < 2e-16 ***
KM -1.621e-02 1.313e-@3 -12.347 < 2e-16 ***
HP 6.081e+01 5.756e+00 10.565 < 2e-16 ***
cc -4.174e+00 5.453e-01 -7.656 3.53e-14 ***
Weight 2.001e+01 1.203e+00 16.629 < 2e-16 ***
Doors -7.776e+00 4.006e+01 -0.194 @.846129
Automatic 3.303e+02 1.571e+02 2.102 0.035708 *
FuelTypeDiesel 3.390e+03 5.188e+02 6.535 8.86e-11 ***
FuelTypePetrol 1.121e+@03 3.324e+02 3.372 0.000767 ***
MetColor 5.716e+01 7.494e+01 0.763 0.445738

Signif. codes: @ '***' 0.001 '**' .01 '*' .05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 1316 on 1425 degrees of freedom
Multiple R-squared: ©.8693, Adjusted R-squared: @.8684
F-statistic: 948 on 10 and 1425 DF, p-value: < 2.2e-16



Tests exacts

Bien entendu, on peut définir de la méme maniéere des tests exacts pour
les problémes unilatéraux
{/Hoiﬁjgc ¢ {HO:B]'ZC
€
Hi:85 > ¢ Hi: 85 <,

pour lesquels on rejette H, seulement pour les valeurs de T et
seulement pour les petites valeurs de T', respectivement.



Procédures asymptotiques

Dans le modéle semi-fort homoscédastique, les résultats
() V(B3 = B) B Ni(0,0*(B[X X))
(i) 62 5 o2

impliquent que

_ o JIEXXT 5, V(B = B))
o/ (Q71)j; o/ (E[XX'])71);5

1xN(0,1) = ,

par le lemme de Slutsky.



|IC asymptotiques

En procédant comme ci-dessus, on obtient alors que, quand n — oo,

Ceci livre donc un |C asymptotique pour 5; au niveau de confiance 1 —a.

On vérifiera que, quand n — oo, les IC exacts et asymptotiques coin-
cident (de sorte gu’ils fournissent la méme solution dans le modele fort
avec normalité pour n grand).

C’est la raison pour laquelle les logiciels statistiques ne retournent que
(les quantités qui permettent de calculer) les IC exacts.



Tests asymptotiques

Pour le probléme de test
{ Ho : Bj =C
Hi:B5 #c,

le test asymptotique au niveau « rejette H, si et seulement si

Vi(B; — o)
o/ (Q71)j5

> ZQ/Q.

De nouveau, on vérifiera que, quand n — oo, les tests exacts et asymp-
totiques coincident.



Inférence sur o2: problémes considérés

Ici, on veut construire

() des intervalles de confiance (IC) pour -, et
(i) des tests (au niveau « € 0, 1[) pour

{HO: =c
Hll 7&6,

ou c est un réel positif fixé.

Dans le modele fort avec normalité, cela peut étre fait de facon exacte
en utilisant le fait que, conditionnellement a X,

donc aussi inconditionnellement.



IC et tests exacts
Pour tout « € ]0, 1], on a donc
52

ce qui livre

P{ <o’ < ]zl—a.

Ceci est un au niveau de confiance 1 — a.

Le test naturel pour le probleme bilatéral ci-dessus rejette #, au niveau o
si et seulement si
~2
no 2 2
c ¢ [Xn—k',oe/27Xn—k,l—oz/Q]'

On peut évidemment construire des tests unilatéraux de fagon similaire.



IC et tests asymptotiques

Dans le modéle semi-fort homoscédastique, on pourrait fonder des procé-
dures asymptotiques sur le fait que

V(6% — o2) B N(0, Var[e2)),

pour autant que E[e*] < oo (exercice!)



Tests d’hypotheses linéaires sur S

Ici, on veut construire des tests (au niveau « € ]0, 1) pour

{HI:RB#Ta

ou R est une matrice p x k (p < k) fixée et ol r € R” est fixé.
On supposera que R est de rang maximal p (pourquoi?)

Le cas particulier le plus important: Ho : 52 = ... = B = 0 (61 corre-
spondant a l'intercept), ce qui est obtenu pour R = (0 I,_1) et r = 0.



Test exact

Rappelons que, dans le modéle fort avec normalité,
(i) Bl ~Ni(B, 2 Q1)
(i) 25X ~ X3y
(i) B L 62 conditionnellement & X.
Donc RA3|X ~ N, (R, %QRQ*R’), ce qui livre, sous Ho : RS =,
RB —r|X ~ N, (0, ZRQ™'R).
Par conséquent, (Rj — r)'(% RQ~'R')~'(Rj — r)|X ~ x2, de sorte que

aet (R —r) (S RQR) " (RB —r)/p
(%7)/(n— k)

X ;



Test exact

Puisque ceci implique que

(n—k)(RB —r)(RQ™'R) " (R3 — 1)

W =
p&?

~ Ipn—k;

le test qui en résulte rejette H, : R3 = r au niveau « si et seulement si

Les logiciels statistiques retournent le plus souvent la p-valeur

PHO [W > Wobservé] )

et on rejette au niveau « si et seulement si cette p-valeur est < a.



Ho:Bo=...=0,=0(k=11,p=k — 1, n = 1436)

Call:
Im(formula = Price ~ Age + KM + HP + CC + Weight + Doors + Automatic +
FuelType + MetColor)

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-10642.3 -737.7 3.1 731.3 6451.5
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>Itl)

(Intercept) -3.801e+03 1.304e+03 -2.915 0.003613 **
Age -1.220e+02 2.602e+00 -46.889 < 2e-16 ***
KM -1.621e-02 1.313e-03 -12.347 < 2e-16 ***
HP 6.081e+01 5.756e+0@0 10.565 < 2e-16 ***
cc -4,174e+00 5.453e-01 -7.656 3.53e-14 ***
Weight 2.001e+01 1.203e+0@0 16.629 < 2e-16 ***
Doors -7.776e+00 4.006e+01 -0.194 0.846129
Automatic 3.303e+02 1.571e+02 2.102 0.035708 *
FuelTypeDiesel 3.390e+03 5.188e+02 6.535 8.86e-11 ***
FuelTypePetrol 1.121e+@03 3.324e+02 3.372 0.000767 ***
MetColor 5.716e+01 7.494e+01 ©.763 0.445738

Signif. codes: @ "***' 0.001 '**' 0.01 '*' .05 '.' 0.1 ' ' 1

Residual standard error: 1316 on 1425 degrees of freedom
Multiple R-squared: ©.8693, Adjusted R-squared: @.8684
F-statistic: 948 on 10 and 1425 DF, p-value: < 2.2e-16



Test asymptotique
Dans le modéle semi-fort homoscédastique, les résultats

() V(3 = 8) 5 Nio(0,0*(BX X))
(i) 62 5 52
impliquent que, sous H, : RS =r,

Va(RB —r) B N (0,6 RE[X X)) ' R),

ce qui livre

Z(RB—r) (REXX])'R) N (RE-7) B 2.

g

Par le lemme de Slutsky, on a donc que, sous Hy : RG = r,

det N(RB—7)(RQ'R)"YRB—7) p
Wy 8 MU =1V RQIRY ARG 1) 1y o

g



Test asymptotique

Le test asymptotique associé rejette Hy : RS = r au niveau « si et
seulement si

Quand n — oo, les tests exact et asymptotique coincident (pourquoi?),
ce qui est la raison pour laquelle les logiciels statistiques ne fournissent
que les quantités exactes.
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