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Avant-propos

Cette monographie áet́e publíee pour la première fois en 1985 par les Presses
de l’Universit́e de Montŕeal (C.P. 6128, succ. “A”, Montréal (Qúebec), Canada,
H3C 3J7). Elle avait́et́e ŕealiśee dans la collection Śeminaire de math́ematique
suṕerieures, Śeminaire scientifique OTAN (NATO Advanced Study Institute)par
le Département de mathématiques et de statistique - Université de Montŕeal. Il

s’agissait de mes notes de coursà la vingt-et-unìeme session du Séminaire de
math́ematiques suṕerieures/Śeminaire scientifique OTAN (ASI 82/62), tenue au
Département de mathématiques et de statistique de l’Université de Montŕeal du 26
juillet au 13 aôut 1982. Cette session avait pour titre géńeral “Analyse des donńees”
et était plaćee sous les auspices de l’Organisation du Traité de l’Atlantique Nord, du
minist̀ere de l’́Education du Qúebec, du Conseil de recherches en sciences naturelles
et en ǵenie du Canada et de l’Université de Montŕeal.

Je remercie Monsieur Alain-Nicolas RENAUD,Éditeur des Presses de l’Uni-
versit́e de Montŕeal, de m’avoir autoriśe de publierà nouveau ce texte de 1985
épuiśe dans sa parution d’origine ainsi que d’employer le matériel dans un nouveau
livre en cours d’́elaboration en collaboration avec ma collègue Rajae AZRAK. Je
remercie celle-ci pour la composition en LATEX d’une grande partie du texte. Ce
travail est rendu possible par un crédit aux chercheurs du Fonds de la Recherche
Scientifique. Je remercie le centre ECARES de l’Université libre de Bruxelles qui
m’accueille, tous mes collègues et anciens collaborateurs, la Solvay Brussels School
of Economics and Management qui me permet de poursuivre mon enseignement
et Madame Jacqueline BOTTEMANNE -DOUILLY, anciennement del’Institut de
Statistique, maintenant D́epartement de Mathématique, qui a dactylographié la plus
grande partie de mes anciens articles cités ici.

La pŕeface est en fait l’introduction de l’édition de 1985. A part la ńecessit́e de
recomposer l’ouvrage, peu de modifications ontét́e apport́ees : quelques fautes de
frappe et des nuḿeros d’́equation ou de proposition en double ontét́e corriǵees. Les
références de quelques articlesà parâıtre ontét́e mises̀a jour. Notons que le contenu
du chapitre 5 áet́e amplifíe dans le chapitre 10 de ḾELARD, G. (1990),Méthodes
de pŕevisionà court terme), Éditions de l’Universit́e de Bruxelles, Bruxelles, et

vii



viii Avant-propos

ÉditionsÉllipses, Paris, ŕeédit́e en 2007. Une version plusélaboŕee du chapitre 7 a
ét́e publíee dans AZRAK, R. et ḾELARD, G. (1993), Exact maximum likelihood
estimation for extended ARIMA models”, in T. Subba Rao (Ed.), Developments in
Time Series, in honor of Maurice B. Priestley, Chapman and Hall, London, pp. 110-
123. Le logiciel Time Series Expert permet de traiter ces modèles. Enfin, ajoutons
que la th́eorie asymptotique des modèles ARMAà coefficients d́ependant du temps a
ét́e élaboŕee depuis, voir AZRAK, R., ḾELARD, G. (2006), Asymptotic properties
of quasi-maximum likelihood estimators for ARMA models with time-dependent
coefficients,Statistical Inference for Stochastic Processes9, 2006, 279 - 330.

Bruxelles, avril 2012 Guy Mélard

ECARES CP 114/4, Université libre de Bruxelles, Avenue Franklin Roosevelt 50,
B-1050 Bruxelles
Adresse de courrieŕelectronique : gmelard@ulb.ac.be



Préface

Ceci est l’introduction du texte original de 1985.

INTRODUCTION

La littérature sur l’analyse des données chronologiques est maintenant très vaste. Puisqu’il
existe d’excellentes synthèses, nous préférons d́evelopper dans ces notes une approche qui
ne fait souvent l’objet que d’un traitement marginal : la représentation ǵeoḿetrique des pro-
cessus aléatoires du second ordre, et en particulier des processus ARMA,dans un espace
de Hilbert. Bien que certains résultats ne peuventêtreétablis aiśement que par une autre
méthode (th́eorie deśequations aux diff́erences, th́eorie des fonctions analytiques, analyse
spectrale), la ḿethode ǵeoḿetrique a l’avantage d’être simple et de maintenir longtemps
l’expośe à un niveau ǵeńeral. Cela permet de traiter les processus ARMAévolutifs et de ne
passer aux processus stationnaires qu’au moment approprié. On montrera plusieurs appli-
cations th́eoriques et pratiques de cette approche géoḿetrique.

Deux autres aspects ontét́e privilégíes : les probl̀emes líesà l’estimation des param̀etres
d’un mod̀ele et les algorithmes correspondants et une classe de modèles ARIMA ǵeńeraliśes
qui permettent de représenter des données chronologiques dans des conditions moins re-
strictives que celles qui prévalent ǵeńeralement.

Cette monographie est subdivisée en sept chapitres. Le chapitre 1 a pour objet de mieux
situer l’approche ǵeoḿetrique dans le cadre de l’analyse des séries chronologiques. Le
chapitre 2 pŕesente les d́efinitions de base relatives aux processus aléatoires du second or-
dre. Les chapitres 3 et 4 sont consacrés aux processus ARMÀa coefficients d́ependant du
temps, appelés processus ARMÁevolutifs, et aux processus ARMÀa coefficients con-
stants, respectivement. Le chapitre 5 reprend brièvement la ḿethode d’analyse des données
chronologiques par les modèles ARIMA selon la ḿethode de Box et Jenkins. Ceci permet
de mieux situer les deux chapitres suivants dans le cadre géńeral. Le chapitre 6 est con-
sacŕe à la ḿethode d’estimation des paramètres par application du principe du maximum de
vraisemblance. Le chapitre 7 viseà étendre la classe de modèles envisaǵee au chapitre 5.

La bibliographie ne pŕetend paŝetre compl̀ete. Une bibliographie récente peut̂etre
trouvée dans Newbold (1981).

Je tiens̀a exprimer ma profonde reconnaissance aux organisateurs qui n’ont pas ḿenaǵe
leur peine pour que ce séminaire soit un succès : M. Pierre Berthiaume, Directeur du
séminaire et́editeur, les directeurs scientifiques MM. Yves Lepage et CarlE. S̈arndal ainsi
que la secŕetaire Mlle Ghislaine David. J’adresse aussi mes remerciementsà mes coll̀egues
et amis Roch Roy, Piero Barone, Marc Hallin et Jacques Beaudry qui m’ont communiqúe
leurs remarques. J’ai une pensée pour Mademoiselle Johanne Beausoleil qui a transformé
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mon manuscrit brouillon en un texte qui a la rigueur d’un poème et, je l’esp̀ere, en poss̀ede
la chaleur. Quoi qu’il en soit je remercie ma muse.



Table des matìeres
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CHRONOLOGIQUES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
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2 PROCESSUS AĹEATOIRES DU SECOND ORDRE . . . . . . . . . . . . . . 7
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7 LE MOD ÈLE ARIMA G ÉNÉRALIS É . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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Chapitre 1
APPROCHES ET MÉTHODES DE
L’ANALYSE DES S ÉRIES
CHRONOLOGIQUES

Dans ce chapitre on introduit le sujet au moyen d’une présentation heuristique mais
assez ǵeńerale de l’analyse des données chronologiques par le biais du modèle de
prévision.

1.1. Śerie chronologique

Le tempsest une variable dont les valeurs appartiennentà un ensemble totalement
ordonńe T, qui sera presque toujours l’ensembleZ des entiers. Ońetudie une ou
plusieurs variables̀a valeurs ŕeelles quíevoluent en fonction du temps. On distingue
unesérie chronologique(s.c.,time series) univariéerelativeà une variable scalaire
z à valeurs dansR, l’ensemble des réels, et unesérie chronologique multivariée
relativeà une variable vectoriellez, à valeurs dansRk, l’espace euclidieǹak dimen-
sions.

Les mesures de la variable se font souventà des tempśequidistants, śepaŕes par la
période d’observation qu’on peut utiliser comme unité de temps. Les observations
sont relatives̀a un intervalle de temps appelé intervalle d’observationqu’on peut
prendre comméetant l’ensemble{1,2, ...,n}; n est alors lalongueur de la s.c.

Remarque.Nous n’abordons pas le cas où le niveau de mesure des variables
est dichotomique, nominal ou ordinal, ni celui où les observations ne sont pas
équidistantes.

1.2. Ŕealisation d’un processus aĺeatoire

Une s.c.(z1,z2, ...,zn) est souvent considéŕee comme une réalisation particulìere
d’un processus aléatoire (p.a.) (voir chapitre 2) . On dispose géńeralement d’une
seule ŕealisation de ce p.a. Pour des raisons qui apparaissent plusloin, on suppose

1



2 1 APPROCHES ET ḾETHODES DE L’ANALYSE DES ŚERIES CHRONOLOGIQUES

souvent que ce p.a. est gaussien, ce qui implique que la distribution marginale de la
variable aĺeatoire(v.a.)zt est normale.

1.3. Les diff́erentes approches

Le probl̀emeétudíe varie selon le type de données : longueurn de la śerie, dimen-
sion k de la variable, pŕesence de composantes périodiques, pŕesence d’erreurs de
mesure constituant le bruit. Ainsi, enéconoḿetrie òu n est petit etk est grand, on
étudie les relations entre variables qui sont suggéŕees par la th́eorie économique.
En management,n est plus grand etk est plus petit : on profite donc davantage de
l’information contenue dans le passé des śeries afin d’́elaborer des prévisions pour
l’avenir. La d́ecomposition en tendance, cycle conjoncturel, saisonnieret aĺea est
souvent exploit́ee. En physique, le signalétudíe comporte souvent des périodicit́es.
Pour l’isoler du bruit on emploie le lissage et le filtrage. Une étude des ṕeriodicit́es
s’effectue au moyen de l’approche fréquentielle ou spectrale.Étant donńe la grande
taille den, les aspects algorithmiques sont importants.

La plus grande partie de l’analyse statistique des s.c. est néanmoins baśee sur une
approche plut̂ot temporelle òu la fonction d’autocorŕelation, en d́epit de ses d́efauts,
joue un r̂ole central.

1.4. Un exemple en gestion des stocks

A titre d’exemple, consid́erons la demande d’un article détermińe appartenant au
stock d’une entreprise de vente en gros. Cette demande est exprimée en nom-
bre d’unit́es demand́ees c’est-̀a-dire vendues ou refuséesà la vente pour cause de
pénurie. M̂eme si le stock est important il sera possible de conserver unhistorique
de quelques années sous forme de données mensuelles. Le but est notamment de
prévoir la distribution de la demande pendant l’intervalle detemps allant jusqu’à
la prochaine livraison, afin de déterminer la probabilit́e de ṕenurie. Le probl̀eme
inverse de d́etermination du stock de sécurit́e est plus int́eressant mais ne sera pas
traité ici. Supposons, pour simplifier, que cet intervalle de temps soit deℓ mois,ℓ
entier. La demande pendant cesℓ mois, z[ℓ], sera consid́eŕee comme une v.a. qui
s’exprime comme la somme des demandes de cesℓ mois. Même en supposant une
loi statistique pour ces demandes mensuelles, la détermination de la distribution
de z[ℓ] n’est pas simple sauf si l’on suppose, par exemple, que la distribution líee
des demandes mensuelles futures est normale, avec pour moyenne la somme des
prévisions mensuelles, dont la prévision totale.
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1.5. Formulation générale

La pŕesentation heuristique que nous développons maintenant a pour but d’introduire
l’approche temporelle par modèles. En effet, la plupart des modèles qu’on rencon-
tre dans la litt́erature sont des cas particuliers de cette formulation géńerale. Con-
sidérons une variable d’intér̂etz étudíee en fonction du temps.

Soit y unevariable explicativede z, c’est-̀a-dire une variable dont les valeurs
vont servirà pŕevoirz. NotonsIt l’information ent, constitúee des valeurs passées
dezet dey

It = (zt−i ; i ≥ 1)⊕ (yt−i ; i ≥ 1).

Le symbole⊕ utilisé ici recevra une signification précise au chapitre 2. Le fait que
l’information la plus ŕecente disponible surz et sury soit contemporaine est sans
importance. Dans le cas contraire où l’on connâıtrait z avecb unités de temps de
retard, on peut noterz∗t = zt−b.

Supposons qu’on s’intéresse au présent et au futur dez, not́eFt , avec un certain
horizonℓ, d’où

Ft = (zt+i ;0≤ i ≤ ℓ).

On devrait rechercher la distribution liée deFt étant donńe l’information disponible,
c’est-̀a-dire lafonction de distribution(f.d.) F(Ft |It). On se limite souvent̀a la
moyenne deFt soit

F̄t =
∫

FtdF(Ft |It).

Le probl̀eme est de choisir cette f.d. C’est ce qu’on appelle l’élaboration d’un
mod̀ele de pŕevision. Cela ne peut se faire que moyennant des hypothèses parmi
les suivantes qui ont pour but de réduire la classe des f.d. candidates.

Hypothèse H1 ou hypothèse de normalit́e : F(Ft |It) est une f.d. normale;

Hypothèse H2 ou hypothèse de lińearité : F̄t est une fonction lińeaire deIt :
F̄t = ϕ(It);

Hypothèse H3 ou hypothèse de stationnarit́e : pour touth> 0, F(Ft+h|It+h) =
F(Ft |It).

Remarques.Ces hypoth̀eses ne sont pas imposées syst́ematiquement. Elles peuvent
être alĺeǵees comme suit :

1. avant d’appliquer H1, on peut effectuer une transformation préalable sur les vari-
ables;

2. dans H2, la linéarit́e par rapport̀ayt n’est pas toujours ńecessaire;
3. l’hypoth̀ese H3 peut être adoucie en spécifiant la manìere avec laquelle la f.d.

évolue en fonction det.

Sous l’hypoth̀ese H2

F̄t =
∞

∑
i=1

Π
′
izt−i +

∞

∑
i=1

Π
′′
i yt−i ,
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où Π
′
i etΠ′′

i sont des matrices̀a coefficients constants grâceà H3. En utilisant H1,
on a

Ft =
∞

∑
i=1

Π
′
izt−i +

∞

∑
i=1

Π
′′
i yt−i +Et , (1.1)

où Et ∼N(0;Σ) (ce qui repŕesente la loi normale de vecteur moyenne 0 et de matrice
covarianceΣ. Notons queΣ est une matrice constante par rapportà t, grâceà H3.

1.6. Concept d’innovation et mod̀ele multivaríe

En isolantzt dansFt , il vient de (1.1)

zt =
∞

∑
i=1

π ′
izt−i +

∞

∑
i=1

π ′′
i yt−i +et , (1.2)

où et ∼ N(0;ΣΣΣ) et les matricesπππ ′
i , πππ ′′

i et ΣΣΣ sont des blocs extraits deΠ′
i , Π

′′
i et

Σ, respectivement. Leset doivent être interpŕet́es comme leserreurs de pŕevision
d’horizon1. On les appellerainnovations. La justification de cette terminologie est
la suivante:et = zt − ẑt , où ẑt est la prevision dezt faite à l’aide de l’informationIt

maiset est aussi l’apport neuf ent puisque les autres termes de (1.2) sont connus
(à supposer que lesπ ′

i et π ′′
i sont connus). Au sujet des innovations on ajoute une

hypoth̀ese suppĺementaire:

Hypothèse H4 ou hypothèse d’ind́ependance des innovations: leset sont des v.a.
indépendantes, ce qui implique que∀t,s 6= t : et ⊥⊥ es (c’est-̀a-direet etes sont
des v.a. ind́ependantes).

Cette hypoth̀ese peutêtre alĺeǵee en une hypoth̀ese de non autocorrélation,
jusqu’̀a un certain point dans la théorie :

∀t,s 6= t : et ⊥ es

c’est-̀a-dire les composantes(et)i de et et (es) j de es sont des v.a.non corŕelées
(i, j = 1,2, ...,k).

La forme (1.2) est similaire aumod̀ele de fonction de transfert. On montreràa la
section 3.7 que (1.2) permet en fait de déterminer (1.1) La distinction entrez et y
peutêtre att́enúee en supposant poury une d́ecomposition similairèa (1.2)

yt =
∞

∑
i=1

π ′′′
i yt−i +e′t ,

et en ŕeécrivant (1.2) comme suit :
[

zt

yt

]
=

∞

∑
i=1

[
π ′

i π ′′
i

0 π ′′′
i

][
zt−i

yt−i

]
+

[
et

e′t

]
,
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ce qui est lemod̀ele multivaríe. Il n’y aura donc pas de restrictioǹa envisager

zt =
∞

∑
i=1

π izt−i +et , (1.3)

si ce n’est la forme particulière des matricesπ i .

Remarque.Un mod̀ele de pŕevision encore plus ǵeńeral sur certains points áet́e
propośe par Priestley (1980). Ce modèle s’affranchit de l’hypoth̀ese de lińearit́e et
utilise un ensemble d’information de dimension plus réduite gr̂ace au concept de
vecteur d’́etat (voir section 3.5.





Chapitre 2
PROCESSUS ALÉATOIRES DU SECOND
ORDRE

Ce chapitre sert̀a sṕecifier les notations et̀a rappeler un certain nombre de résultats
connus. En ǵeńeral, les d́emonstrations ne sont pas données. Pour la terminolo-
gie d’analyse fonctionnelle, voir par exemple Rudin (1966)ou Taylor (1958).
L’approche par les espaces de Hilbert aéét́e d́evelopṕee par Karhunen (1947) et
Parzen (1967).

2.1. Espace lińeaire de variables aĺeatoires

Soit(Ω ,B,P) unespace de probabilitésur lequel seront d́efinies toutes les variables
aléatoires. NotonsR le champ des ŕeels etC le champ des complexes.

Définition 2.1. z est unevariable aĺeatoire(v.a.) réellessiz : Ω → R : ω 7→ z(ω)
est une fonctionB-mesurable.

Définition 2.2. z= (z1, ...,zk)
⊤ est unev.a. vectorielle ŕeellessiz : Ω 7→ R

k :ω 7→
z(ω) est une fonctionB-mesurable. (⊤ est lesymbole de transposition.)

Notons que leszj sont des v.a. On d́efinit de m̂eme une v.a. complexe et unev.a.
vectorielle complexe.

Proposition 2.3.L’ensemble V de toutes les v.a. réelles (ou complexes) est un es-
pace lińeaire.

2.2. Espace lińeaire des variables aĺeatoires du second ordre

Définition 2.4. La moyenne(ouesṕerance math́ematique) et le moment par rapport
à l’origine d’ordre 2 dezsont d́efinis par

µ1 = E(z) =
∫

Ω
z(ω)P(dω), µ2 = E(|z|2),

7
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où les int́egrales existent et sont finies au sens de Lebesgue, et| | est lavaleur
absolue(cas ŕeel) ou lemodule(cas complexe). L’existence deµ2 entraine celle de
µ1 et celle de la variance var(z) = E(|z−µ1|)

2.

Définition 2.5. zest unev.a. du second ordressiµ2 existe.

Définition 2.6. zest unev.a. centŕee du second ordre(v.a.s.) ssiµ2 existe etµ1 = 0.
Dans ce cas, var(z) = µ2.

Soit V2 l’ensemble des v.a.s. appartenantà V. Si z est une variable aléatoire du
second ordre de moyenneµ1, alorsz− µ1 est une v.a.s. Dorénavant,̀a l’exception
des chapitres 5 et 7, toutes les v.a. du second ordre seront suppośees centŕees.

Dans la suite, deux v.a.s.z′ etz′′ sont consid́eŕees comméequivalentes, ce qui est
not́ez′ = z′′, dés que var(z′−z′′) = 0 et doncP(z′ = z′′) = 1.

Définition 2.7. La covarianceentre deux v.a.s. z’et z”, notée cov(z′,z′′), estE(z′z′′)
si les variables sont réelles etE(z′z′′) si les variables sont complexes, ou ¯ désigne
le complexe conjugúe.

Notons que cov(z′,z′′) = cov(z′′,z′) pour des v.a.s. réelles tandis que cov(z′,z′′) =
cov(z′′,z′) pour des v.a.s. complexes.

Proposition 2.8.(Inégalit́e de Schwarz). [cov(z′,z′′)]2 ≤ var(z′)var(z′′). La covari-
ance entre deux v.a.s. existe donc toujours.

Proposition 2.9.L’espace V2 des v.a.s. est

1. un espace lińeaire;
2. un espace norḿe, avec la norme‖z‖ telle que‖z‖2 = µ2 = var(z);
3. un espace ḿetrique, avec la distance d(z′,z′′) = ‖z′−z′′‖

2.3. Espace de Hilbert des variables aléatoires du second ordre

Définition 2.10.Le produit int́erieur 〈z′,z′′〉 entre deux v.a.s.z′ et z′′ est d́efini par
la covariance

〈z′,z′′〉= cov(z′,z′′).

Notons que〈z,z〉= var(z) = ‖z‖2.

Proposition 2.11.V2 est un espacèa produit int́erieur.

Proposition 2.12.V2 est un espace topologique, avec la topologie définieà partir
des boules.
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Définition 2.13.Une suite de v.a.s.z(1), ...,z(n), ... converge en moyenne vers la
v.a.s.z, ce que l’on note

l.i.m.
n→∞

z(n) = z

(l.i.m. pour ‘limit in the mean’) ssi

lim
n→∞

‖(z(n)−z)‖= 0.

Une suite de v.a.s.z(1), ...,z(m), ...,z(n), ... est unesuite de Cauchyssi

∀ε > 0,∃N = N(ε) : ∀n,m> N,‖z(n)−z(m)‖< ε .

Proposition 2.14.V2 est un espace ḿetrique complet c’est-à-dire que toute suite de
Cauchy converge vers une v.a.s. V2 est donc un espace de Hilbert.

Démonstration.Par exemple, Anderson (1971, p. 414). ⊓⊔

NotonsS2 un sous-espace linéaire deV2, fermé au sens de la convergence en
moyenne, c’est-̀a-dire compĺet́e par les limites de suites de Cauchy convergentes. Il
est clair queS2 est unsous-espace de HilbertdeV2.

Définition 2.15.Deux v.a.s.z et z′′ sontnon corŕelées, z′ ⊥ z′′, ssi〈z′,z′′〉 = 0. En
particulier, deux v.a.s.indépendantes z′ et z′′ (ce que l’on notez′ ⊥⊥ z′′) sont non
corŕeeĺees.

Définition 2.16. 1. z⊥ S2 ssi∀z′ ∈ S2 : z⊥ z′;
2. siS′2 etS′′2 sont deux sous-espaces de Hilbert,S′2 ⊥ S′′2 ssi∀z′ ∈ S′2 : z′ ⊥ S′′2.

Proposition 2.17.(Théor̀eme de projection)

1. ∀z∈V2: il existe un et un seul z′ ∈ S2 tel que

∀z′′ ∈ S2 : ‖z−z′‖ ≤ ‖z−z′′‖.

On appelle z′ la projection orthogonale de z sur S2 et on la note P(z|S2).
2. Si z/∈ S2, alors [z−P(z|S2)]⊥ S2.

Démonstration.Par exemple, Anderson (1971, p. 418). ⊓⊔

Proposition 2.18.(Théor̀eme de d́ecomposition) ∀z∈ S2, il existe un et un seul
z′ ∈ S2 et un et un seul z′′ ⊥ S2 tel que z= z′+z′′.

NotonsS⊥2 = {z′′ ∈V2|z′′ ⊥ S2}. OnécritV2 = S2⊕S⊥2 .

2.4. Variables aĺeatoires vectorielles du second ordre

Consid́erons iciRk, étant entendu que les propositions peuventêtre adapt́ees pour
C

k. Notons0 le vecteur nul ou une matrice nulle selon le contexte.
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Définition 2.19. zest unev.a. centŕee du second ordre vectorielle(v.a.s. vectorielle)
ssiE(z) = 0 et ΣΣΣ =

∫
Ω zz⊤P(dω) existe et est finie. La matriceΣΣΣ est lamatrice de

covariancedez. On note plus ǵeńeralement legramien

〈z′,z′′〉=
∫

Ω
z′z′′⊤P(dω) = 〈z′′,z′〉⊤,

‖z‖2 = 〈z,z〉= ΣΣΣ

de la m̂eme façon qu’un produit intèrieur. SiA est une matricem× k, ‖Az‖2 =
A‖z‖2A⊤. De m̂eme〈A′z′,A′′z′′〉= A′〈z′,z′′〉A′′⊤.

Remarque.La notation‖z‖2 résulte d’un abus puisqu’il s’agit d’une matrice et pas
d’une norme. Nous l’avons adoptée parce qu’aucune ambiguité ne peut en résulter.

Proposition 2.20.Siz= (z1, ...,zk)
⊤, alors

1. z est une v.a.s. vectorielle ssi zi est une v.a.s. pour i= 1, ...,k;
2. ∀i, j = 1, ...,k : cov(zi ,zj) = ΣΣΣi j .

On notez′ ⊥ z′′ (respectivementz′ ⊥⊥ z′′) ssi∀i, j = 1, ...,k : z′i ⊥ z′′j (respective-
mentz′i ⊥⊥ z′′j ). Si S2 est un sous-espace de Hilbert, on définit P(z|S2) composante
par composante.

Proposition 2.21.ΣΣΣ est unematrice d́efinie positive, c’est-̀a-dire syḿetrique et telle
que

∀c∈ R
k : c⊤ΣΣΣc≥ 0.

On noteΣΣΣ ≥ 0. De plus, siΣΣΣ est inversible,ΣΣΣ est unematrice d́efinie strictement
positive, c’est-̀a-dire

∀c∈ R
k,c 6= 0 : c⊤ΣΣΣc> 0,

ce qu’on noteΣΣΣ > 0.

Proposition 2.22.(Factorisation de Cholesky)Si ΣΣΣ > 0, il existeP, matrice k× k
triangulaire inf́erieuneà éléments diagonaux strictement positifs telle que

ΣΣΣ = PP⊤.

Démonstration.Par exemple, Stoer et Burlisch (1980, p.174). ⊓⊔

Définition 2.23.Une śerie de v.a.s. vectorielles∑n
i=1zi converge en moyenne vers

une v.a.s. vectoriellez ssi

lim
n→∞

‖
n

∑
i=1

z(i)−z‖= 0.

Cette śerie converge en moyenne ssi∀ε > 0,∃N = N(ε) :

∀n,m> N : ‖
n

∑
i=m

z(i)‖< ε .
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Proposition 2.24.Soit z une v.a.s. vectorielle k×1 et S le sous-espace de Hilbert
engendŕe par les composantes de la v.a.s. vectorielle m×1 v, de matrice de covari-
anceΣΣΣ inversible. SoitC = 〈z,v〉. Alors

P(z|S) = CΣΣΣ−1v. (2.1)

Démonstration.Par d́efinitionP(z|S) est de la formeAv ouA est une matricek×m
et A⊤ = (a1, ...,ak) telle que‖zi −a⊤v‖2 est minimum pour touti, i = 1, ...,k. On
doit montrer queA = CΣΣΣ−1 ou AΣΣΣ = C. NotonsC⊤ = (c1, ...,ck) ou c⊤i = 〈zi ,v〉.
On peutécrire l’identit́e

a⊤i = c⊤i ΣΣΣ−1−
(
c⊤i ΣΣΣ−1−a⊤i

)
,

d’où résulte

‖zi −a⊤i v‖2 =
∥∥∥
(
zi −c⊤i ΣΣΣ−1v

)
+
(
c⊤i ΣΣΣ−1−a⊤i

)
v
∥∥∥

2

=
∥∥∥zi −c⊤i ΣΣΣ−1v

∥∥∥
2
+
∥∥∥
(
c⊤i ΣΣΣ−1−a⊤i

)
v
∥∥∥

2
+2〈zi −c⊤i ΣΣΣ−1v,

(
c⊤i ΣΣΣ−1−a⊤i

)
v〉

= ‖zi −c⊤i ΣΣΣ−1v‖2+
(
c⊤i ΣΣΣ−1−a⊤i

)
ΣΣΣ
(
ΣΣΣ−1c⊤i −ai

)

+2〈zi ,v〉
(
ciΣΣΣ−1−ai

)
−2c⊤i ΣΣΣ−1〈v,v⊤〉

(
ΣΣΣ−1ci −ai

)
.

Les deux derniers termes donnent lieuà

2
(
c⊤i ΣΣΣ−1ci −c⊤i ai −c⊤i ΣΣΣ−1ci +c⊤i ai

)
= 0,

d’où
‖zi −a⊤i v‖2 = ‖zi −c⊤i ΣΣΣ−1v‖2+

(
c⊤i ΣΣΣ−1−a⊤i

)
ΣΣΣ
(
ΣΣΣ−1ci −ai

)
.

Dans le but d’annuler le second terme et donc de minimiser la somme, on pose
a⊤i = c⊤i ΣΣΣ−1 c’est-̀a-direA = CΣΣΣ−1. D’où P(z|S) = CΣΣΣ−1v. ⊓⊔

2.5. Processus aléatoires

Définition 2.25.Un processus aléatoire scalaireou univarié (p.a.) (zt ; t ∈ T) est
une applicationT → V : t 7→ zt . Un p.a. vectorielou multivarié (zt ; t ∈ T) est une
applicationT → Vk : t 7→ zt où zt = (z1t , ...,zkt)

⊤. Notons ǵeńeralementF(·) la
fonction de distribution desv.a.(·). Un p.a. estgaussienssi∀m> 0,∀tl , ..., tm ∈ T :
F(zt1, ...,ztm) est une f.d. normale.

Dans les d́efinitions suivantes, on supposeT = Z.

Définition 2.26. (zt ; t ∈Z) est unprocessus strictement stationnairessi∀ j ∈Z,∀m>
0,∀tl , ..., tm ∈ Z :

F(zt1, ...,ztm) = F(zt1+ j , ...,ztm+ j).
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Définition 2.27. (zt ; t ∈Z) est unbruit blanc(b.b.)vectorielssi∀m> 0,∀t1, ..., tm∈
Z :

F(zt1, ...,ztm) = F(zt1)× ...×F(ztm)

avec les notations de la Définition 2.25.

Définition 2.28.Deux p.a.(z′t ; t ∈ Z) et (z′′t ; t ∈ Z) sontindépendantsssi∀m1,m2 >
0, ∀t ′1, ..., t

′
m1
, t ′′1 , ..., t

′′
m2

∈ Z:

F(zt ′1
, ...,zt ′m1

,z
t
′′
1
, ...,zt ′′m2

) = F(zt ′1
, ...,zt ′m1

)F(z
t
′′
1
, ...,zt ′′m2

) .

2.6. Processus aléatoires du second ordre

Définition 2.29.Un processus alétoire du second ordre(p.a.s.)(zt ; t ∈ T) est une
applicationT →V2 : t 7→ zt . Un p.a.s. vectoriel(zt ; t ∈ T) est une applicationT →
Vk

2 : t 7→ zt où zt = (z1, ...,zk)
⊤.

Définition 2.30. (ΓΓΓts; t,s∈ T) est lafonction de covariancede(zt ; t ∈ T) ssi

ΓΓΓts = 〈zt ,zs〉.

Proposition 2.31.(ΓΓΓts; t,s∈T) est une fonction d́efinie positve c’est-à-dire que tout
sous-ensemble fini S de T :

∀c : S→ Rk : t 7→ ct : ∑
t,s∈S

c⊤t ΓΓΓtscs ≥ 0.

Démonstration.
‖∑

t∈S

c⊤t zt‖
2 = ∑

t,s∈S

c⊤t ΓΓΓtscs ≥ 0.

Définition 2.32. (zt ; t ∈ Z) est unbruit blanc du second ordre(b.b.s.)vectorielssi

∀t,s 6= t : zt ⊥ zs

c’est-̀a-direΓΓΓts = 0 pourt 6= s. NotonsΓΓΓtt = ‖zt‖
2 = ΣΣΣt , la matrice de covariance

du b.b.s. On dit qu’un b.b.s. est unbruit blanc du second ordre constant(b.b.s.c.) ssi
ΣΣΣt ne d́epend pas det. On dit que c’est unbruit blanc du second ordre normalisé
(b.b.s.n.) ssiΣΣΣt = Ik. Un b.b.s. gaussien est un b.b. Considérons un b.b. tel queΣΣΣt

existe et est finie. On définit alors par analogie unbruit blanc constant(b.b.c.) et un
bruit blanc normaliśe (b.b.n.).

Proposition 2.33.Si (zt ; t ∈ Z) est un b.b.s. vectoriel, la série ∑∞
t=1zt converge en

moyenne lorsque n→ ∞ ssi
∞

∑
t=1

‖zt‖
2 < ∞
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et alors

‖
∞

∑
t=1

zt‖
2 =

∞

∑
t=1

‖zt‖
2

(théor̀eme de Pythagone).

Démonstration.Par exemple, Lòeve (1963, p.456). ⊓⊔

Les Propositions 2.37 et 2.38 constituent le théor̀eme de d́ecomposition de
Wold-Craḿer (cas stationnaire : Wold(1938), cas ǵeńeral : Craḿer (1961)) ou
repŕesentation canonique du processus du second ordre qui est labase des chapitres
suivants.

Définition 2.34.Soient :
Vt =V2(z; t), le sous-espace linéaire ferḿe sous-tendu par l’ensemble
{(zt)i ; i = 1, ...,k,s≤ t};
V−∞ =V2(z;−∞) = ∩t∈ZV2(z; t);
V+∞ =V2(z) =V2(z;∞)

Proposition 2.35.∀t ∈ Z : Vt−1 jVt .

Démonstration.Les v.a. qui sous-tendentVt−1 appartiennent aussiàVt , donc toute
combinaison lińeaire incluant ces variables appartientà Vt . PuisqueVt est ferḿe,
toute limite d’une suite de Cauchy dansVt−1 appartient̀aVt . ⊓⊔

Définition 2.36. (zt ; t ∈ Z) est unprocessus purement indéterminable(p.p.i.) ssi
V−∞ = {0}. (zt ; t ∈ Z) est unprocessus d́eterminable(p.d.) ssiV−∞ =V∞.

Exemples.
(a) Si(et ; t ∈ Z) est un b.b.n. vectoriel, alors un p.a.s. vectoriel(zt : t ∈ Z) défini

par
zt = φφφzt−1+et

(ce qui implique comme on le verra plus loin que les valeurs propres deφφφ sont
inférieures̀a 1 en module) est un p.p.i. En effet, pour touti = 1, ...,k, (zs)i ∈V2(e; t),
∀s≤ t, d’où V2(z; t)⊂V2(e; t). Inversement(es)i ∈V2(z; t), doncV2(z; t) =V2(e; t).
Or∩t∈ZV2(e; t) = {0} ce qui termine la preuve.

(b) Si z⋆ est une v.a.s. vectorielle, alors(zt ; t ∈ Z) défini par zt = f⊤t z⋆, où ft
est une fonction arbitraire deZ dansRk, est un p.d. En effet,∀t : V2(z; t) est le
sous-espace de Hilbert sous-tendu parz⋆ et doncV2(z;−∞) =V2(z; t)= V2(z).

Proposition 2.37.Tout p.a.s. vectoriel(zt ; t ∈ Z) est tel qu’il existe un p.p.i. unique
(z′t ; t ∈ Z) et un p.d. unique(z′′t ; t ∈ Z) tels que∀t ∈ Z :

zt = z′t +z′′t et V2(z′)⊥V2(z′′).

Démonstration.C’est une application directe du théor̀eme de d́ecomposition (Propo-
sition 2.18), composante par composante. ⊓⊔
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Proposition 2.38.(Décomposition de Wold-Craḿer). A tout p.p.i. vectoriel(zt ; t ∈
Z) correspond un p.a.(et ; t ∈ Z) appeĺeeprocessus innovationtel que

1. (et ; t ∈ Z) est un b.b.s. vectoriel, avec une matrice de covariance notéeΣΣΣt ;
2. ∀t ∈ Z : et ⊥Vt−1.

Notons Ft le sous-espace de Hilbert sous-tendu par les composantes(et)i deet(i =
1, ...,k). Alors Vt =Vt−1⊕Ft . De plus, pour tout t on a

zt = et +
∞

∑
j=1

ψψψ jt et− j (2.2)

où les matricesψψψ jt sont telles que la śerie (2.2) converge en moyenne, c’est-à-dire

∞

∑
j=1

ψψψ jt ΣΣΣt− jψψψ⊤
jt < ∞. (2.3)

Démonstration.Soientẑt = P(zt |Vt−1) et et = zt − ẑt . Par construction, les condi-
tions (a) et (b) sont v́erifiées. Puisqueet−1 ⊥ Vt−2, le th́eor̀eme de d́ecomposition
2.18 permet d’́ecrire composante par composante:ẑt = zt + z′′t où z′t ,z′′t ∈ Vt−1,
z′t ∈Ft−1, z′′t ∈Vt−2. Par conśequent, il existe une matriceψψψ1t telle quez′t =ψψψ1tet−1

et donc
zt = et +ψψψ1tet−1+z′′t .

Par ŕecurrence, on a donc

zt = et +
∞

∑
j=1

ψψψ jt et− j .

Puisquezt ∈V2(z), la śerie converge en moyenne. La Proposition 2.33 exprime ceci
par la condition

∞

∑
j=1

‖ψψψ jt et− j‖
2 < ∞.

ce quiéquivautà (2.3). ⊓⊔

Remarques.

1. Puisqueet = zt −P(zt |Vt−1), l’innovationet apparâıt comme l’erreur de prévision
d’horizon 1 faiteà l’instantt−1 pour l’instantt etΣΣΣt est la matrice de covariance
de cette erreur.

2. Si (zt ; t ∈ Z) est un p.p.i. vectoriel, lesδδδ jt ( j = 0, ...,m) où m est fini sont des
matrices,δδδ 0t = I , alors

( m

∑
j=0

δδδ jt zt− j ; t ∈ Z
)

est un p.p.i. qui a m̂eme processus innovation que(zt ; t ∈ Z).
3. La d́ecomposition (2.2) est unique mais les coefficientsψψψ jt ne sont uniquement

détermińes que si les sous-espacesFt sont de dimensionk .
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4. Si(zt ; t ∈ Z) est un p.a.s. admettant la décomposition donńee dans la Proposition
2.37 , on d́efinit son processus innovation commeétant le processus innovation
de(z′t ; t ∈ Z).

Exemple. (De Schutter, (1977) Supposons un p.p.i. bivarié (zt ; t ∈ Z), où zt =
(xt ,yt)

⊤ est tel quext = βtyt +et où βt est une fonction du temps,(et ; t ∈ Z) est un
b.b.s. non corŕelé avec(yt ; t ∈ Z) et de varianceσ2

e,t . Montrons comment on peut
déterminer la d́ecomposition de Wold-Craḿer de(zt ; t ∈ Z). Remarquons d’abord
que

Vt−1 =V2(y; t −1)⊕V2(e; t −1).

Notonsct = (at ,bt)
⊤ l’innovation ent dezt . Il vient immédiatement que

bt = yt −P(yt |Vt−1)

= yt −P(yt |V2(y, t −1))

est l’innovation ent de(yt ; t ∈ Z). D’autre part

at = βtyt +et −P(βtyt +et |Vt−1)

= βtyt +et −βtP(yt |V2(y; t −1))

= βtbt +et .

Par conśequent

ΣΣΣt =

(
β 2

t σ2
b,t +σ2

e,t βtσ2
b,t

βtσ2
b,t σ2

b,t

)
,

où σ2
b,t est la variance de l’innovation deyt . Si la d́ecomposition de Wold-Craḿer

de(yt ; t ∈ Z) est

yt = bt +
∞

∑
j=1

ψ jt bt− j ,

on obtient celle de(zt ; t ∈ Z) sous la forme

zt = ct +
∞

∑
j=1

ψψψ jt ct− j

où

ψψψ jt =

(
0 βtψ jt

0 ψ jt

)
.





Chapitre 3
PROCESSUS ARMAÉVOLUTIFS

Dans ce chapitre nous introduisons la classe desprocessusARMA (processus au-
torégressif moyenne mobile =autoregressive-moving average processes) , ainsi
que les processus AR (processus autorégressif) et les processus MA (processus
moyenne mobile). Notons que la terminologie traditionnelle est impropre puisqu’un
processus ARMA ǵeńeral n’est ni autoŕegressif ni moyenne mobile. Pouréviter
cette ambigüıté on utilisera le sigle anglais ARMA qui est d’usage universel.

Il faut noter que la d́efinition de processus ARMA sous-entend géńeralement
une id́ee de stationnarité qui sera seulement exploitée dans le chapitre 4. Ici on
s’intéresse auxprocessusARMA évolutifsencore appelésprocessusARMA à co-
efficients d́ependant du temps. Contrairement̀a des d́ecompositions telles que celles
présent́ees au chapitre 1,́equation (1.3), qui est autorégressive d’ordre infini, ou
celle du th́eor̀eme de Wold-Craḿer du chapitre 2,́equation (2.2), qui est moyenne
mobile d’ordre infini, on utilise une d́ecomposition comportant un nombre fini de
termes, donc un nombre fini de coefficients. C’est ce nombre fini de coefficients
(fonctions du temps dans le chapitre 3, constantes dans le chapitre 4) qu’il s’agit de
déterminer pour constituer ce qu’on appelle unmod̀ele ARMAde la s.c.́etudíee.

Les processus ARMÁevolutifs ontét́e tr̀es peúetudíes dans la litt́erature, que ce
soit du point de vue th́eorique ou du point de vue pratique. Citons néanmoins Que-
nouille (1957), Whittle (1965), Abdrabbo et Priestley (1967), Miller (1968, 1969),
Rao (1970), Wegman (1974). Ḿelard (1975) a envisagé la condition ńecessaire
d’indéterminabilit́e pure, a ǵeńeraliśe la notiond’inversibilité et en a obtenu une
condition ńecessaire et suffisante. Les sections 3.2 et 3.4 contiennentune version
améliorée de ces résultats. Le problème d’inversibilit́e a également́et́e étudíe par
Hallin et Mélard (1977) et Hallin (1978, 1986). Hallin (1984 et les références cit́ees
dans cet article) áetudíe le probl̀eme de lafactorisation de la fonction de covari-
ance: partant de la fonction de covariance d’un processus AR ou MAévolutif, il
s’agit de d́eterminer les coefficients de celui-ci (en fait : les différents ensembles
de coefficients qui donnent lieùa la m̂eme fonction de covariance). Le problème
est ardu parce qu’on suppose que le processus démarre ent = −∞, et nonà un in-
stant fini comme Anderson, Moore et Loo (1969). Notons toutefois qu’on connâıt
rarement la fonction de covariance d’un processusà partir det = −∞. De plus,

17
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on estévidemment incapable d’estimer la fonction de covariance d’un processus
ARMA évolutif à partir d’une s.c. unique,à moins que cette fonction de covariance
ne d́epende d’un nombre fini de paramètres. Hallin (1984) discutéegalement les
probl̀emes líes à la multiplicité des repŕesentationsARMA dès le moment òu les
et constituent un bruit blanc quelconque et pas nécessairement le processus innova-
tion du processuśetudíe. Ici on supposera toujours que leset sont les innovations
du processus et c’est dans ce sens qu’on aura unicité de la repŕesentation ARMA
du processus. Voici quelques références ŕecentes sur le sujet : Kozin et Nakajima
(1980), Dunsmuir (1981), Tyssedal et Tjøstheim (1983), Bordignon et Masarotto
(1983), Hamdi (1982).

3.1. D́efinitions et notations

Définition 3.1. Un p.p.i. vectoriel(zt ; t ∈ Z) avec(et ; t ∈ Z) pour processus inno-
vation est dit ARMAévolutif (ou ARMA à coefficients d́ependant du temps) s’il
vérifie l’équation

zt = φφφ1tzt−1+ ...+φφφptzt−p+et −θθθ1tet−1− ...−θθθqtet−q, (3.1)

où les coefficients matricielsφφφit (i = 1, ..., p), θθθit (i = 1, ...,q) et‖et‖
2 = ΣΣΣt sont des

fonctions du temps etp etq sont des constantes.

La partie autoŕegressive (AR) estφφφ1tzt−1 + ...+ φφφptzt−p tandis que la partie
moyenne mobile (MA) est−θθθ1tet−1− ...− θθθqtet−q. Quand on veut insister sur les
valeurs respectives dep et q, on qualifie le processus de ARMA(p,q) ou ARMA
d’ordre (p,q). Un processus AR(p) est un processus ARMA(p,0) tandis qu’un pro-
cessus MA(q) est un processus ARMA(0,q). On imposera parfois que le processus
ARMA est d’ordre minimal(p,q) c’est-̀a-direφφφpt 6= 0 et θθθqt 6= 0 pour au moins au
t. NotonsI k la matrice unit́e d’ordre k.

Définition 3.2. Soit B l’ opérateur de retardà droite, tel que ftBgt = ftgt−1. On
peut alors ŕeécrire l’équation (3.1) sous la formeφφφt(B)zt = θθθt(B)et où φφφt(B) est
l’ opérateurAR (à droite)

φφφt(B) = I k−φφφ1tB+ ...+φφφptB
p

et θθθt(B) est l’opérateurMA (à droite)

θθθt(B) = I k−θθθ1tB− ...−θθθqtB
q.

Des oṕerateurs tels queφφφt(B) et θθθt(B) sont appeĺesopérateurs polynomiaux de
retard à droite (o.p.r.d.). Un o.p.r.d. est ditconstantsi φφφt+h(B) = φφφt(B) pour touth
entier. La multiplication de deux o.p.r.d. est définie mais n’est pas commutative sauf
si les deux o.p.r.d. sont constants et sik= 1.
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Fréquemment, surtout dans le chapitre 4 , on commettra l’abus de langage qui
consistèa consid́ererB à la fois comme oṕerateur agissant dansV2 et comme vari-
able complexe, selon le contexte. Il n’en résultera aucune ambiguı̈té.

Définition 3.3. L’o.p.r.d.∇ = 1−B est l’opérateur de diff́erence ordinaire(”regular
differencing operator”). L’o.p.r.d.∇s = 1−Bs, s entier positif, est l’opérateur de
différence saisonnière. Plus ǵeńeralement, on peut considérer unopérateur cercle
unité U(B) dont les źeros sont sur le cercle unité du plan complexe.

Définition 3.4. S’il existe deux entiers positifsd et D tels qued+D > 0 et tels
que(∇d∇D

s zt ; t ∈ Z) est un p.p.i. ARMAévolutif, alors(zt ; t ∈ Z) est ditprocessus
ARIMA évolutif (”integrated autoregressive-moving average process”).

Cette d́efinition donńee ici pour un processus scalaire peut s’étendre aux pro-
cessus vectoriels en utilisant des vecteursd et D . Les processus ARIMA sont un
cas particulier desprocessusARUMA utilisant un oṕerateur cercle unité (Anderson,
1979a).

3.2. Condition nécessaire pour un processus purement
indéterminable

Pour la commodit́e des notations, on remplace icip et q par l’infini en introduisant
des coefficientsφφφit = 0 pour i > p et θθθit = 0 pour i > q, avecθθθ0t = −Ik. Toutes les
sommes consid́eŕees sont donc finies.

Proposition 3.5.Des conditions ńecessaires pour qu’un processus ARMAévolutif
vérifiant (3.1)soit un p.p.i. sont que

(a) l.i.m.∑∞
j=m+1(ααα

(m)
jt zt− j +ψψψ(m)

jt et− j) = 0,

(b) la śerie ∑∞
m=1 ψψψ(m)

mt ΣΣΣt−mψψψ(m)⊤
mt converge,

où les coefficientsααα(m)
jt et ψψψ(m)

jt sont d́efinis par ŕecurrence :

ψψψ(0)
jt =−θθθ jt ( j ≥ 1), ψψψ(0)

0t = Ik,

ααα(0)
jt = φφφ jt ( j ≥ 1),

ψψψ(m)
jt = ψψψ(m−1)

jt −ααα(m−1)
mt θθθ j−m,t−m ( j ≥ m),

ααα(m)
jt = ααα(m−1)

jt +ααα(m−1)
mt φφφ j−m,t−m ( j ≥ m+1)

}
(m≥ 1).

Démonstration.L’ équation (3.1) peut s’écrire

zt = z′t
(0)+z′′t

(0),

où
z′t
(0) = ψψψ(0)

0t et ,
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z′′t
(0) =

∞

∑
j=1

ααα(0)
jt zt− j +

∞

∑
j=1

ψψψ(0)
jt et− j .

Montrons par ŕecurrence que

zt = z′t
(i)+z′′t

(i), (3.2)

où

z′t
(i) = et +

i

∑
j=1

ψψψ( j)
jt et− j ,

z′′t
(i) =

∞

∑
j=i+1

ααα(i)
jt zt− j +

∞

∑
j=i+1

ψψψ(i)
jt et− j

pour touti ≥ 0. En effet, si (3.2) est vrai pouri = m−1, on a

zt = z′t
(m−1)+ααα(m−1)

mt zt−m+ψψψ(m−1)
mt et−m+

∞

∑
j=m+1

ααα(m−1)
jt zt− j +

∞

∑
j=m+1

ψψψ(m−1)
jt et− j .

En remplaçantzt−m au moyen de (3.1), il vient

zt = z′t
(m−1)+(ααα(m−1)

mt +ψψψ(m−1)
mt )et−m+ααα(m−1)

mt

(
∞

∑
j=1

φφφ j,t−mzt− j−m−
∞

∑
j=1

θθθ j,t−met− j−m

)

+
∞

∑
j=m+1

ααα(m−1)
jt zt− j +

∞

∑
j=m+1

ψψψ(m−1)
jt et− j

= et +
m−1

∑
j=1

ψψψ( j)
jt et− j +ψψψ(m)

mt et−m+
∞

∑
j=m+1

(
ααα(m−1)

jt +ααα(m−1)
mt φφφ j−m,t−m

)
zt− j

+
∞

∑
j=m+1

(
ψψψ(m−1)

jt −ααα(m−1)
mt θθθ j−m,t−m

)
et− j

= et +
m

∑
j=1

ψψψ( j)
jt et− j +

∞

∑
j=m+1

ααα(m)
jt zt− j +

∞

∑
j=m+1

ψψψ(m)
jt et− j = z′t

(m)+z′′t
(m).

Puisque leset sont les innovations deszt , les coefficientsψψψ(m)
mt sont donc les coeffi-

cients de la d́ecomposition de Wold-Craḿer du processus (Proposition 2.38). Donc

l.i.m.z′t
(m) = zt pour m→ ∞, ce qui entrâıne (b). Il s’ensuit que l.i.m.z′′(m)

t = 0
lorsquem→ ∞, donc (a). ⊓⊔

Remarques.
1. Inversement, si des coefficientsφφφ jt et θθθit , tels que (b) est vrai sont donnés, on
peut d́efinir par (3.1) un p.p.i.̀a partir d’un bruit blanc(et ; t ∈ Z) qui en deviendra
le processus innovation.
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2. Lesααα(m)
mt constituent les valeurs de la fonction de Green unilatérale associéeà

l’opérateur aux diff́erencesφφφt(B) (Hallin et Mélard, 1977 et Hallin, 1978).

Proposition 3.6.La condition ńecessaire pour qu’un processus AR(1), c’ est-̀a-dire
vérifiant la relation

zt = φφφtzt−1+et

soit un p.p.i. est
∞

∑
j=1

(
j−1

∏
i=0

φφφt−i

)
ΣΣΣt− j

(
j−1

∏
i=0

φφφt−i

)⊤

< ∞.

Démonstration.Les relations de la Proposition 3.5 s’écrivent

ψψψ(m)
mt =

m−1

∏
i=0

φφφt−i ψψψ(m)
jt = 0 ( j > m).

Il en résulte que

z′t
(m) = et +

m

∑
j=1

(
j−1

∏
i=0

φφφt−i

)
et− j .

On impose alors que l.i.m.z(m)
t = zt , ce qui donne la conditiońenonćee. ⊓⊔

Remarquons que dans le cas univarié, la condition s’́ecrit simplement

∞

∑
j=1

(
j−1

∏
i=0

φt−i

)2

< ∞.

Proposition 3.7.Pour un processus ARMA(1, p) évolutif, les coefficients définis
dans la Proposition3.5sont donńes par les expressions suivantes

ααα(m)
m+1,t =

m

∏
i=0

φφφ1,t− j ,

ααα(m)
j,t = 0 ( j ≥ m+2),

ψψψ(m)
jt =−

m

∑
h=0

(
m−h−ℓ

∏
ℓ=0

φφφ1,t−ℓ

)
θθθ j−m+h,t−m+h ( j = m, ...,m+q),

ψψψ(m)
jt = 0 pour j> m+q.

Démonstration.Ces relations sont valables pourm= 0. Montrons que si elles sont
valables pourm, elles le sont pourm+1. En effet,

ααα(m+1)
m+2,t = ααα(m)

m+2,t +ααα(m)
m+1,tφφφ1,t−m−1 =

(
m

∏
j=0

φφφ1,t− j

)
φφφ1,t−m−1 =

m+1

∏
j=0

φφφ1,t− j ,
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ααα(m+1)
j,t = 0 pour j ≥ m+3.

Pour j = m+1, ...,m+q :

ψψψ(m+1)
jt = ψψψ(m)

jt −ααα(m)
m+1,tθθθ j−m−1,t−m−1

= −
m

∑
h=0

(
m−h−1

∏
ℓ=0

φφφ1,t−ℓ

)
θθθ j−m+h,t−m+h−

(
m

∏
ℓ=0

φφφ1,t− j

)
θθθ j−m−1,t−m−1

= −
m

∑
h=−1

(
m−h−1

∏
ℓ=0

φφφ1,t−ℓ

)
θθθ j−m+h,t−m+h

= −
m+1

∑
h=0

(
m−h

∏
ℓ=0

φφφ1,t−ℓ

)
θθθ j−(m+1)+h,t−(m+1)+h

tandis que pourj = m+q+1,

ψψψ(m+1)
m+q+1,t =−

(
m

∏
j=0

φφφ1,t− j

)
θθθq,t−(m+1)

est donńe par la m̂eme expression avec le seul terme correspondantàh= 0. ⊓⊔

3.3. Caract́erisation des processus AR et MA

Proposition 3.8.(Caract́erisation des processus AR). Un processus AR(p) vérifiant
l’ équation

zt −
p

∑
j=1

φφφ jt zt− j = et

est tel que

ΓΓΓts−
p

∑
j=1

φφφ jt ΓΓΓt− j,s = 0 pour s< t. (3.3)

Démonstration.

ΓΓΓts = 〈zt ,zs〉= 〈
p

∑
j=1

φφφ jt zt− j +et ,zs〉

=
p

∑
j=1

φφφ jt 〈zt− j ,zs〉+ 〈et ,zs〉=
p

∑
j=1

φφφ jt ΓΓΓt− j,s+ 〈et ,zs〉.

Mais, pours< t, et ⊥V2(z;s), donc〈et ,zs〉= 0. ⊓⊔

L’ équation (3.3) est connue sous le nom d’équation de Yule-Walker. La géńe-
ralisation consid́eŕee ici est duèa de Falguerolles (1979) et Hallin et Ingenbleek
(1983).
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Définition 3.9. Un p.a.s. est ditq-dépendantsi ΓΓΓts= 0 pour toust,s tels que|t−s|>
q.

Notons qu’un processusq-dépendant estq′-dépendant pour toutq′ > q.

Proposition 3.10.Un processus MA(q) est q-d́ependant.

Proposition 3.11.(Caract́erisation des processus MA). Un processus q-d́ependant
pour lequelΣt est inversible pour tout t est un processus MA(q).

Démonstration.Par hypoth̀ese, pour touts< t −q, zt ⊥V2(z;s) d’où zt ⊥ as. Con-
sidérons la d́ecomposition de Wold-Craḿer, Proposition 2.38. On en déduit que

〈zt ,es〉=
∞

∑
j=1

ψψψ jt 〈et− j ,es〉+ 〈et ,es〉

d’où, pours< t −q :
0= ψψψt−s,tΣΣΣs.

PuisqueΣΣΣs est inversible, il vientψψψ jt = 0 pour j > q, ce qui montre que le processus
est MA(q). ⊓⊔

Pour une autre d́emonstration de cette proposition, n’utilisant pas la décomposition
de Wold-Craḿer, voir Hallin (1984). Le cas ARMA est́etudíe par Hamdi (1982).

3.4. Inversibilit é

Définition 3.12.Un p.p.i. (zt ; t ∈ Z) est inversiblessi il existe des coefficientsπππ jt

tels que les innovationset s’obtiennent par

et =
∞

∑
j=0

πππ jt zt− j ,

où la śerie converge en moyenne.

Remarquons que si on reprend la définition de processus ARMA sans imposer
que leset soient les innovations, et si néanmoins leset peuvent s’obtenir comme se-
rie convergeant en moyenne deszt présents et passés, alors leset sont automatique-
ment les innovations. Cependant, ainsi que Wold (1938) l’a montŕe dans le cas des
processus ARMA constants, leset peuvent̂etre les innovations sans que la condition
d’inversibilité soit v́erifiée. En effet, tout́elément deVt ne peut pas ńecessairement
s’exprimer comme śerie en leszt− j . Tout ce qu’on peut affirmer, c’est qu’on peut
obtenir tout́elément deVt , en particulieret , comme limite d’une suite de Cauchy de
v.a. qui sont les sommes de séries en leszt− j qui convergent en moyenne. Voir aussi
Hallin (1986).
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Proposition 3.13.La limite en moyenne pour m→ ∞ de

m

∑
j=0

πππ( j)
jt zt− j

existe et est finie ssi

l.i.m.
m→∞

∞

∑
j=m+1

(πππ(m)
jt zt− j)+βββ(m)

jt et− j) = 0

où les coefficientsπππ(m)
jt et βββ(m)

jt sont d́efinis par ŕecurrence

πππ(0)jt =−φφφ jt ( j ≥ 1), πππ(0)0t = I k, βββ(0)
jt = θθθ jt ( j ≥ 1)

πππ(m)
jt = πππ(m−1)

jt −βββ(m−1)
mt φφφ j−m,t−m ( j ≥ m)

βββ(m)
jt = βββ(m−1)

jt +βββ(m−1)
mt θθθ j−m,t−m ( j ≥ m+1)

}
(m≥ 1).

où l’on noteφφφ0t = −Ik. L’une ou l’autre des conditions entraı̂ne que le p.p.i. est
inversible.

Démonstration.La démonstration est similairèa celle de la Proposition 3.5. On
montre que

et = e′t
(i)+e′′t

(i)

pour touti, où

e′t
(i) =

i

∑
j=0

πππ( j)
jt zt− j ,

e′′t
(i) =

∞

∑
j=i+1

πππ(i)jt zt− j +
∞

∑
j=i+1

βββ(i)
jt et− j .

C’est vrai pouri = 0. Si ce l’est pouri = m−1, montrons que ce l’est encore pour
i = m . En effet,

et = e′t
(m−1)+(πππ(m−1)

mt +βββ(m−1)
mt )zt−m+

∞

∑
j=m+1

(
πππ(m−1)

j,t −βββ(m−1)
mt φφφ j−m,t−m

)
zt− j

+
∞

∑
j=m+1

(
βββ(m−1)

jt +βββ(m−1)
mt θθθ j−m,t−m

)
et− j

= e′t
(m)+e′′t

(m). (3.4)

Puisqueet existe, il est́equivalent que l.i.m.e′t
(m) = et ou l.i.m.e′′t

(m) = 0, lorsque
m→ ∞. Cette dernìere condition est donc une condition suffisante d’inversibilit é,
compte tenu de la forme prise pare′t

(m). ⊓⊔

Proposition 3.14.Une condition suffisante pour qu’un p.p.i. MA(1), défini par
l’ équation
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zt = et −θθθtet−1

où leset sont les innovations, soit inversible est

lim
m→∞

(
m−1

∏
j=0

θθθt− j

)
ΣΣΣt−m

(
m−1

∏
j=0

θθθt− j

)⊤

= 0.

Démonstration.Il est aiśe de voir que la d́ecomposition (3.4) prend la forme

et = zt +θθθtzt−1+θθθtθθθt−1zt−2+ ...+

(
m−1

∏
j=0

θθθt− j

)
zt−m−

(
m

∏
j=0

θθθt− j

)
et−m−1.

D’où

e′′t
(m) =−

(
m

∏
j=0

θθθt− j

)
et−m−1.

En exprimant que l.i.m.e′′t
(m) = 0 pour m→ ∞, on obtient la condition suffisante

ci-dessus. ⊓⊔

3.5. Exemples de processus ARMÁevolutifs

Une sous-classe intéressante de processus ARMAévolutifs est constitúee des pro-
cessus FARMAG .

Définition 3.15.Un p.p.i.(zt ; t ∈ Z) est dit FARMAG s’il vérifie l’équation

φφφ(B)F−1
t zt = θθθ(B)Gtbt (3.5)

où
φφφ(B) = I k−φφφ1B− ...−φφφpBp,

θθθ(B) = Ik−θθθ1B− ...−θθθqBq,

Ft et Gt sont des matrices inversibles pour toutt ; le processus(bt ; t ∈ Z) est un
b.b.s.c. de vecteur moyenne0 et de matrice de covarianceΣΣΣ, tel quebt ⊥ Vt−1. Si
Ft = Ik pour toutt , le processus est dit ARMAG. SiGt = I k pour toutt, le processus
est dit FARMA. Plus ǵeńeralement, si(∇d∇D

s zt ; t ∈ Z) est un processus FARMAG,
on dit que(zt ; t ∈ Z) est un processus FARIMAG.

Le processus estévidemment un processus ARMÁevolutif repŕesent́e par (3.1),
où l’on pose

φφφt(B) = φφφ(B)F−1
t , θθθt(B) = θθθ(B)Gt .

Puisquebt ⊥Vt−1, l’innovation ent, et , vautFtGtbt et la matrice de covariance
de cette innovation estFtGtΣΣΣG⊤

t F⊤
t .
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Les processus FARMAG ont́et́e consid́eŕes incidemment par Herbst (1963) et
étudíes par Ḿelard (1975, 1977).

Dans ce qui suit, on considère l’inverse d’o.p.r.d.constantφφφ(B) et θθθ(B), qu’on
note respectivementφφφ−1(B) et θθθ−1(B). Ce sont les matrices inverses de matrices de
polynômes enB, définies de façon formelle. Ce sont donc des séries formelles enB.

Proposition 3.16.La décomposition de Wold-Craḿer d’un processus FARMAG
peut s’́ecrire comme suit :

zt = Ftφφφ−1(B)θθθ(B)Gtbt . (3.6)

Si la condition d’inversibilit́e est satisfaite, on peutécrire similairement

bt = G−1
t θθθ−1(B)φφφ(B)F−1

t zt . (3.7)

Démonstration.(a) Consid́eronsφφφ−1(B) et appliquons cet o.p.r.d. aux deux mem-
bres de (3.5). Par définition,φφφ−1(B)φφφ(B) = I k , d’où

F−1
t zt = φφφ−1(B)θθθ(B)Gtbt .

Le second membre est une série convergence en moyenne puisqueF−1
t zt est un p.p.i.

Il suffit de pŕemultiplier les deux membres de cetteéquation parFt pour trouver
(3.6).

(b) On proc̀ede de m̂eme avec l’o.p.r.d.θθθ−1(B) et on pŕemultiplie parG−1
t pour

trouver (3.7). ⊓⊔

Notons que les manipulations d’opérateurs effectúees pour arriver̀a (3.6) et (3.7)
ne sont pas valables dans le cas géńeral de (3.1).

Les exemples ci-dessous concernent d’autres approches de l’analyse des s.c. uni-
variées (k= 1) où les mod̀eles sous-jacents sont des processus ARMAévolutifs. On
se limite au cas univarié. Les ŕesultats 3.19, 3.21, 3.23 et 3.25 ontét́e établis par
McKenzie (1974, 1976) avec toutefois la réserve mentionńee dans la Remarque 1
qui suit la Proposition 3.19. Les démonstrations sont toutefois différentes.

Définition 3.17.Consid́erons lemod̀ele de pŕevisiondéfini à la section 1.5, avec
ℓ= 1 pour horizon,

zt = ẑt−1(1)+et

où l’on noteẑt−1(1) la pŕevision d’horizon 1 (d́esigńeeà la section 1.5 parF̄t). On
utilise la seule hypoth̀ese H4. Le mod̀ele de pŕevision est ditsous-entendu par un
processusARIMA évolutif si les observationszt vérifient la relation

φt(B)∇d∇D
s zt = θt(B)et .

Définition 3.18.Le mod̀ele de lissage exponentiel d’ordre kest d́efini (Brown, 1959
et Goodman, 1974) par

ẑt−1(1) =
k

∑
i=1

(−1)i−1
(

k
i

)
z[i]t
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où lesz[i]t sont lesvaleurs lisśees d’ordre i, définies par les relations de récurrence

z[i]t = αz[i−1]
t−1 +(1−α)z[i]t−1 (3.8)

etz[0]t = zt .

Proposition 3.19.Le mod̀ele de lissage exponentiel d’ordre k est sous-tendu par le
processus ARIMÁevolutif

∇kzt = [1− (1−α)B]ket ,

si la condition d’inversibilit́e est remplie.

Démonstration.On peutécrire (3.8) sous la forme

[1− (1−α)B]z[i]t = αBz[i−1]
t .

Introduisons l’o.p.r.d.α(B) = 1− (1−α)B. Il est simple de montrer que

α i(B)z[i]t = α iBizt .

Par d́efinition,zt = ẑt−1(1)+et , d’où

αk(B)zt =
k

∑
i=1

(−1)i−1
(

k
i

)
αk(B)z[i]t +αk(B)et

=

[
k

∑
i=1

(−1)i−1
(

k
i

)
αk−i(B)α iBi

]
zt +αk(B)et ,

ou encore [
k

∑
i=0

(−1)i
(

k
i

)
αk−i(B)α iBi

]
zt = αk(B)et .

L’o.p.r.d. du membre de gauche peut s’écrire

[α(B)−αB]k = (1−B)k = ∇k

et la proposition en résulte imḿediatement. ⊓⊔

Remarques.
1. Le caract̀ereévolutif du processus est fort limité. En effet, l’hypoth̀ese H3 du

chapitre 1 n’́etant pas impośee,et est de varianceσ2
t quelconque, pas nécessairement

constante. On a donc en fait un processus ARIMAG. Il en sera demême pour les
cas qui suivent.

2. La ḿethode de pŕevision correspondantà ce mod̀ele est utiliśee avec des condi-

tions initialesz[i]1 = z1 pour touti, par exemple. Ces conditions initiales sont parfois
discutables. Nous préférons les ignorer et́ecrire les relations pour toutt ∈ Z. La
même remarque vaut pour les modèles qui suivent.
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3. Si σ2
t est constant, la condition d’inversibilité est simplement 0< α < 2.

Autrement, par application de la Proposition 3.14, cette condition est limm→∞(1−
α)2mσ2

t−m = 0.

Définition 3.20.Le mod̀ele de lissage exponentiel avec tendance(par exemple, Holt
et al., 1963) est d́efini par les relations:

ẑt−1(1) = nt + pt ,

nt = αzt−1+(1−α)(nt−1+ pt−1), (3.9)

pt = β (nt −nt−1)+(1−β )pt−1. (3.10)

Proposition 3.21.Le mod̀ele de lissage exponentiel avec tendance est sous-tendu
par le processus ARIMÁevolutif

∇2zt = [1− (2−α −αβ )B+(1−α)B2]et

si la condition d’inversibilit́e est remplie.

Démonstration.De la relationzt = nt + pt +et , nous tirons

∇2zt = ∇2nt +∇2pt +∇2et .

Or (3.9) et (3.10) impliquent d’abord

∇nt = α(zt−1−nt−1− pt−1)+ pt−1 = αet−1+ pt−1,

∇pt = β∇nt −β pt−1 = αβet−1,

puis
∇2nt = α∇Bet +∇Bpt = (α∇B+αβB2)et ,

∇2pt = αβ∇Bet .

En rassemblant les résultats, on obtient

∇2zt = (α∇B+αβB2+αβ∇B+∇2)et ,

ce qui peut s’́ecrire comme dans l’énonće de la proposition. ⊓⊔

Définition 3.22.Le mod̀ele de lissage exponentiel de Winters(1960) est d́efini par
les relations

ẑt−1(1) = nt + pt +st+1−r ,

nt = α(zt−1−st−r)+(1−α)(nt−1+ pt−1), (3.11)

pt = β (nt −nt−1)+(1−β )pt−1 (3.12)

st = γ(zt−1−nt)+(1− γ)st−r , (3.13)

où r est un entier suṕerieurà 2.
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Proposition 3.23.Le mod̀ele de lissage exponentiel de Winters est sous-tendu par
le processus ARIMÁevolutif

∇∇rzt = [1−(1−α−αβ )B+αβ
r−1

∑
i=1

Bi−(1−αβ +αγ−γ)Br +(1−α)(1−γ)Br+1]et

pourvu que la condition d’inversibilité soit v́erifiée.

Démonstration.De la relationzt = nt + pt +st+1−r +et , nous tirons

∇∇rzt = ∇∇rnt +∇∇r pt +∇∇rB
r−1st +∇∇ret . (3.14)

Or (3.11)à (3.13) impliquent que

∇nt = αet−1+ pt−1,

∇pt = β (∇nt − pt−1) = αβBet ,

∇rst = γ(zt−1−nt −st−r) = γ(et−1+ pt−1−∇nt) = γ(1−α)Bet .

Ensuite,
∇∇r pt = αβ∇rBet ,

∇∇rst = γ(1−α)∇Bet ,

∇∇rnt = α∇rBet +∇rBpt = α∇rBet +

(
B

r−1

∑
i=0

Bi

)
∇pt = [α∇rB+αβB2

r−1

∑
i=0

Bi ]et .

En inśerant ces expressions dans (3.14), on trouve l’équation annonćee. ⊓⊔

Définition 3.24.Le mod̀ele de pŕevision par moyenne mobile simple d’ordre mest
défini par

ẑt−1(1) =
1
m

m

∑
i=1

zt−i .

Proposition 3.25.Le mod̀ele de pŕevision par moyenne mobile simple d’ordre m est
sous-tendu par le modèle ARIMAévolutif

(
1+

m

∑
i=1

m− i
m

Bi

)
∇zt = et .

Démonstration.Par d́efinition, on a

zt = ẑt−1(1)+et =
1
m

m

∑
i=1

Bizt +et .

Le mod̀ele sous-tendu s’écrit donc
(

1−
1
m

m

∑
i=1

Bi

)
zt = et
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ou (
1+

m−1

∑
i=1

m− i
m

Bi

)
∇zt = et

comme annonće. ⊓⊔

Définition 3.26.Le mod̀eleà deux aĺeas ǵeńenalest d́efini par les relations

zt = nt +xt ,

nt = nt−l +µt +yt ,

xt = ρ1xt−1+bt ,

yt = ρ2yt−1+ct ,

où bt , ct ⊥ bs, cs pourt 6= setE(bt) =E(ct) = 0 ,∀t et µt est une fonction du temps.

Proposition 3.27.Le mod̀eleà deux aĺeas ǵeńenal est sous-tendu par un processus
ARMA(2,2)́evolutif relatifà ∇zt −µt :

[1− (ρ1+ρ2)B+ρ1ρ2B2](∇zt −µt) = et −θ1tet−1−θ2tet−2.

Démonstration.En effet:
∇zt −µt = yt +∇xt ,

(1−ρ1B)(∇zt −µt) = (1−ρ1B)yt +∇bt ,

(1−ρ2B)(1−ρ1B)(∇zt −µt) = (1−ρ1B)ct +(1−ρ2B)∇bt .

Il estévident que(1−ρ1B)ct ⊥ (1−ρ2B)∇bs dès que|t−s|> 2. Le second membre
repŕesente donc un processus 2-dépendant dont la fonction de covariance dépend de
la covariance entrebt et ct et des variances debt et ct . La proposition ŕesulte alors
de la Proposition 3.11. ⊓⊔

Remarque.Le mod̀ele original de Bachelet et Morlat (1966) suppose quebt ⊥ ct

et quebt et ct sont de variances constantes. Dans ce cas,θ1t et θ2t sont constants.
Les formules exprimant ces coefficients sont données par Libert (1977). Si de plus
ρ1 = ρ2 = 0, on retrouve le mod̀ele du lissage exponentiel d’ordre 1. Siρ1 = 0,
ρ2 = 1 et µt = 0, on retrouve le mod̀ele de Theil et Wagéetudíe par Van Winkel
(1976).

Définition 3.28.Le mod̀ele linéaire dynamique (m.l.d.) vectorielest d́efini par les
relations suivantes, pourt ≥ 1

zt = Htwt +at , (3.15)

wt = Ftwt−1+Gtet , (3.16)

où zt , wt , at et et sont des v.a. vectorielles de dimensions respectivesk , r , k et m,
Ht , Ft et Gt sont des matrices non aléatoires de dimensions respectivesk× r , r × r
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et r ×m , (et ; t ≥ 1) et(at ; t ≥ 1) sont des b.b.s. vectoriels de moyennes nulles et tels
que‖et‖

2 =ΣΣΣt , ‖at‖
2 =St , etet ⊥ as , ∀t,s , w0 est de moyenne nulle et‖w0‖

2 =ΣΣΣ0.
wt est appeĺe levecteur d’́etat, (3.15) est appelée l’équation d’observationet (3.16)
est appeĺee l’équation de transition.

Le m.l.d., aussi appelé syst̀eme stochastique dynamique linéaire, aét́e étudíe
principalement par les ingénieurs,̀a des fins de filtrage, c’est-à-dire de l’estimation
du vecteur d’́etatwt à partir des observations présentes et passéeszt−i , i ≥ 0. Les
premiers d́eveloppements sont dusà Kalman (1960). Harrison et Stevens (1976) ont
utilisé le m.l.d. dans le cadre d’une méthode de pŕevision baýesienne.

Proposition 3.29.Le processus d́ecrit dans la D́efinion 3.28 est un p.p.i.

Démonstration.Cela ŕesulte directement de la Définition 2.36. ⊓⊔

Proposition 3.30.SiHt est une fonction ṕeriodique en t, de ṕeriode s, et siFt = I r ,
alors (∇szt ; t ≥ 1) est un processus s-dépendant.

Démonstration.En appliquant l’oṕerateur de diff́erence saisonnièreàzt , il vient

∇szt = Ht∇swt +∇sat .

Mais (3.16) entrâıne, compte tenu de l’hypothèse surFt , que

wt = wt−s+
s−1

∑
j=0

Gt− jet− j

d’où

∇szt = Ht

s−1

∑
j=0

Gt− jet− j +at −at−s. (3.17)

Les p.a.(x′t ; t > s) et (x′′t ; t > s) définis par

x′t =
s−1

∑
j=0

Gt− jet− j , x′′t = at −at−s

sont respectivement MA(s−1) et MA(s) et non corŕelés entre eux. Le second mem-
bre de (3.17) d́efinit donc un processuss-dépendant. ⊓⊔

Remarque.Le mod̀ele vectoriel̀a saisonnier additif et le modèle à croissance con-
stante et saisonnier multiplicatif (Harrison et Stevens, 1976) sont tous deux des cas
particuliers de la classe envisagée ici.

Proposition 3.31.Si m= r et si les matricesHt , Ft et Gt satisfont aux conditions
suivantes
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Ht =




1 0 ... 0
. . .
. . .
. . .
1 0 ... 0



, Ft = Gt =




1 1 ... 1 1
0 1 1
...

. . .
.. .

...
...

.. .
. ..

...
0 ... ... 0 1




alors (∇mzt ; t > m) est un processus m-dépendant.

Démonstration.Pour toutj tel que 1≤ j ≤ m , on a

(wt) j =
m

∑
i= j

(wt−1)i +
m

∑
i= j

(et)i ,

d’où

(wt) j − (wt−1) j =
m

∑
i= j+1

(wt−1)i +
m

∑
i= j

(et)i

ou
∇(wt) j = (wt) j+1+(et) j

pour 1≤ j ≤ m−1 tandis que∇(wt)m = (at)m. Par ailleurs,

∇mzt = ∇m(wt)11+∇ma,t avec1⊤ = (1, ...,1).

On d́efinit x′t = ∇m(wt)1, ce qui peut s’́ecrire

x′t =
m−1

∑
i=0

∇i(et)m−i

d’où (x′t ; t > m) estm-dépendant. Il en est de m̂eme de(x′′t ; t > m) avecx′′t = ∇mat .
Finalement

∇mzt = [
m−1

∑
i=0

∇i(et)m−i ]1+∇mat

estégalementm-dépendant. ⊓⊔

Les mod̀eles envisaǵes ici sont les mod̀eles de croissance polynomiale (Harrison,
1967).

Proposition 3.32.Un processus ARMA(p,q) évolutif peut se représenter comme so-
lution du m.l.d. vectoriel.

Démonstration.Cela peut se faire de plusieurs manières, par exemple la suivante.
Soit r = kRoù R= max(p,q+1) . SoitHt = (Ik,0k, ...,0k) etat = 0 , où 0k est une
matricek× k de źeros. On a donczt = (wt)1 commeéquation d’observation. D́es
lors

(wt)1 =
p

∑
j=1

φφφ jt zt− j +et −
q

∑
j=1

θθθ jt et− j = φφφ1t(wt−1)1+(wt−1)2+et ,



3 PROCESSUS ARMÁEVOLUTIFS 33

où

(wt)2 =
p

∑
j=2

φφφ j,t+1zt+1− j −
q

∑
j=1

θθθ j,t+1et+1− j .

De même
(wt)2 = φφφ2,t+1(wt−1)1−θθθ1,t+1et +(wt−1)3,

où

(wt)3 =
p

∑
j=3

φφφ j,t+2zt+2− j −
q

∑
j=2

θθθ j,t+2et+2− j ,

et ainsi de suite jusqu’à (wt)R . Si l’on noteφφφ jt = 0 pour p< j ≤ R et θθθ jt = 0 pour
q< j ≤ R−1, on peut́ecrirewt = FtWt−1+Gtet où

Ft =




φφφ1t
...

φφφ2,t+1
... I (R−1)k

...
...

......
... ......

φφφR,t+R−1
... 0




, Gt =




I k

−θθθ1,t+1
...

−θθθR−1,t+R−1


 .

⊓⊔

3.6. La fonction de covariance

Cette section concerne le calcul de la fonction de covariance ΓΓΓts d’un processus
ARMA( p,q) évolutif. De la d́ecomposition de Wold-Craḿer

zt =
∞

∑
j=0

ψψψ jt et− j

où ψot = Ik , on d́eduit que

ΓΓΓts =
∞

∑
j=0

∞

∑
h=0

ψψψ jt 〈et− j ,es−h〉ψψψ⊤
hs

=
∞

∑
j=t−s

ψψψ jt ΣΣΣt− jψψψ⊤
s−t+ j,s. (3.18)

Dans (3.18) et la suite, on suppose ques≤ t, ce qui n’est pas restrictif carΓΓΓst = ΓΓΓ⊤
ts.

Il est clair que (3.18) n’est pas pratique pour le calcul numérique. Si l’on sup-
pose que la fonction de covariance est connue pours, t ≤ 0 , mettons, on peut la
déterminer pour touts et t comme suit. NotonsΓΓΓ′

ts la fonction de covariance du
processus MA(q) (yt ; t ∈ Z) où
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yt = et −
q

∑
j=1

θθθ jt et− j . (3.19)

Elle est calculable par la formule

ΓΓΓ′
ts =

q

∑
j=t−s

θθθ jt ΣΣΣt− jθθθ⊤s−t+ j,s,

où θθθ0t =−Ik . On remarque queΓΓΓ′
ts = 0 pourt > s+q . IntroduisonsΓΓΓ′′

ts = 〈yt ,zs〉.
Pourt > s+q , (3.19) ne fait intervenir que des variables orthogonalesà zs , donc
ΓΓΓ′′

ts = 0 . Sachant que

zs =
p

∑
i=1

φφφiszs−i +ys,

il vient la relation de ŕecurrence

ΓΓΓ′′
ts =

min(p,q−t+s)

∑
i=1

ΓΓΓ′′
t,s−iφφφ⊤is +ΓΓΓ′

ts

qui permet de calculer successivementΓΓΓ′′
t,t+q, ΓΓΓ′′

t,t+q−1, ..., ΓΓΓ′′
tt . Enfin,

ΓΓΓts = 〈zt ,zs〉

= 〈yt +
p

∑
i=1

φφφit zt−i ,zs〉

= ΓΓΓ ′′
ts+

p

∑
i=1

φφφit ΓΓΓt−i,s. (3.20)

PuisqueΓΓΓts est suppośe connu pourt,s≤ 0, cette relation permet de déterminer
successivement lesΓΓΓ1s, puis lesΓΓΓ2s , .., pour les valeurs requises des, s≥ 1.

Insistons bien sur le fait que la connaissance deΓΓΓts pours, t ≤ 0 est une condition
suffisante mais pas nécessaire pour déterminer les valeurs suivantes (par exemple,
Hallin et Ingenbleek, 1982, pour les processus AR) . Cette section ǵeńeralise au cas
multivarié la ḿethode pŕesent́ee par Ḿelard et Kiehm (1981).

3.7. La prévision

A la section 1.5 on avait d́evelopṕe une formulation du mod̀ele de pŕevision qui
envisageait simultańement plusieurs horizons. Ce modèle aét́e particulariśe sous la
forme du mod̀ele multivaríe qui ne fait plus intervenir que les prévisions d’horizon 1,
par l’intermédiaire des innovations. On montre ici que le modèle multivaríe est plus
géńeral qu’on pouvait le penser puisqu’il permet la détermination des prévisionsà
des horizons suṕerieursà 1.
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Notonsẑt(h) la pŕevision d’horizonh faite ent, h ≥ 1, c’est-̀a-direP(zt+h|Vt).
Puisque

zt+h =
p

∑
i=1

φφφi,t+hzt+h−i +et+h−
q

∑
j=1

θθθ j,t+het+h− j ,

on peutécrire (Whittle, 1965)

ẑt(h) =
min(p,h−1)

∑
i=1

φφφi,t+hẑt(h− i)+
p

∑
i=h

φφφi,t+hzt+h−i −
q

∑
j=h

θθθ j,t+het+h− j .

Les pŕevisionsẑt(1), ẑt(2), ... sont donc calculables par récurrence.
La matrice de covariance des erreurs de prévisions d’horizonh est aiśee à

déterminer si on se réfèreà la d́ecomposition de Wold-Craḿer du processus ent+h

zt+h = et+h+
∞

∑
j=1

ψψψ j,t+het+h− j .

En effet,ẑt(h) s’écrit directement sous la forme

ẑt(h) =
∞

∑
j=h

ψψψ j,t+het+h− j ,

d’où, par diff́erence,

zt+h− ẑt(h) = et+h+
h−1

∑
j=1

ψψψ j,t+het+h− j .

Par conśequent,

‖zt+h− ẑt(h)‖
2 = ΣΣΣt+h+

h−1

∑
j=1

ψψψ j,t+hΣΣΣt+h− jψψψ⊤
j,t+h.





Chapitre 4
PROCESSUS ARMA CONSTANTS

Ce chapitre est consacré aux processus ARMÀa coefficients constants, principale-
ment aux processus univariés. Les ŕesultats sont bien connus (par exemple, Que-
nouille, 1957, Hannan, 1970, Fuller, 1976, Rozanov, 1967 etPriestley, 1981). Pour
la plupart, ils seront́etablisà partir du chapitre 3.

4.1. D́efinitions

Définition 4.1. Un p.a.s. est un processus stationnaire du second ordre (p.s.s.) ssi
ΓΓΓts est fonction det − s seulement. Ońecrit γγγh = 〈zt ,zt−h〉 = ΓΓΓt,t−h, qu’on appelle
autocovariance d’ordre ou de retardh.

On appelle(γγγh;h∈ Z) la fonction d’autocovariance.

Proposition 4.2.Le processus innovation d’un p.s.s. est un b.b.s.c. dont la matrice
de covariance est notéeΣΣΣ.

Proposition 4.3.La décomposition de Wold(-Craḿer) d’un p.s.s. purement indéter-
minable (p.s.s.p.i) s’́ecrit

zt =
∞

∑
j=0

ψψψ jet− j ,

où les coefficients,ψψψ j sont constants etψψψ0 = Ik. De plus,

γγγh =
∞

∑
j=h

ψψψ jΣΣΣψψψ⊤
j−h = γγγ⊤−h, h≥ 0.

Définition 4.4. Un p.s.s.p.i.(zt ; t ∈ Z) avec(et ; t ∈ Z) pour processus innovation
est dit ARMA constant(ou ARMA à coefficients constantsou ARMA) s’il v érifie
l’ équation

37
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zt = φφφ1zt−1+ ...+φφφpzt−p+et −θθθ1et−1− ...−θθθqet−q (4.1)

avec||et || = ΣΣΣ, où φφφi (i = 1, ....p), θθθ j ( j = 1, ...,q), ΣΣΣ, p et q sont des constantes.
On d́efinit l’opérateur autoŕegressif (AR)

φφφ(B) = I k−φφφ1B− ...−φφφpBp

et l’ opérateur moyenne mobile

θθθ(B) = Ik−θθθ1B− ...−θθθqBq.

4.2. Stationnarité et inversibilité

Proposition 4.5.Si (zt ; t ∈ Z) est un p.s.s., le p.a.(wt ; t ∈ Z) défini par

wt =
m

∑
j=0

δδδ jzt− j

est un p.s.s. quels que soient les coefficientsδδδ j constants( j = 0, ...,m), où m est
fini. De plus, si(zt ; t ∈ Z) est un p.s.s.p.i. etδδδ0 = Ik, les processus innovations sont
identiques.

Proposition 4.6.Une condition suffisante pour qu’il existe un p.s.s. qui soitsolution
de(4.1)est que les źeros du polyn̂omedet[φφφ(B)] soient suṕerieursà 1 en module.

La démonstration utilise la Proposition 3.7 et les lemmes suivants.

Lemme 4.6.1Un processus ARMA(p,q) est tel que (4.1) peut se mettre sous la
forme ARMA(p,q)

Zt = ΦΦΦZt−1+Et −ΘΘΘ1Et−1− ...ΘΘΘqEt−q.

Démonstration.En effet, on peut poserZ⊤
t =(z⊤t ,z

⊤
t−1, ...,z

⊤
t−p+1), E⊤

t =(e⊤t ,0
⊤, · · · ,0⊤)

et les matrices(kp)× (kp)

ΦΦΦ =




φφφ1 φφφ2 ... ... φφφp−1 φφφp

I k 0 ... ... 0 0

0 Ik
. . .

...
...

. . .
. . .

...
...

0
...

0 ... ... 0 Ik 0




, ΘΘΘi =




θθθi 0 ... 0
0 0 ... ...
...

...
...

0 ... ... 0


 . (4.2)

⊓⊔

Notons que la matrice de covariance deEt n’est pas inversible.
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Lemme 4.6.2Les valeurs propres deΦΦΦ sont les kp solutions de l’équation

det[Ikλ p−φφφ1λ p−1− ...−φφφp−1λ −φφφp] = 0.

Démonstration.En effet, l’équation caractéristique peut s’́ecrire

det[λ Ikp−ΦΦΦ] = 0 ou det[J+eφφφ⊤] = 0

avec

J =




λ I k

−Ik λ Ik 0
...

...

0
...

...
I k λ Ik



, e=




Ik

0
...
0


 , φφφ =




−φφφ1

−φφφ2
...

−φφφp


 .

On peutévaluer un tel d́eterminant comme suit:

det[J+eφφφ⊤] = det[J]det[Ik+φφφ⊤J−1e].

Or, J est une matrice triangulaire inférieure, donc

det[J] = λ kp, J−1 =




λ−1I k

λ−2I k
. . . 0

...
...

λ−pI k ... λ−2I k λ−1I k



.

Par conśequent,

J−1e=




λ−1I k

λ−2I k
...

λ−pIk




et

det[Ik+φφφ⊤J−l e] = det[Ik−
p

∑
i=1

φφφiλ−i ].

L’ équation caractéristique s’́ecrit donc finalement

det[Ikλ p−
p

∑
i=1

φφφiλ p−i ] = 0.

⊓⊔

Lemme 4.6.3Une condition suffisante pour que
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∞

∑
m=1

φφφmΣΣΣ(φφφ⊤)m < ∞

est que toutes les valeurs propres deφφφ soient inf́erieuresà 1 en module.

Démonstration.Soit ε > 0. Montrons qu’il existe un entierM(ε) tel que pour tout
m1,m2 > M(ε) et pour touti, j = 1, ...,k, l’ élément(i, j) de

P(m1,m2) =
m2

∑
m=m1

φφφmΣΣΣ(φφφ⊤)m

soit inférieurà ε. On peutécrireφφφ = SJS−1 où J est une matrice de Jordan. Cette
matrice a tous seśeléments(i, j) nuls sauf pourj = i et j = i + 1. Leséléments
diagonaux sont les valeurs propresλi deφφφ, ranǵees par ordre d́ecroissant du module.
De plus, l’́elément(i, i +1) vaut 0 ou 1 selon queλi 6= λi+1 ou λi = λi+1. Dès lors

φφφm = (SJS−1)m = SJmS−1.

On cherchèa majorer leśeléments de

P(m1,m2) =
m2

∑
m=m1

SJmS−1ΣΣΣ(S−1)⊤(J⊤)mS⊤.

Or, leséléments deJm peuventêtre majoŕes par une expression du type
(m

r

)
λ m−r ,

où 0≤ r ≤ k et λ = max[|λ1|, ..., |λk|]. Puisqueλ < 1 par hypoth̀ese, on a, pourvu
quem> 2k : (

m
r

)
λ m−r ≤

(
m
k

)
λ m−k ≤

mkλ m−k

k!
.

PosonsT =S−1ΣΣΣ(S−1)⊤. SiX est une matricek×k, d’élémentsxi j , notonsN(X) =
kmaxi, j |xi j |. Un majorant deśeléments deP(ml ,m2) est donc le suivant

m2

∑
m=m1

[N(S)
mk

k!
λ m−k]2N(T)≤ K

m2

∑
m=m1

m2kλ 2m

où K dépend deφφφ et ΣΣΣ mais pas dem1, m2. Le rapport de deux termes successifs
de cette somme vaut[(m+ 1)/m]2kλ 2 qui tend versλ 2 lorsquem→ ∞. Puisque
λ 2 < 1, la śerie∑mm2kλ 2m converge, par application du critère de d’Alembert. On
peut donc d́eterminerM(ε) tel que pour toutm1,m2 > M(ε) on ait

m2

∑
m=m1

m2kλ 2m <
ε
K

assurant ainsi que leséléments deP(ml ,m2) sont majoŕes parε. ⊓⊔

Remarque.Si φφφ est une matrice diagonalisable, c’est-à-dire si ses valeurs propres
sont distinctes, la d́emonstration est plus rapide puisqueJm est alors une matrice
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diagonale constitúee desλ m
i . Leséléments deP(ml ,m2) sont donc majoŕes par

m2

∑
m=m1

N(S)λ mN(T)λ mN(S)≤ K1

m2

∑
m=m1

λ 2m.

Le lemme ŕesulte alors de la convergence de la série ǵeoḿetrique de raisonλ 2,
lorsqueλ < 1.

Démonstration.(de la Proposition 4.6). En vertu du Lemme 4.6.1, appliquonsla
Proposition 3.7̀a un processus ARMA(1,q) constant en omettant les indicest inu-
tiles. Il vient :

ααα(m)
m+1 = ΦΦΦm+1, ααα(m)

j = 0 ( j ≥ m+2),

ψψψ(m)
j =−

m

∑
h=0

ΦΦΦm−hΘΘΘ j−m+h, ( j = m, ...,m+q),

ψψψ(m)
j = 0 ( j ≥ m+q+1).

Pourm≥ q+1 et j = m, ...,m+q, on a l’expression plus simple

ψψψ(m)
j =−

m+q− j

∑
h=0

ΦΦΦm−hΘΘΘ j−m+h

d’où

ψψψ(m)
m = −

q

∑
h=0

ΦΦΦm−hΘΘΘh = ΦΦΦm−
q

∑
h=1

ΦΦΦm−hΘΘΘh

= ΦΦΦm−q

(
ΦΦΦq−

q

∑
h=1

ΦΦΦq−hΘΘΘh

)
.

Plus ǵeńeralement,

ψψψ(m)
m =−

min[m,q]

∑
h=0

ΦΦΦm−hΘΘΘh. (4.3)

(Notons qu’on peut retrouver ce résultat en consid́erant les coefficients de la série
formelle(1 − ΦΦΦ B)−1 ΘΘΘ(B).) Consid́erons le p.a.

zt =
∞

∑
m=0

ψψψ(m)
m et−m. (4.4)

Vérifions d’abord que la série converge en moyenne. Onétudieà cette fin la śerie

∞

∑
m=q+1

ψψψ(m)
mt ΣΣΣψψψ(m)

mt =
∞

∑
m=q+1

ΦΦΦm−q

(
ΦΦΦq−

q

∑
h=1

ΦΦΦq−hΘΘΘh

)
ΣΣΣ

(
ΦΦΦq−

q

∑
h=1

ΦΦΦq−hΘΘΘh

)⊤

(ΦΦΦ⊤)m−q.

(4.5)
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Cette śerie est du type envisagé au Lemme 4.6.3. Elle converge donc si les valeurs
propres deΦΦΦ sont inf́erieuresà 1 en module. Or, le Lemme 4.6.2 montre que ces
valeurs propres sont les inverses des solutions de l’équation d́eterminantale

det[Ik−φφφ1B− ...φφφpBp] = 0.

Si ces solutions sont supérieuresà 1 en module, la śerie (4.5) converge. Le pro-
cessus d́efini par (4.4) est donc du second ordre. De plus, il est stationnaire et, par
construction m̂eme, v́erifie (4.1). ⊓⊔

Remarques.La conditionénonćee dans le th́eor̀eme est suffisante mais pas nécessaire.
Les deux raisons sont simplement illustrées :
(i) Si l’ équation (4.1) peut̂etre simplifíee parce queφφφp(B) et θθθq(B) contiennent des
facteurs communs̀a gauche, la śerie converge sans que la condition ne doiveêtre
impośee sur les źeros correspondants. Par exemple, dans le cas ARMA(1,q), on
peut avoir

λ qIk−
q

∑
h=1

λ q−hθθθh = (λ Ik−φφφ1)
(
λ q−1I k−

q−1

∑
h=1

λ q−1−hθθθh
)
,

de sorte qu’en remplaçantλ parφφφ1, il vient

φφφq
1−

q

∑
h=1

φφφq−h
1 θθθh = 0.

Cette absence de facteurs communsà gauche fait partie des conditions d’identifiabilité
d’un mod̀ele ARMA (Hannan, 1969).
(ii) L’exemple suivant montre une autre cause de problème, líee au rang de la ma-
trice de covariance des innovations:

zt =

[
0.5 0
0 2

]
zt−1+et , avecΣΣΣ =

[
1 0
0 0

]
.

En effet (zt)2 = 0 est solution stationnaire de cetteéquation alors qu’une valeur
propre deφ1 vaut 2.

Dans le cas scalaire, il est aisé d’énoncer une condition nécessaire et suffisante.

Proposition 4.7.Une condition ńecessaire et suffisante pour qu’il existe une solu-
tion de(4.1) avec k= 1 qui soit un p.p.s.p.i en supposant qu’aucun zéro deφp(B)
n’est źero deθq(B) et queφp 6= 0, est que les źeros du polyn̂omeφp(B) soient
suṕerieursà 1 en module.

Démonstration.Il resteà établir la condition ńecessaire. On utilise directement la
Proposition 3.5. Supposons queφp(B) soit factoriśe en

φp(B) =
p

∏
ℓ=1

(1−ϕℓB)
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où lesϕℓ sont les inverses des zéros deφp(B) et sont ŕeels ou constituent des paires
de complexes imaginaires conjugués. De plus, lesϕℓ sont diff́erents de źero. Choi-
sissons arbitrairementℓ ∈ {1, ..., p} et posons

φ (ℓ) =
p

∏
j=1
j 6=ℓ

(1−ϕ jB) = 1−
p−1

∑
j=1

φ (ℓ)
j B j .

On introduit le p.a.{w(ℓ)
t ; t ∈ Z}, à coefficients complexes, défini par

w(ℓ)
t = φ (ℓ)(B)zt .

C’est un p.p.s.p.i. en vertu de la Proposition 4.5. De plus, il vérifie l’équation

w(ℓ)
t = ϕℓw

(ℓ)
t−1+θ(B)et .

Consid́erons les relations de la Proposition 3.7déjà adapt́ees̀a un processus ARMA(1,q)
constant dans la démonstration de la Proposition 4.7. En insérant les ŕesultats dans
la condition (b) de la Proposition 3.5, on exprime que la serie

∞

∑
m=0

(
min[m,q]

∑
h=0

ϕm−h
l θh

)
et−m

converge en moyenne. Il estéquivalent d’imposer la convergence de la série

∞

∑
m=0

ϕm
ℓ

(
q

∑
h=0

ϕ−hθh

)
et−m =

(
q

∑
h=0

ϕ−hθh

)
∞

∑
m=0

ϕm
ℓ et−m.

Mais ϕ−1
l n’est pas un źero deθq(B), d’où

q

∑
h=0

ϕ−h
ℓ θh 6= 0.

Il faut donc que∑ϕm
ℓ et−m converge en moyenne, d’où ∑ |ϕℓ|

2m< ∞, ce qui entrâıne
|ϕℓ|< 1. ⊓⊔

Remarques.
(1) Nous ne connaissons pas, dans le cas vectoriel, de démonstration de la condition
nécessaire qui ne fasse pas appelà l’approche spectrale et la théorie des matrices
analytiques (Rozanov, 1967).
(2) La condition suffisante expriḿee dans la Proposition 4.7 permet une démonstra-
tion alternative de la Proposition 4.6. En effet, si det[φφφp(B)] 6= 0, on peut introduire
la matrice inverseφφφ−1

p (B) = φφφ∗p(B)/det[φφφp(B)] et φφφ∗p(B) est la matrice transposée
des cofacteurs deφφφp(B). Appliquonsφφφ∗p(B) comme o.p.r.d. aux deux membres de
(4.1). Il vient
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det[φφφp(B)]zt = φφφ∗p(B)θθθq(B)et .

On applique alors la condition suffisante de la Proposition 4.7 composante par com-
posante. Si les źeros de det[φφφp(B)] sont suṕerieursà 1 en module, on peutécrire la
décomposition de Wold

zt = ψψψ(B)et où ψψψ(B) = φφφ−1
p (B)θθθq(B).

(3) La th́eorie des fonctions analytiques permet plus que de montrer que la conver-

gence en moyenne c’est-à-dire∑(ψ(m)
m )2 <∞. En effet, siφφφp(B) n’a aucun źero pour

|B| ≤ 1, φφφ−1
p (B) est une fonction analytique dans le cercle unité, doncégalement

ψψψ(B). La śerie entìere converge pour|B| ≤ 1, donc∑ |ψ(m)
m |< ∞.

Proposition 4.8.Si zt = ∑∞
j=0 ψ jet− j est la d́ecomposition moyenne mobile infinie

d’un p.s.s.p.i. scalaire, alors∑∞
j=0 ψ jB j 6= 0 pour tout B complexe tel que|B|< 1.

Démonstration.Supposons au contraire qu’il existeb, |b|< 1, tel que∑∞
j=0 ψ jb j =

0. Puisqueψ0 = 1, on ab 6= 0. Il s’ensuit que l’on peut́ecrire

∞

∑
j=0

ψ jB
j = (B−b)

∞

∑
j=0

ψ ′′
j B j

avecψ ′′
0 =−1/b. Définissons formellement

∞

∑
j=0

ψ ′
jB

j = (1− b̄B)
∞

∑
j=0

ψ ′′
j B j =

1− b̄B
B−b

∞

∑
j=0

ψ jB
j .

Pour toutB de module 1, soitB= eiω , on a|B−b|= |1−b/B|= |1−bB̄|= |1− b̄B|
d’où ∣∣∣∣∣

∞

∑
j=0

ψ ′
je

iω j

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣

∞

∑
j=0

ψ je
iω j

∣∣∣∣∣ .

La deuxìeme śerieψ(ω) est une fonction de carré sommable sur[−π,π[ par rapport
à la mesure de Lebesgue, puisque∑∞

j=0 |ψ j |
2 < ∞. Il en est donc de m̂eme de la

premìere śerieψ ′(ω) et donc∑∞
j=0 |ψ ′

j |
2 < ∞. Consid́erons le p.a.(z′t ; t ∈ Z) défini

parz′t = ∑∞
j=0 ψ ′

jet− j . C’est un p.s.s. et sa fonction d’autocovariance(γ ′h;h∈ Z) est
obtenue par

γ ′h = σ2
∞

∑
j=h

ψ ′
j ψ̄ ′

j−h pourh> 0.

Remarquons quēψ ′(ω)e−iωh = ∑∞
j=h ψ ′

j−he−iω j . Par application de l’identité de
Parseval, il vient
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∞

∑
j=h

ψ ′
j ψ̄ ′

j−h =
1

2π

∫ π

−π
ψ ′(ω)ψ̄ ′(ω)e−iωhdω

=
1

2π

∫ π

−π
|ψ ′(ω)|2e−iωhdω

=
1

2π

∫ π

−π
|ψ(ω)|2e−iωhdω

=
∞

∑
j=h

ψ jψ j−h.

Il en résulte que les p.a.(zt ; t ∈ Z) et (z′t ; t ∈ Z) ont la m̂eme fonction d’autoco-
variance. Les coefficients de leur décomposition de Wold sont doncégaux et leurs
innovations respectiveset et e′t ont même varianceσ2. Consid́erons la variance de
l’erreur de pŕevision dez′t faite à partir d’une combinaison lińeaire d’un nombre
arbitrairemde valeurs passéesz′t−l , ...z

′
t−m :

var
(
z′t −

n

∑
h=1

πhz′t−h

)
. (4.6)

Par application de la Proposition 2.38, l’infimum de (4.6) est atteint et vaut

var
[
z′t −P(z′t |Vt−1)

]
= var(e′t) = σ2. (4.7)

Or (4.6) s’́ecrit

var

(
∞

∑
j=0

ψ ′
je
′
t− j −

n

∑
h=1

πh

∞

∑
j=0

ψ ′
je
′
t−h− j

)
≥ |ψ ′

0|
2var(e′t)

ce qui vaut|ψ ′
0|

2σ2, en vertu du theorème de Pythagore (Proposition 2.33). Or
|ψ ′

0|
2 = 1/|b|2 > 1 donc (4.6) est supérieur ou égal à un nombre strictement

suṕerieurà σ2 ce qui contredit (4.7). ⊓⊔

Remarque.On constate que la démonstration ci-dessus, inspirée par Doob (1953),
utilise quelqueśeléments de l’approche spectrale. Notons que la démonstration
purement ǵeoḿetrique de Grenander et Rosenblatt (1957, p. 71) est fausse.

Proposition 4.9.4.8’. Une condition ńecessaire et suffisante pour qu’un processus
ARMA stationnaire(zt ; t ∈ Z), tel que les polyn̂omesφp(B) et θq(B) n’ont pas de
zéro en commun, soit inversible est que les zéros deθq(B) soient suṕerieursà 1 en
module.

Démonstration.Elle est diviśee en quatre parties.
(a) Consid́erons d’abord un p.s.s.à coefficients complexes satisfaisant

∞

∑
j=0

ϕ jzt− j = et −µet−1,
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où ϕ0 = 1 et la śerie du membre de gauche, qu’on noteut , converge en moyenne.
Montrons que le processus est inversible si|µ | < 1. Remarquons d’abord que
V2(u; t) = V2(z; t) pour toutt et que leset , qui sont les innovations de(zt ; t ∈ Z)
par hypoth̀ese sont́egalement les innovations de(ut ; t ∈ Z).
Appliquons la Proposition 3.14 au cas scalaire. Si|µ | < 1, alors limµm = 0 pour
m→ ∞ et donc

et =
∞

∑
m=0

µmut−m.

(b) Consid́erons maintenant un p.s.s.à coefficients complexes(zt ; t ∈ Z) satisfaisant

p

∑
j=0

ϕ jzt− j = bt −µbt−1, (4.8)

où p est fini, et tel queµ−1 n’est pas un źero de∑p
j=0 ϕ jB j . Notons que(bt ; t ∈ Z)

n’est pas ńecessairement un bruit blanc. On suppose qu’il existe des coefficientsπ j

tels que

bt =
∞

∑
j=0

π jzt− j (4.9)

et on veut montrer que cela implique que|µ | < 1. Remplaçonsbt dans (4.8). En
égalant les coefficients dezt− j , il vient

π0 = 1, π j −µπ j−1 = ϕ j ( j ≥ 1)

d’où

π j =
j

∑
h=0

µ j−hϕh = µ j
j

∑
h=0

µ−hϕh.

Par conśequent, la śerie
∞

∑
j=0

µ j

(
j

∑
h=0

µ−hϕh

)
zt− j

converge en moyenne, doncégalement

∞

∑
j=p

µ j

(
j

∑
h=0

µ−hϕh

)
zt− j

qui en diff̀ere par un nombre fini de termes. En mettant enévidence le facteur com-
mun, non nul par hypoth̀ese, il vient que la śerie ∑ j µ jzt− j converge en moyenne,
d’où |µ |2 jvar(zt− j) = |µ |2 jγ0 → 0 pour j → ∞ et donc|µ |< 1.
(c) La condition suffisante s’établit de la façon suivante. Désignons parµ−1

j les
zéros deθq(B) de sorte que

θq(B) =
q

∏
j=1

(1−µ jB). (4.10)
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On introduit les p.a.̀a coefficients complexes(b(ℓ)t ; t ∈ Z) définis par

b(ℓ)t = et −θ (ℓ)
1 et−1− ...−θ (ℓ)

ℓ et−ℓ,

où les coefficientsθ (ℓ)
i sont tels que

1−θ (ℓ)
1 B− ..−θ (ℓ)

ℓ Bℓ =
ℓ

∏
j=1

(1−µ jB),

pourℓ= 1,2, ...,q. On a

b(q)t = b(q−1)
t −µqb(q−1)

t−1

b(q−1)
t = b(q−2)

t −µq−1b(q−2)
t−1

...

b(1)t = et −µ1et−1

et b(q)t = zt −φ1zt−1− ...−φpzt−p. Puisque|µi |< 1 (i = 1, ...,q), on peut appliquer

(a) pour exprimer successivementb(q−1)
t , b(q−2)

t , ..., b(1)t , et comme śeries en les
zt−i , convergeant en moyenne.
(d) La condition ńecessaire peut se démontrer comme suit. Considérons un facteur
quelconque de (4.10) et définissons

b(ℓ)t =
q

∏
j=1
j 6=ℓ

(1−µ jB)et .

Il s’ensuit que

b(ℓ)t −µℓb
(ℓ)
t−1 =

p

∑
j=0

ϕ jzt− j

avecϕ0 = 1, ϕ j =−φ j ( j = 1, ....p). Par hypoth̀ese,et s’exprime comme śerie con-

vergente en moyenne en leszt−i , doncégalementb(ℓ)t . Par application de (b), cela
entrâıne donc, pourvu queµ−1

ℓ ne soit pas un źero deφp(B), que|µℓ|< 1. ⊓⊔

4.3. Caract́erisation des processus ARMA

Les caract́erisations des processus purs AR et MA résultent directement de la par-
ticularisation des Propositions 3.8 et 3.11. Il estégalement possible de caractériser
les processus ARMA multivariés.

Notons d’abord que pour un processus ARMA(p,q) stationnaire, (3.20) devient,
en posantγ ′′h = ΓΓΓ′′

t,t−h :
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γγγh = γγγ′′h +
p

∑
i=1

φφφiγγγh−i (4.11)

où γγγ′′h = 0 pour |h| > q. SoientP> p et Q> q. On peutécrire un syst̀eme deP+1
équations obtenu en prenant (4.11) pourh= Q, ...,Q+P :




γγγQ

...
γγγQ+P−1

γγγQ+P


=




γγγQ−1 ... γγγQ−P+1 γγγQ−P

... ... ... ...
γγγQ+P−2 ... γγγQ γγγQ−1

γγγQ+P−1 ... γγγQ+1 γγγQ







φφφ1

φφφ2

...
φφφP


 (4.12)

où φφφp+1 = ...= φφφP = 0. Consid́erons le syst̀eme dePk+1 équations lińeaires obtenu
en prenant lesP premiers blocs de lignes de (4.12) ainsi que laième ligne du(P+
1)ème bloc, et en se limitantà la jème colonne du premier membre et doncà la
jème colonneφφφ j(P) deφφφ(P) = (φφφ⊤1 ,φφφ⊤2 , ...,φφφ⊤P )⊤. Notons

A(P,Q) =




γγγQ−1 ... γγγQ−P+1 γγγQ−P

... ... ... ...
γγγQ+P−2 ... γγγQ γγγQ−1


 , C(P,Q) =




γγγQ

...
γγγQ+P−1


 ,

R(P,Q) = [γγγQ+P−1, ...,γγγQ]. NotonsRi(P,Q) la ième ligne deR(PQ), C j(P,Q) la
jème colonne deC(P,Q), etei j (P,Q) l’ élément(i, j) deγγγQ+P. Puisque le système

[
C j(P,Q)
ei j (P,Q)

]
=

[
A(P,Q)
Ri(P,Q)

]
φφφ j(P)

est compatible, on a

Di j (P,Q) = det

[
A(P,Q) C j(P,Q)
Ri(P,Q) ei j (P,Q)

]
= 0 (4.13)

pouri, j = 1, ...,k, et donc la matriceD(P,Q) constitúee desDi j (P,Q) est nulle, pour
P> p etQ> q (Tiao et Box, 1981).

LesDi j (P,Q) peuvent̂etre calcuĺes successivement en appliquant les règles rela-
tives aux matrices partitionnées de la forme

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
.

Ces r̀egles sont

det(A) = det(A11)det(A22−A21A−1
11 A12),

A−1 =

[
A−1

11 +A−1
11 A12A22A21A−1

11 −A−1
11 A12A22

−A22A21A−1
11 A22

]
,



 (4.14)

avecA22 = (A22−A21A−1
11 A12)

−1. Si l’on consid̀ere la matrice partitionńee
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A(P,Q) =

[
A(P−1,Q) C(P−1,Q−P)
R(P−1,Q) γQ−1

]

on peut d́eterminer det[A(P,Q)] et (A(P,Q))−1 dès qu’on connâıt det[A(P−1,Q)]
et (A(P− 1,Q))−1. En appliquant̀a nouveau (4.13)̀a la partition implicite dans
(4.13), on est en mesure d’évaluer le d́eterminant. Cet algorithme áet́e sugǵeŕe par
de Falguerolles (1980) dans le cas scalaire.

La caract́erisation (4.13) est̀a la base de la ḿethode du coin (Beguin, Gouriéroux
et Monfort, 1980, et Lindberger, 1973).

Consid́erons lesP premìeres lignes de (4.12) pourQ= 0 et ŕesolvons le système
par rapportà φφφP. En envisageant cette solution comme fonction deP on ob-
tient la fonction matricielle des coefficients de régression partielle (Huyberechts,
1983, ôu cette appellation est justifiée) aussi connue sous le nom de fonction ma-
tricielle d’autoŕegression partielle (Tiao et Box, 1981) qui géńeralise la fonction
d’autocorŕelation partielle du cas univarié. L’algorithme est alors la géńeralisation
dueà Robinson (1967) de l’algorithme de Levinson (1949) et de Durbin (1960).

4.4. Exemples de processus ARMA

Proposition 4.10.Soit(zt ; t ∈ Z) un p.a.s. qui v́erifie

zt =
q

∑
j=0

yt− j, jbt− j

où (bt ; t ∈ Z) est un b.b.c. de varianceσ2 et (yt ; t ∈ Z), avecyt = (yt,0, ...,yt−q,q)
⊤,

est un p.s.s.p.i. vectoriel de dimension q+1, tels que ces deux p.a. sont indépendants.
Le p.a.s.(zt ; t ∈ Z) est alors un p.s.s. MA(q).

Démonstration.Notonsγγγ∗h = 〈yt ,yt−h〉. Il vient directement, pourh> 0 :

〈zt ,zt−h〉 = 〈
q

∑
j=0

yt− j, jbt− j ,
q

∑
i=0

yt−h−i,ibt−h−i〉

=
q

∑
j=0

q

∑
i=0

〈yt− j, jbt− j ,yt−h−i,ibt−h−i〉

=
q

∑
j=0

q

∑
i=0

E(yt− j, jbt− jyt−h−i,ibt−h−i).

Compte tenu de l’hypoth̀ese d’ind́ependance (notée par le symbole⊥⊥) et donc de
ce que

bt− j ⊥⊥ yt− j, jyt−h−i,ibt−h−i si h+ i 6= j,

il demeure
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〈zt ,zt−h〉 =
q

∑
j=h

E[yt− j, jb
2
t− jyt− j, j−h]

=

{
σ2 ∑q

j=h(γγγ
∗
0) j, j−h si 0≤ h≤ q

0 sih> q.

⊓⊔

Proposition 4.11.Soit(zt ; t ∈ Z) un p.a.s. qui v́erifie

zt =
q

∑
j=0

h j(bt− j−1)bt− j

où bs = (bs, ...,bs−r+1)
⊤, (bt ; t ∈ Z) est un b.b.c. de varianceσ2 et les hj(·), des

fonctions telles que(ht ; t ∈ Z) est un p.s.s. avecht = (h1(bt−2), ...,hq(bt−q−1)).
Alors le p. a.(zt ; t ∈ Z) est un p.a.s. MA(q).

Démonstration.De façon similaireà la d́emonstration de la Proposition 4.10, il
vient

〈zt ,zt−h〉=
q

∑
j=0

q

∑
i=0

E[h j(bt− j−1)bt− jhi(bt−h−i−1)bt−h−i ].

Puisque(bt ; t ∈ Z) est un b.b., on a

bt− j ⊥⊥ h j(bt− j−1)hi(bt−h−i−1)bt−h−i si h+ i > j,

bt−h−i ⊥⊥ h j(bt− j−1)hi(bt−h−i−1)bt− j si h+ i < j.

Par conśequent, pourh> 0,

〈zt ,zt−h〉 =
q

∑
j=h

E[h j(bt− j−1)h j−h(bt− j−1)b
2
t− j ]

=

{
σ2 ∑q

j=hE[h j(bt− j−1)h j−h(bt− j−1)] si 0≤ h≤ q
0 sih> q.

ce quiétablit la proposition. ⊓⊔

Remarque.On reconnâıt les processus dépendant de l’́etat (”state dependent pro-
cesses”) introduits par Priestley (1980).

4.5. La fonction d’autocovariance

La relation (4.11) peut se réécrire

γγγh−
p

∑
i=1

φφφiγγγh−i = γγγ′′h
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où γγγ′′h est l’autocovariance d’ordreh du processus constitué à partir de l’oṕerateur
MA. Puisqueγγγ−h = γγγ⊤h , on peut́ecrire un syst̀eme d’́equations en leśeléments deγγγ0,
γγγ1, ..., γγγp, au moyen de (4.11) pourh = 0, ..., p. Ce syst̀eme permet de d́eterminer
lesk(k+1)/2+ pk2 inconnues contenues dans cesp+1 matrices. On peut v́erifier
que ce syst̀eme comporte autant d’équations que d’inconnues. Un algorithme pour
constituer ce système áet́e pŕesent́e par Ansley (1980) et par Nicholls et Hall (1979)
géńeralisant McLeod (1975). Il reste alorsà ŕesoudre ce système. Kohn et Ansley
(1982) pŕesentent un algorithme amélioré.

Dans le cas univarié, un algorithme plus efficient áet́e propośe par Tunnicliffe
Wilson (1979). Il fait l’objet de cette section. Considérons le processus ARMA(p,q)
univaríe d́efini par l’équationφ(B)zt = θ(B)et . On veut d́eterminerγh pour h =
0, ...,H. Commençons par introduire une notation qui sera fréquemment utiliśee. Si
µr(B) est un polyn̂ome de degŕe inférieur ouégalà r, on noteµ∗

r (B) = Br µr(B−1),
ce qui repŕesente un polyn̂ome de degŕe inférieur ouégalà r. Remarquons que le
coefficient deBr dansµr(B) vaut µ∗

r (0) tandis que le terme indépendant deµr(B)
vaut le coefficient deBr deµ∗

r (B). De plus, sib 6= 0 est un źero deµr(B), alorsb−1

est un źero deµ∗
r (B). NotonsD le disque unit́e :D = {B∈ C; |B|< 1}.

L’algorithme de Tunnicliffe Wilson est constitué des six́etapes suivantes, où l’on
notem= max(p,q).

Etape 1: On pose

βm(B) = θ(B)θ(B−1) =
q

∑
h=−q

βhBh,

bm(B) =
1
2

β0+
q

∑
h=1

βhBh,

φm(B) = φ(B),

ν0(B) =
1
2

β0.

Etape 2: Pourh= m−1, ...,0, on calcule

αh+1 = φ ∗
h+1(0),

φh(B) = [φh+1(B)−αh+1φ ∗
h+1(B)](1−α2

h+1)
−1,

pourvu que|αh+1| 6= 1.
Etape 3: Pourh= m−1, ...,0, on calcule

δh+1 = b∗h+1(0),

bh(B) = bh+1(B)−δh+1Bφ ∗
h (B),

βh = bh(B)+b∗h(B).

Etape 4: Pourh= 1, ...,m−1, on calcule
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νh+1(B) =
νh(B)−αh+1Bν∗

h(B)+δh+1Bh+1−δh+1αh+1

1−α2
h+1

.

Etape 5: On effectueg(B) = νm(B)/φm(B).
Etape 6: On obtient finalement

γ0 = 2goσ2,

γ−h = γh = ghσ2 pourh= 1, ...,H.

Afin de justifier cet algorithme, ońetablit d’abord une suite de lemmes.

Lemme 4.12.1Pour tout h,0 ≤ h ≤ m, pour autant que|αh+1| 6= 1, φh(B) est un
polyn̂ome de degŕe inf́erieur ouégalà h et son terme ind́ependant vaut1.

Démonstration.La proposition est vraie lorsqueh = m . Supposons qu’elle soit
vraie pourφh+1(B) et montrons qu’elle est vraie pourφh(B). En effet,φ ∗

h+1(B) est
un polyn̂ome de degŕe au pluśegalà h+1 et le coefficient deBh+1 vautαh+1. Dès
lors, φh(B) est de degŕe au pluśegalà h+1. Mais on v́erifie aiśement que le terme
enBh+1 vaut źero. De plus,

φh(0) =
φh+1(0)−αh+1φ ∗

h+1(0)

1−α2
h+1

= 1.

Lemme 4.12.2Si p< q= m,φp(B) = φ(B) et αh+1 = 0 pour h= p, ...,m−1.

Démonstration.En effetφm(B) = φ(B) est de degŕe p. Les polyn̂omesφm−1(B), ...,
φp(B) sont donc de degré inférieur ouégalà p et doncαm= αm−1 = ...= αp+1 = 0.
Le lemme ŕesulte alors de la d́efinition deφh(B). ⊓⊔

Lemme 4.12.3Pour tout h,0≤ h< m, tel que|αh+1| 6= 1, on aφh+1(B) = φh(B)+
αh+1Bφ ∗

h (B).

Démonstration.Par d́efinition

φh+1(B)−αh+1φ ∗
h+1(B) = (1−α2

h+1)φh(B).

En remplaçantB parB−1 et multipliant les deux membres parαh+1Bh+1, il vient

αh+1φ ∗
h+1(B)−α2

h+1φh+1(B) = (1−α2
h+1)αh+1Bφ ∗

h (B).

Par addition membrèa membre des deux́equations et simplification par(1−α2
h+1)

on trouve la relation annoncée. ⊓⊔

Lemme 4.12.4 Si (zt ; t ∈ Z) est un p.s.s., alors pour tout h= 1, ..., p, φh(B) est un
polyn̂ome dont les źeros sont̀a l’extérieur du disque unit́e D et|αh|< 1.

Démonstration.Par 1’hypoth̀ese de stationnarité et compte tenu du Lemme 4.12.2,
tous les źeros deφp(B) = φ(B) sontà l’extérieur deD. Puisqueφp(0) = 1, le co-
efficient deBp est le produit des inverses des zéros du polyn̂ome, d’òu |αh| < 1.
Montrons que si la proposition est vraie pourφh+1(B), elle l’est aussi pourφh(B).
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Supposons d’abord que|αh|= 1. On peut alorśecrire, en vertu des Lemmes 4.12.1
et 4.12.2 :

φh(B) =±
s

∏
j=1

(B+µ j), φ ∗
h (B) =±Bh−s

s

∏
j=1

(1+µ jB) avec
s

∏
j=1

µ j = 1, (4.-6)

où s≤ h. Par application du Lemme 4.12.3, on a

φh+1(B) = f1(B)+g1(B) où f1(B) = φh(B) et g1(B) = αh+1Bφ ∗
h (B).

Deux cas sont possibles, compte tenu de (4.13) :
(i) tous les źeros deφh(B) sont sitúes sur la frontìere deD, ce sont aussi des zéros
deφ ∗

h (B) donc deφh+1(B) ce qui contredit l’hypoth̀ese de ŕecurrence;
(ii) φh(B) a au moins un źero à l’intérieur deD. Sachant que|αh+1| < 1, il vient
pour|B|= 1 :

|g1(B)|= |αh+1|
∣∣

s

∏
j=1

(1+µ jB)
∣∣<
∣∣

s

∏
j=1

(B+µ j)
∣∣= | f1(B)|.

Le théor̀eme de Rouch́e permet alors d’affirmer quef1(B) et f1(B)+g1(B) ont le
même nombre de zérosà l’intérieur deD. Or φh(B) en a au moins un, donc aussi
φh+1(B), ce qui contredit l’hypoth̀ese de ŕecurrence.

On a donćetabli que|αh| 6= 1. Montrons maintenant queφh(B) a tous ses źeros
à l’extérieur deD. Consid́erons les polyn̂omes

f2(B) = (1−α2
h+1)

−1φh+1(B), g2(B) =−(1−α2
h+1)

−1αh+1φ ∗
h+1(B).

Pour tout complexeB de module 1 :

|g2(B)| = |1−α2
h+1|

−1|αh+1||φ ∗
h+1(B)|

= |1−α2
h+1|

−1|αh+1||φh+1(B)|< | f2(B)|,

car |αh+1|< 1 par l’hypoth̀ese de ŕecurrence. Le th́eor̀eme de Rouch́e permet donc
d’affirmer que f2(B) et f2(B) + g2(B) = φh(B) ont le m̂eme nombre de zéros à
l’int érieur deD. Or, par l’hypoth̀ese de ŕecurrence,φh+1(B) n’en a pas. Il en est
donc de m̂eme deφh(B). Soit b un źero deφh(B) de module 1. Gr̂ace au Lemme
4.12.3 on v́erifie queφh+1(b) = 0, d’où une contradiction.

Il resteà montrer que|αh|< 1. Consid́erons les polyn̂omes

f3(B) = (1−α2
h)

−1αhφ ∗
h (B), g3(B) = (1−α2

h)
−1φh(B).

Supposons|αh|> 1. On aurait donc pour tout complexeB de module 1

|g3(B)| = |1−α2
h |

−1|φh(B)|= |1−α2
h |

−1|φ ∗
h (B)|

< |1−α2
h |

−1|αh||φ ∗
h (B)|= | f3(B)|.
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Le théor̀eme de Rouch́e permet alors d’affirmer quef3(B) et f3(B) + g3(B) =
φh−1(B) ont le m̂eme nombre de zérosà l’intérieur deD. Or |αh| 6= 0 par hypoth̀ese,
donc les źeros deφ ∗

h (B) sont non nuls,φh(B) est de degŕe h et lesh zéros deφh(B)
sont les inverses de ceux deφ ∗

h (B). Le nombre de źeros deφ ∗
h (B) à l’intérieur deD,

qui vauth en vertu de ce qui préc̀ede, est donćegal au nombre de zéros deφh−1(B) à
l’int érieur deD. Puisqueφh−1(B) est au plus de degréh−1, il y a contradiction. ⊓⊔

Remarque.Ce lemme justifie la division par 1− α2
h+1 dans lesétapes 2 et 4 de

l’algorithme, sous l’hypoth̀ese de stationnarité.

Lemme 4.12.5Si |αh| < 1 pour h= 1, ..., p, alors les źeros deφ(B) sontà l’exté-
rieur du disque unit́e D.

Démonstration.Consid́eronsà nouveau les polyn̂omes f1(B) et g1(B) introduits
dans la d́emonstration du Lemme 4.12.4. Il vient pour|B|= 1 :

|g1(B)|= |αh+1||B||φ ∗
h (B)|= |αh+1||φh(B)|< |φh(B)|= | f1(B)|.

Le théor̀eme de Rouch́e permet donc d’affirmer quef1(B) = φh(B) et f1(B) +
g1(B) = φh+1(B) ont le m̂eme nombre de zérosà l’intérieur deD. Donc φp(B),
φp−1(B), ...,φ1(B) etφ0(B) ont le m̂eme nombre de zérosà l’intérieur deD. Puisque
φ0(B) est une constante,φp(B) n’a aucun źero à l’intérieur deD. On peut v́erifier
que sib est un źero deφp(B) de module 1, alorsφp−1(b) = ... = φ0(b) = 0, d’où
une contradiction.

Remarque.Ce lemme permet de vérifier l’hypoth̀ese de stationnarité sans la d́eter-
mination des źeros deφ(B). Voir Åström (1970, p. 119) et Anderson (1975).

Lemme 4.12.6Pour tout h,0≤ h≤ m, bh(B) est un polyn̂ome de degŕe inf́erieur
ou égalà h et son terme independant vautβ0/2.

Démonstration.La proposition est vraie lorsqueh=m. Supposons qu’elle soit vraie
pourbh+1(B) et montrons qu’elle est vraie pourbh(B). Par le Lemme 4.11.1,Bφ ∗

h (B)
est un polyn̂ome de degŕeh+1, dont le terme enBh+1 a 1 pour coefficient. Il s’ensuit
quebh(B) est un polyn̂ome de degŕe inférieur ouégalàh+1. De plus, le coefficient
du terme enBh+1 debh+1(B) valantδh+1 par d́efinition, le terme enBh+1 debh(B)
vaut 0. Finalement,bh(0) = bh+1(0) = β0/2. ⊓⊔

Lemme 4.12.7Si q< p=m, bh(B) = bq(B) etδh+1 = 0 pour h= q,q+1, ...,m−1.

Démonstration.En effet,bm(B) = bq(B) est de degŕe q. Les polyn̂omesbm−1(B),
. . . , bq(B) sont donc de degré inférieur ouégalàq et doncδm= δm−1 = ...= δq+1 =
0. Le lemme ŕesulte alors de la d́efinition debh(B). ⊓⊔

Lemme 4.12.8Pour tout h,0≤ h< m :

νh+1(B)+αh+1ν∗
h+1(B) = νh(B)+δh+1Bh+1.



4 PROCESSUS ARMA CONSTANTS 55

Démonstration.Par d́efinition

νh+1(B) =
νh(B)−αh+1Bν∗

h(B)+δh+1Bh+1−δh+1αh+1

1−α2
h+1

.

En remplaçantB parB−1 et en multipliant les deux membres parαh+1Bh+1, il vient

αh+1ν∗
h+1(B) =

αh+1Bν∗
h(B)−α2

h+1νh(B)+δh+1αh+1−α2
h+1δh+1Bh+1

1−α2
h+1

.

Par addition membrèa membre des deux́equations et simplification par 1−α2
h+1,

on trouve la relation annoncée. ⊓⊔

Lemme 4.12.9Pour tout h,0≤ h≤ m :

βh(B) = φh(B
−1)νh(B)+φh(B)νh(B

−1).

Démonstration.La proposition est vraie pourh= 0 car

β0(B) = b0(B)+b0(B
−1) = β0

par le Lemme 4.12.6, tandis que

φ0(B
−1)ν0(B)+φ0(B)ν0(B

−1) = β0

par le Lemme 4.12.1 et la définition deν0(B). Montrons que si la proposition est
vraie pourβh(B), elle l’est aussi pourβh+1(B). Or

βh+1(B) = bh+1(B)+bh+1(B
−1)

= bh(B)+δh+1Bφ ∗
h (B)+bh(B

−1)+δh+1B−1φ ∗
h (B

−1)

= βh(B)+δh+1Bh+1φh(B
−1)+δh+1B−h−1φh(B)

= φh(B
−1)[νh(B)+δh+1Bh+1]+φh(B)[νh(B

−1)+δh+1B−h−1]

par 1’hypoth̀ese de ŕecurrence. Gr̂ace au Lemme 4.12.8, il vient

βh+1(B) = φh(B
−1)[νh+1(B)+αh+1ν∗

h+1(B)]+φh(B)[νh+1(B
−1)+αh+1ν∗

h+1(B
−1)]

= φh(B
−1)νh+1(B)+φh(B)νh+1(B

−1)

+αh+1[Bφ ∗
h+1(B)νh+1(B

−1)+B−1φ ∗
h (B

−1)νh+1(B)]

= φh+1(B
−1)νh+1(B)+φh+1(B)νh+1(B

−1)

par application du Lemme 4.12.3, ce qui termine la démonstration. ⊓⊔

Proposition 4.12.Lesγh, h= 0, ...,H, détermińes par l’algorithme de Tunnicliffe
Wilson sont les autocovariances du processus ARMA(p,q) défini par (4.1).

Démonstration.Consid́eronsγ(B), la fonction ǵeńeratrice associéeà (γh;h∈ Z),
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γ(B) =
∞

∑
h=−∞

γhBh

consid́eŕee comme śerie formelle enB. Compte tenu deśetapes 5 et 6 de l’algorithme,
il vient

γ(B) = σ2[2γ0+
∞

∑
h=1

ghBh+
−∞

∑
h=−1

ghBh]

= σ2[g(B)+g(B−1)]

= σ2
[

νm(B)
φm(B)

+
νm(B−1)

φm(B−1)

]

= σ2 φm(B−1)νm(B)+φm(B)νm(B−1)

φm(B)φm(B−1)

= σ2 βm(B)
φm(B)φm(B−1)

= σ2 θq(B)θq(B−1)

φm(B)φm(B−1)
,

grâce aux Lemmes 4.12.9, 4.12.2 et 4.12.7. On peut doncécrire

γ(B) = σ2ψ(B)ψ(B−1) où ψ(B) = φ−1
p (B)θq(B).

Or

cov(zt ,zt−h) = cov(ψ(B)et ,ψ(B)et−h)

=

(
∞

∑
j=0

ψ jψ j+h

)
σ2

pourh≥ 0. Si l’on noteψ j = 0 pour j < 0, ceci est́egalement valable lorsqueh< 0.
Consid́erons

∞

∑
h=−∞

cov(zt ,zt−h)B
h = σ2

∞

∑
h=−∞

(
∞

∑
j=0

ψ jψ j+h

)
Bh

= σ2
∞

∑
h=−∞

∞

∑
j=0

ψ jB
− jψ j+hB j+h

= σ2
∞

∑
j=0

ψ jB
− j

∞

∑
h=−∞

ψ j+hB j+h

= σ2
∞

∑
j=0

ψ jB
− j

∞

∑
h=0

ψhBh

= σ2ψ(B)ψ(B−1).
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On a donc montŕe queγ(B) est identiquèa la fonction ǵeńeratrice des autoco-
variances, ce quiétablit la proposition. ⊓⊔

4.6. Les processus ARIMA

Définition 4.13.S’il existe deux entiers positifsd et D tels qued+D > 0 et(wt =
∇d∇D

s zt ; t ∈ Z) est un processus ARMA stationnaire, alors(zt ; t ∈ Z) est appeĺe
processusARIMA (”integrated autoregressive moving average”).

Remarquons que les processus ARIMA ne sont pas des p.s.s. ni même des p.a.s.
Si l’on restreint l’ensemble des instantsâ l’ensemble des naturelsN, par exemple,
en posantzt = 0 pourt < 0, on obtient un p.a.s. qui n’est pas stationnaire. En guise
d’illustration, supposonsd = 1, D = 0 et(wt ; t ∈ Z) qui est un b.b.c.s. Si l’on d́efinit
zt = zt−1+wt , on a

E(zt) = 0 pour toutt

var(z0) = var(w0) = σ2, mettons,

var(zt) = (t +1)σ2.

Charles et Roy (1980) ont dévelopṕe une th́eorie dans laquelle la signification des
opérateurs est préciśee.





Chapitre 5
IDENTIFICATION, ESTIMATION ET
DIAGNOSTICS DANS LES MOD ÈLES DE
SÉRIES CHRONOLOGIQUES

Dans ce chapitre ońetudie la mod́elisation des śeries chronologiques au moyen des
mod̀eles ARMA et ARIMA. D’autres cat́egories de mod̀eles seront envisagées au
chapitre 7. L’approche est essentiellement celle de Box et Jenkins (1976), complét́ee
par Anderson (1977), Roy (1982), Akaike (1974), Ljung et Box(1978). Pour un
expośe plus d́etaillé, voir par exemple Gouriéroux et Monfort (1983) ou Roy (1980).

La méthode se d́ecompose en 7́etapes (Anderson, 1977) :
1) familiarisation avec les données,
2) analyse pŕeliminaire,
3) identification du mod̀ele,
4) estimation des param̀etres,
5) tests d’ad́equation du mod̀ele,
6) pŕevision,
7) interpŕetation des ŕesultats.

5.1. Familiarisation avec les donńees

Le statisticien commence par s’informer sur le domaine dontrelèvent les donńees
qu’il a à traiter. Il prend connaissance des théories existantes, des méthodes habituelle-
ment utiliśees, des objectifs poursuivis par le client qui le consulte.Il s’enquiert de la
manìere dont les donńees ont́et́e obtenues, notamment de la précision des mesures,
du manque d’homoǵeńeité dans le temps de ces mesures, desévénements qui ont pu
affecter la grandeuŕetudíee, de la ṕeriode des ṕeriodicit́es inh́erentes au ph́enom̀ene.

Il examine ensuite les données et note l’allure ǵeńerale, l’existence d’une ten-
dance, de composantes périodiques ou quasi périodiques, de l’importance des fluc-
tuations, de la pŕesence de comportements atypiques et de valeurs aberrantes. A
cette fin, il est indispensable d’avoir des graphiques deszt en fonction du temps
mais les graphiques relatifs aux différences seront souvent utiles. Les schémas suiv-
ants montrent des comportementsétranges òu il ne faudra pas s’attendre rapidement
à des ŕesultats:

59
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Fig. 5.1 Production des cit-
rons en Isräel (Raveh, 1980)

Fig. 5.2 Prix d’un produit
pétrolier

Fig. 5.3 Ventes d’un magasin
à rayons multiples après que
les cartes perforées portant les
donńees aient́et́e mélanǵees

Fig. 5.4 Taux d’int́er̂et avec
une valeur en pourcentage

5.2. Analyse pŕeliminaire

Il s’agit de prendre un certain nombre d’options :

• abandonner des données,
• enqûeter au sujet des valeurs aberrantes,
• suppĺeer les valeurs manquantes,
• transformer les donńees (logarithmes, inverses, ...),
• choisir de travailler en diff́erences ordinaires (opérateur∇), différences saisonnières

(∇s) ou les deux diff́erences (∇∇s) ; à cette fin on peut comparer les variances
des śeries ŕesultantes et chercher l’opérateur qui minimise la variance; on peut
aussi retarder le choix jusqu’à l’étape d’identification,
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• extraire une tendance déterministe (ajustement polynomial, par exemple) ou une
composante saisonnière d́eterministe (analyse de Fourier ou régressioǹa l’aide
de variables muettes),

• dans le cas multivarié, employer la ŕegression lińeaire multiple, y compris en
retardant les variables si cela peut se justifier,

• mettre eńevidence les analyses d’intervention qui pourrontêtre effectúees.

Ces options ne sont pas définitives. Elles doivent permettre de réaliser l’́etape
d’identification dans les meilleures conditions possibles.

5.3. Identification du modèle

On peut distinguer trois catégories de ḿethodes pour la sélection d’un mod̀ele sus-
ceptible de repŕesenter une s.c. donnée :

1. Employer une proćedure d’́elaboration du mod̀ele rigoureuse, telle une procédure
de d́ecision statistique multiple. C’est réalisable pour l’ajustement polynomial et
pour l’analyse de Fourier (Anderson, 1971, chapitres 3 et 4)à condition que les
erreurs aĺeatoires soient normalement distribuées et ind́ependantes.

2. Estimer tous les modèles paraḿetŕes appartenantà un ensemble fini et choisir le
meilleur au sens d’un certain critère. On peut par exemple chercher le modèle
qui minimise la variance résiduelle corriǵee pour le biais, ou chercher parmi le
mod̀ele qui minimise un crit̀ere d’information, tel que AIC (Akaike, 1974)

AIC=−2lnL̂+2P

où L̂ est la fonction de vraisemblance maximisée par rapport aux paramètres et
P est le nombre de ces paramètres. Cela implique d’envisager tous les modèles
ARMA(p,q) pour 0≤ p≤ pmax, 0≤ q≤ qmax et d’estimer les param̀etres de ces
mod̀eles (Ozaki, 1977).

3. Faire un choix raisonnable de plusieurs modèles en utilisant :

• le comportement connu de valeurs typiques du modèle th́eorique; par exem-
ple : la fonction d’autocorŕelation d’un mod̀ele ARMA(p,q) stationnaire du
second ordre,

• les estimations de ces valeurs typiques réaliśeesà partir de la s.c.,
• la connaissance qu’on a de la distributionéchantillonńee des estimateurs.

Nous consid́erons ici uniquement cette troisième approche.
On d́efinit l’autocorŕelation de retardh, ρh, parρh= γh/γ0 où γh est l’autocovariance

de retardh. On l’estime au moyen de

ρ̂h =
γ̂h

γ̂0
, où γ̂h =

1
n

n−h

∑
t=1

(zt − z̄)(zt+h− z̄)
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où (z1, ...,zn) sont les donńees et ¯z = ∑zt/n. La comparaison entre la fonction
d’autocorŕelation th́eorique et la fonction d’autocorrélation estiḿee peut s’appuyer
sur une combinaison de tests statistiques, avec l’inconvénient que ces tests ne sont
pas ind́ependants et donc que le risque de première esp̀ece est inconnu.

Par exemple, on peut tester l’hypothèse nulle Hℓ que le processus est MA(ℓ) par
rapportà l’hypoth̀ese adverse Hℓi : ρi 6= 0 où ℓ < i ≤ ℓmax, pour plusieurs valeurs
de ℓ, où ℓmax est une fraction den, pas trop grande. On se base pour cela sur la
distribution asymptotique dêρi sous Hℓ qui est N(0,Vℓ/n) oùVℓ = 1+2∑ℓ

j=1 ρ2
j doit

être estiḿe en utilisant leŝρ j au lieu desρ j . Au niveau de probabilité nominal de

5 %, on rejette Hℓ en faveur de Hℓi si |ρ̂i |> 1.96
√

V̂ℓ/n. On peut toutefois s’attendre
à rejeter Hℓ environ dans 5% des cas si Hℓ est vraie. En prenant successivement
ℓ= 0,1,2, ..., on peut ainsi tenter de détecter l’ordre du processus moyenne mobile.
En fait, cette proćedure est trop rigide car l’analyste attachera plus d’importance aux
retards 1,2,3,s−1,s,s+1 qu’aux autres, òu sdésigne la ṕeriode saisonnière.

Dans le raisonnement ci-dessus, on a fait l’hypothèse que le processus est de type
MA. Il existe des proćed́es similaires pour les processus AR (basés sur la fonction
d’autocorŕelation partielle et plus simples, en fait) et pour les processus ARMA
(la méthode du coin de Beguin, Gouriéroux et Monfort, 1980, ou des méthodes
similaires, beaucoup plus complexesà mettre en oeuvre que ce qui aét́e illustŕe
ci-dessus).

Les critiques̀a l’encontre de cette approche sont nombreuses. Pour ce qui con-
cerne la fonction d’autocorrélation, on constate que le comportement desρ̂ℓ, n’a
souvent que peu de ressemblance avec celui desρℓ. Les causes en sont : le biais
des estimateurs, la corrélation qui existe entre eux pour des retards différents et les
fluctuations statistiques. De plus les tests sont asymptotiques et le nombre de tests
effectúes est parfoiśelev́e, ce qui enl̀eve toute valeur au risque de première esp̀ece
nominal.

Revenons un instant au choix des degrés de diff́erentiation qui peut́egalement
utiliser la fonction d’autocorŕelation. Anderson (1979b) préconise de comparer les
ρ̂ℓ auxE(γ̂h/E(γ̂0) qui ont un comportement assez typique si le processus géńerateur
est non stationnaire. Roy (1982) propose de calculer lesρ̂ℓ à partir de śeries par-
tielles (zt : t = 1, ...,n j), n1 < n2 < ... < n, et d’examiner si la convergence des
graphes est rapide, auquel cas la série peut̂etre consid́eŕee comme stationnaire.

5.4. L’estimation des param̀etres

Plusieurs ḿethodes sont utiliśees :

1. sans hypoth̀ese de normalité :

a. laméthode da moindres carrés conditionnelle(MCC, ”conditional least squares”);
b. la méthode des moindres carrés non conditionnelle(MCN, ”unconditional

least squares”) préconiśee par Box et Jenkins (1976);
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2. avec l’hypoth̀ese de normalité :

a. laméthode du maximum de vraisemblance conditionnelle(identique en fait̀a
MCC);

b. laméthode du maximum de vraisemblance(MV, ”maximum likelihood”) ex-
acte et diverses approximations.

Les propríet́es asymptotiques sont identiques dans tous les cas mais Ansley et
Newbold (1980) ont mis eńevidence les propriét́es finiesà l’aide de simulations.
Leur exemple le plus discriminant est relatif au modèlewt = (1−θB)(1−ΘB12)et

avecn= 50 observations (les mauvais résultats s’aḿeliorent nettement quandn=
100) . Notonsθ(B) = (1− θB)(1−ΘB12) et C le cercle de rayon 1. Le tableau
suivant rassemble les résultats les plus marquants.

Méthode Caractéristiques Exemples
MCC biais si les źeros deθ(B) sont proches deC θ = 0.85 ;Θ = 0.85

E(θ̂) = 0,79 ; E(Θ̂ ) = 0,58
MCN biais si les źeros deθ(B) sontéloigńes deC θ = 0.40 ;Θ = 0.40

risque que les źeros soient̀a l’extérieur deC E(θ̂) = 0,43 ; E((Θ̂)) = 0,84
MV risque que les źeros soient surC

Dans tous les cas, trois types de problèmes nuḿeriques se pŕesentent :

1. évaluer la somme des carrés (tr̀es facile avec les MCC) ou la fonction de vraisem-
blance (chapitre 6);

2. minimiser ou maximiser, selon le cas, une fonction deP variables, òu P est le
nombre de param̀etres du mod̀ele, au moyen d’un algorithme itératif assorti d’un
critère de convergence;

3. évaluer les d́erivées partielles de cette fonction, soit dans le cadre de l’algorithme
discut́e au point 2, afin d’acćelérer la promenade dans l’espace des paramètres,
soit apr̀es convergence de cet algorithme, dans le but de déterminer une zone de
confiance pour les paramètres.

5.5. Tests d’ad́equation du mod̀ele

Les tests d’ad́equation du mod̀ele sont de plusieurs types :

1. Tests nuḿeriques :

• la convergence de l’algorithme d’optimisation est-elle réaliśee?
• n’y a-t-il pas d’indication qu’un extremum local mais non global ait ét́e at-

teint?
• la méthode MCN a-t-elléet́e correctement exécut́ee?
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2. Tests sur le mod̀ele :

• le mod̀ele est-il stationnaire (après diff́erentiation)?
• le mod̀ele est-il inversible ou sitúe à la frontìere d’inversibilit́e?
• dans le cas de la ḿethode MCN , les modules des zéros des polyn̂omes ne

sont-ils pas trop proches de 1 ce qui invaliderait la méthode?
• n’y a-t-il pas, exactement ou approximativement, simplification de facteurs

entre les polyn̂omes AR et MA ?

3. Tests sur les estimations:

• la distribution asymptotique des estimateurs suggère-t-elle l’emploi d’un mo-
dèle simplifíe?

• si le mod̀ele est une tentative pour inclure un paramètre suppĺementaire, est-ce
justifié?

4. Tests sur les résidus:

• la moyenne des résidus est-elle proche de 0 ?
• n’y a-t-il pas un ou plusieurs résidus excessifs (positifs ou négatifs) qui indi-

queraient la pŕesence de valeurs aberrantes?
• le graphe des résidus en fonction du temps semble-t-il approximativement

compatible avec une suite de variables aléatoires non corrélées?
• les fonctions d’autocorrélation et d’autocorŕelation partielle n’indiquent-elles

pas la ńecessit́e de compĺeter le mod̀ele en ajoutant des termes dans les
polynômes?

• le test global (Ljung et Box, 1978) sur les autocorrélations ŕesiduelles sugg̀ere-
t-il de rejeter le mod̀ele?

• l’hypothèse de normalité du processus n’est-elle pas mise en doute?
• le mod̀ele est-il valable de façon homogène au cours du temps?

Au sujet du testQ′ de Ljung et Box, qu’il ne faut pas confondre avec le testQ
de Box et Pierce (1970) (à proscrire sauf pour des series très longues), il ne faut pas
mésestimer l’importance du nombreL d’autocorŕelations utiliśees dans la d́efinition

Q′ = n(n+2)
L

∑
ℓ=1

ρ̂2
ℓ

n− ℓ
.

En premìere approximation, prendreL proche den/5 semble bon si l’on se base
sur les simulations produites par Ljung et Box (1978).

5.6. La prévision

Le calcul des pŕevisions ne pose pas de problème s’il n’y a pas eu de transforma-
tion pŕealable. Notons(zt ; t ∈ Z) le processus qui nous intéresse et(wt ; t ∈ Z) le
processus transforḿe au moyen dezt = g(wt). Supposons que le p.a.(wt ; t ∈ Z) soit
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gaussien et entièrement sṕecifié, donc ne d́epende pas de paramètres. Supposons de
même que la fonctiong(·) soit entìerement sṕecifiée et monotone. Considérons une
s.c. ǵeńeŕeeà partir du p.a.(zt ; t ∈ Z) que l’on connâıt pour t ≤ n et que l’on doit
prévoir pourt = n+1, ...,n+ ℓ. Toutes les distributions sont donc conditionnelles
à (zt ; t ≤ n). Notonsŵn(i) la pŕevision d’horizoni faite enn, donc pour pŕevoir
wn+i , et d́eterminons ˆzn(i) = g(ŵn(i)). Ce qui nous int́eresse, c’est la distribution
li ée de(zn+1, ...,zn+ℓ) ou d’une fonction de ces variables, par exemple la valeur cu-
muléezn[ℓ] = zn+1+ ...+zn+ℓ. Par hypoth̀ese, la distribution líee de(wn+1, ...,wn+ℓ)
est normale et le vecteur des moyennes est(ŵn(1), ..., ŵnℓ). NotonsΓΓΓℓ la matrice
de covariance de cesℓ variables. Par conséquent ˆwn[ℓ] = ŵn(1)+ ...+ ŵn(ℓ) est la
moyenne dewn[ℓ] = wn+l + ...+wn+ℓ et la variance de ˆwn[ℓ] peutêtreévalúee par la
formule var(ŵn[ℓ]) = 1′ΓΓΓℓ1 où 1= (1, ...,1)⊤. La distribution líee de(zn+l , ...,zn+ℓ)
doit alorsêtre d́etermińee par un proćed́e nuḿerique. La seule affirmation simple
est la suivante. Si l’on noteuα le quantile d’ordreα de la distribution normale
centŕee ŕeduite etσn+i l’ écart type dezn+i , alorsg(ẑn(i)+ uα σn+i) est le quantile
d’ordre α de la distribution dezn+i . Le fait que le processus deswt et la fonction
g(·) soient paraḿetŕes et que ces paramètres doivent̂etre estiḿes complique encore
les perspectives.

5.7. Interpr étation du modèle

L’interprétation d’un mod̀ele ARMA n’est pas toujours simple:

• interpŕetation des źeros complexes du polynôme AR donnant lieùa des pseudo-
cycles dont la ṕeriode est de la forme 2π/|ω| où ω est l’argument (en radians)
des deux źeros imaginaires conjugués,écrits sous la formeρeiω et ρe−iω ;

• interpŕetation de la pŕesence de quelques termes des polynômes en relation avec
l’existence de corŕelations avec retard.

Cependant, des modèles tels que ceux présent́es aux paragraphes 3.5 et 4.5
sont nettement plus riches. On les appellera des modèles interpŕetables. Sous cer-
taines conditions, ils peuventêtre mis sous la forme d’un modèle ARIMA. Ils ne
constituent pas la seule voie possible car on peut encore citer les d́ecompositions
saisonnìeres (Hillmer, S.C. and Tiao, G.C., 1982), la décomposition d’une grandeur
connue comme somme de plusieurs grandeurs (Granger et Newbold, 1977), la con-
sidération d’un mod̀ele univaríe comme unéequation finale d’un mod̀eleéconoḿe-
trique (Zellner et Palm, 1974). Cependant, dans beaucoup decas, l’approche de Box
et Jenkins peut̂etre utiliśee pour cette classe plus large de modèles, en proćedant
comme suit:

1. identifier, estimer et valider un modèle ARIMA ;
2. rechercher un modèle interpŕetable parmi ceux envisagés ci-dessus dont la repré-

sentation sous forme ARIMA est proche de celle trouvée au point 1 ;
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3. estimer les param̀etres du mod̀ele interpŕetable,́eventuellement en profitant de la
repŕesentation ARIMA, compte tenu des contraintes sur les paramètres qui sont
induites par le mod̀ele interpŕetable.

Cette approche áet́e suivie par Ḿelard et Rouland (1986) sur un certain nombre
de mod̀eles consid́eŕes au paragraphe 3.5.



Chapitre 6
L’ESTIMATION DES PARAM ÈTRES DE
MODÈLES ARMA

Ce chapitre est consacré en entier aux algorithmes d’estimation des paramètres de
mod̀eles ARMA, constants oúevolutifs, univaríes ou multivaríes. L’estimation est
réaliśeeà l’aide d’un algorithme d’optimisation. Nous n’aborderons pas cet aspect.
En revanche, on examine l’évaluation de la fonction de vraisemblance (f.v.) après
avoir trait́e – sur un exemple – du calcul de la somme des carrés conditionnelle
(s.c.c.) et de la somme des carrés non conditionnelle (s.c.n.) .

La section 6.2 est basée sur Ḿelard (1982c) qui pŕesente en plus les rapproche-
ments qu’on peut́etablir entre la ḿethode de Ljung et Box (1979) et les méthodes
propośees ant́erieurement. La section 6.3 est basée sur Ansley (1979) et Ḿelard
(1982a). La section 6.4 commence par un développement du filtre de Kalman
(Kalman, 1960) qui s’inspire de Hannan (1970) (voir aussi Jazwinski, 1970, Ander-
son et Moore, 1979,̊Aström, 1970 et Goodwin et Payne, 1977). Pour l’application
à l’évaluation de la f.v. par ce procéd́e, on peut citer Harvey et Phillips (1979) et
Ansley et Kohn (1983). L’algorithme rapide qui fait l’objetde la section 6.5 repose
sur les travaux de Morf, Sidhu et Kailath (1974), Lindquist (1974), Rissanen (1973),
Pearlman (1980) et Ḿelard(1984).

6.1. Les ḿethodes baśees sur la somme des carrés

Ces ḿethodes d’́evaluation de la somme des carrés sont tr̀es simples, bien connues
et leur int́er̂et s’est ŕeduit. Nous allons donc nous contenter de la présenter sur un
exemple, celui du processus univarié MA(1).

zt = et −θet−1,

où le coefficientθ est constant et leset sont les innovations, de varianceσ2.
La méthode MCC baśee sur la somme des carrés conditionnelle (s.c.c.) consiste

à calculer

67



68 6 L’ESTIMATION DES PARAMÈTRES DE MOD̀ELES ARMA

S(θ) =
n

∑
t=1

e2
t (θ),

où et(θ) n’est autre queet calcuĺe par ŕecurrence, avec une valeur initialeeo(θ) = 0,
et consid́eŕee comme une fonction deθ . On a donc

e1(θ) = z1,

e2(θ) = z2+θe1(θ) = z2+θz1,

e3(θ) = z3+θe2(θ) = z3+θz2+θ 2z1,

. . .

et(θ) = zt +θet−1(θ) =
t−1

∑
j=0

θ jzt− j .

(6.1)

Notons queet(θ) n’est pas une fonction lińeaire deθ . C’est d’ailleurs un des rares
cas òu il est possible d’́ecrire l’expression explicite deS(θ)

S(θ) =
n

∑
t=1

(
t−1

∑
j=0

θ jzt− j)
2.

La fonction de vraisemblance conditionnelle (f.v.c.),étant donńeee0 = 0, est líee
à S(θ), sous l’hypoth̀ese compĺementaire quez = (z1, ...,zn)

⊤ a une distribution
normale. En effet, cette f.v.c. peut s’écrire

L(θ ,σ2;z|e0 = 0) = f (z;θ ,σ2|e0 = 0), (6.2)

où f (v;βββ|u = u0) repŕesente, de façon géńerale, la fonction de densité dev condi-
tionnellement̀a u = u0, dépendant des paramètres sṕecifiés parβββ. On effectue le
changement de variable spécifié par (6.1), qui s’́ecrit e= Tz ou z = T−1e, avecT
qui est une matricen×n triangulaire inf́erieure:

T =




1
θ 1 0
θ 2 θ 1

...
. ..

θ n−1 ... θ 1



.

Notons que le jacobien de la transformation vautJ(θ) = |detT| = 1. Les et

ont une distribution líee normale et sont non corrélées. Ce sont donc des v.a.
indépendantes, normalement distribuées, de moyenne zero et de varianceσ2. D’où
(6.2) devient
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L(θ ,σ2;z|e0 = 0) = J(θ)
n

∏
t=1

{
(2π)−1/2σ−1exp

(
−

e2
t

2σ2

)}

= (2π)−n/2σ−nexp
{
−

1
2σ2

n

∑
t=1

e2
t

}
,

où l’on écrit et pouret(θ). Le logarithme de la f.v.c. s’écrit donc,à une constante
additive pr̀es,

ℓ(θ ,σ2;z|eo = 0) =−
n
2

logσ2−
1

2σ2

n

∑
t=1

e2
t .

L’ équation de vraisemblance correspondantà σ2 est

∂ℓ
∂σ2 = 0 ou −

n
2σ2 +

1
2σ4

n

∑
t=1

e2
t = 0

dont la solution est

σ̂2 =
1
n

n

∑
t=1

e2
t =

1
n

S(θ).

Par conśequent, on est ramené à maximiser lelogarithme de la fonction de vraisem-
blance concentŕee:

ℓ(θ , σ̂2;z|e0 = 0) =−
n
2

logσ̂2−
n
2
,

ce qui revient̀a maximiser− logσ̂2 ou à minimiser la s.c.c.S(θ).
La méthode MCN baśee sur la somme des carrés non conditionnelle (s.c.n.) con-

siste, pour le mod̀ele MA(1) consid́eŕe ici, à supprimer la condition portant sureo,
en reculant d’un rang dans le passé. On remplace donc la première relation de (6.1)
pare1(θ) = z1+θ ê0(θ) et on ajoute une relatione0(θ) = ẑ0. On évalueẑ0 comme
prévisionà reculons, obtenuêa partir du mod̀ele en temps inversé

zt = e′t −θe′t+1,

où e′t est l’innovation en temps inversé au tempst. Dès lors,

ẑ0 =−θe′1 =−θ
n−1

∑
j=0

θ jz1+ j =−
n

∑
t=1

θ tzt . (6.3)

La méthode baśee sur la s.c.n. n’est paséquivalentèa la ḿethode du m.v., pour
deux raisons essentiellement:

1. ẑ0 n’est pas l’esṕerance math́ematique dez0, conditionnellement̀az, dont on peut
vérifier qu’elle vaut

−
n

∑
t=1

θ−t θ 2t −θ 2n+2

1−θ 2n+2 zt

ce qui converge vers (6.3) quandn→ ∞, en supposant|θ |< 1;
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2. et(θ) dépend de tous leszt , par l’interḿediaire de ˆz0; par conśequent, la matrice
jacobienne n’est pas triangulaire; en fait, le jacobien vaut

( 1−θ 2

1−θ 2n+2

)1/2
,

ce qui ne tend pas vers 1 quandn→ ∞.

6.2. La méthode de Ljung et Box

La méthode de Ljung et Box (1979) est l’aboutissement d’une succession de
méthodes parues depuis Newbold (1974) et qui visentà évaluer la f.v. exacte dans le
cadre de la ḿethode MV. Appliquons-la directementà un processus ARMA(p,q).
Pour calculer leset à partir deszt au moyen de la relation

zt −φ1zt−1− ...−φpzt−p = et −θ1et−1− ...−θqet−q, (6.4)

il est ńecessaire de disposer de valeurs initiales,v0 = (z∗0, ...,z
∗
1−p,e

∗
0, ...,e

∗
1−q)

⊤. En
écrivant (6.4) pourt = 1, ...,n, on obtient la relation matricielle

A1z= A−1
2 e+Bv0 (6.5)

où A1, A−1
2 sont des matrices triangulaires inférieures, comportant des 1 sur la diag-

onale principale (donc ce sont des matrices inversibles) etB est une matricen×h,
avech= p+q, dont seules lesm= max(p,q) premìeres lignes sont non nulles car
les valeurs initiales n’interviennent directement dans l’expression dezt que pour
t ≤ m. Notonsσ2ΣΣΣ la matrice de covariance dev0. Puisque leset sont des v.a. non
corŕelées avec le passé du p.a., on ae⊥ v0 et donc

‖A1z‖2 = σ2(A−1
2 A−1⊤

2 +BΣΣΣB⊤).

Or ‖A1z‖2 = σ2A1ΛΛΛA⊤
1 si l’on note σ2ΛΛΛ la matrice de covariance deszt (t =

1, ...,n). D’où
ΛΛΛ = A−1

1 (A−1
2 A−1⊤

2 +BΣΣΣB⊤)A−1⊤
1 .

Notonsβββ = (φ1, ...,φp,θ1, ...,θq)
⊤ le vecteur des param̀etres. Sous l’hypoth̀ese que

z a une distribution normale, de vecteur moyenne0 et de matrice de covarianceσ2ΛΛΛ,
la f.v. s’écrit

L(βββ,σ2;z) = (2π)−n/2σ−n(detΛΛΛ)−1/2exp

(
−

1
2σ2 z⊤ΛΛΛ−1z

)
. (6.6)

On peut d́eterminerΛΛΛ−1 à partir de

ΛΛΛ−1 = A⊤
1 A⊤

2 (In+A2BΣΣΣB⊤A⊤
2 )

−1A2A1,
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d’où
z⊤ΛΛΛ−1z= ẽ⊤(In+A2BΣΣΣB⊤A⊤

2 )
−1ẽ

ou ẽ= A2A1z est le vecteur deset que l’on obtient en remplaçant dans (6.5) ,v0

par 0, c’est-̀a-dire en appliquant la ḿethode conditionnelle de la section 6.1 . Le
but est d’́eviter l’inversion d’une matricen×n. On part de la remarque suivante : le
produitA2B peutêtre remplaće par le produitA∗

2B∗ où B∗ est la matricem×h desm
seules lignes non nulles deB et A∗

2 est la matricen×m constitúee desm premìeres
colonnes deA2. Cette substitution conduità

z⊤ΛΛΛ−1z= ẽ⊤(In+A∗
2B∗ΣΣΣB∗⊤A∗⊤

2 )−1ẽ.

On a d́ejà utilisé pŕećedemment une règle d’inversion pour matrice partitionnée
(4.14) . Avec les m̂emes notations mais en permutant les indices 1 et 2, on arrive
pourA22 à l’expression

A−1
22 +A−1

22 A21A11A12A−1
22 avec A11 = (A11−A12A−1

22 A21)
−1.

En égalant les deux expressions deA22, on obtient

(A22−A21A−1
11 A12)

−1 = A−1
22 +A−1

22 A21(A11−A12A−1
22 A21)

−1A12A−1
22 .

On applique ici cette identité avec

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
−(B∗ΣΣΣB∗⊤)−1 A∗⊤

2
A∗

2 In

]

pour obtenir

z⊤ΛΛΛ−1z= ẽ⊤[In−A∗
2{(B

∗ΣΣΣB∗⊤)−1+A∗⊤
2 A∗

2}
−1A∗⊤

2 ]ẽ,

ce qui ne ńecessite plus que deux inversions de matricesm×m. Il n’est paśetonnant
que leséléments deA∗

2 puissent s’obtenir assez aisément puisque la matriceA−1
2

qu’on avait au d́epart est une matrice triangulaire et de bande. De plus (4.14) im-
plique que

det(A) = det(A11)det(A22−A21A−1
11 A12)

= det(A22)det(A11−A12A−1
22 A21),

d’où, avec les m̂emes notations que ci-dessus,

det(In+A∗
2B∗ΣΣΣB∗⊤A∗⊤

2 ) = det{(B∗ΣΣΣB∗⊤)det(B∗ΣΣΣB∗⊤)−1+A∗⊤
2 A∗

2}.

Le développement présent́e ici est baśe sur un article (Ḿelard, 1982c) qui
présente notamment la méthode de Ljung et Box sous une forme plus simple que
dans l’article original et dans lequel les liens avec un certain nombre d’autres
méthodes sont explicites (voir aussi Kestemont, 1983). La méthode de Ljung et
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Box a ét́e ǵeńeraliśee aux processus MA multivariés par Hillmer et Tiao (1979).
Mis sous la forme pŕesente, l’algorithme peutêtre ǵeńeraliśe aux processus ARMA
évolutifs. Les diff́erences essentielles sont les suivantes :

- In doit être remplaće par une matrice diagonale dont leséléments sont inverse-
ment proportionnels aux variances des innovations;

- le calcul deA∗
2, non d́etaillé ici, devient plus compliqúe.

6.3. La méthode de factorisation de Cholesky

La méthode de Ansley (1979) est très simple dans son principe. Elle est basée
sur la factorisation de Cholesky deΛΛΛ (Voir Section 6.2), qui est d́efinie positive :
ΛΛΛ = PP⊤, où P est une matrice triangulaire inférieure dont leśeléments diagonaux
pii sont strictement positifs. Ansley áevidemment pŕesent́e la ḿethode dans le cas
de processus ARMA constants mais elle est conceptuellementpresque inchanǵee
pour les processus ARMÁevolutifs, en supposant que des hypothèses ont permis
de d́eterminerΛΛΛ (voir Section 3.6).

Consid́erons la d́ecomposition de Wold-Craḿer du p.p.i.(zt ; t ≥ 1). Notons
l’innovation en t sous la formeht ẽt , où var(ẽt) = σ2; htσ est donc l’́ecart type de
cette innovation. La d́ecomposition dezt s’écrit

zt = ht ẽt +
t−1

∑
j=1

ϕ jt
(
ht− j ẽt− j

)
.

Afin de mettre cette relation sous forme matricielle, notonsH la matrice diago-
nalen×n comportant lesht dans l’ordre croissant,̃e= (ẽ1, ..., ẽn)

⊤ et ϕϕϕ la matrice
triangulaire inf́erieure comportant lesϕ jt . Plus pŕeciśement, lat-ième ligne deϕϕϕ
s’écrit:

(ϕt−1,t , ...,ϕ1t ,1,0, ...0).

Dès lors, il vient
z= ϕϕϕHẽ et ẽ= H−1ϕϕϕ−1z.

Puisque les̃et sont des v.a. non corrélées, de varianceσ2, on a successivement

ΛΛΛ = σ−2‖z‖2 = ϕHH⊤ϕ⊤,

ΛΛΛ−1 = ϕϕϕ−1⊤H−1⊤H−1ϕϕϕ−1,

z⊤ΛΛΛ−l z= z⊤ϕϕϕ−1⊤H−1⊤H−1ϕϕϕ−1z= ẽ⊤ẽ=
n

∑
t=1

ẽ2
t ,

et

det(ΛΛΛ) = (detϕϕϕ)2(detH)2 =
n

∏
t=1

h2
t .
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Il suffit donc de calculer les innovations normaliséesẽt et lesht Par substitution
dans (6.6) , on obtient :

L(βββ ,σ2;z) = (2π)−n/2σ−n
( n

∏
t=1

h2
t

)− 1
2

exp
{
−

1
2σ2

n

∑
t=1

ẽ2
t

}
.

Il s’ensuit que

ℓ(βββ ,σ2;z) =−
n
2

logσ2−
1
2

log
( n

∏
t=1

h2
t

)
−

1
2σ2

n

∑
t=1

ẽ2
t .

L’ équation de vraisemblance relativeàσ2 donne comme solution̂σ2 =∑ ẽ2
t /n, d’où

le logarithme de la f.v. concentrée est

ℓ(β ,σ2;z) = −
n
2

log
(1

n ∑ ẽ2
t

)
−

1
2

log
(
∏h2

t

)
−

n
2

= −
n
2

log
[(1

n

n

∑
t=1

ẽ2
t

)( n

∏
t=1

h2
t

)1/n]
−

n
2
. (6.7)

Il suffit donc de minimiser∑n
t=1 ẽ2

t où ẽt = et
(

∏ht
)1/n

.
En d́epit de la simplicit́e apparente, rien n’est gagné en termes d’efficience

de l’algorithme car le calcul deH et deϕϕϕ est relativement laborieux. C’est ici
qu’intervient l’idée fondamentale de Ansley : s’arranger pour queϕϕϕ soit une matrice
de bande dont seulement un nombre restreintr de parall̀elesà la diagonale princi-
pale soient non nulles. Il suffit pour cela que le processus soit (r −1)-dépendant, òu
r ≤ n. Partant de(zt ; t ≥ 1), on peut obtenir un processus(r −1)-dépendant de bien
des manìeres. Par exemple, on peut poser

xt =

{
zt , t = 1, . . . , p
zt −φ1tzt−1−·· ·−φptzt−p, t = p+1, . . . ,n

Le retard maximum dans la décomposition de Wold-Craḿer, r, sera dep−1 pour
xp et deq pourxt , t ≥ p+1, puisquext peut se mettre sous la forme MA(q) :

xt = et −θ1tet−1− ...−θqtet−q.

On a doncr = max(p,q− 1). La transformation dez à x = (x1, ...,xn)
⊤ étant de

jacobien 1, le seul problème est donc d’évaluer ce que devientΛΛΛ = ‖x‖2/σ2. On se
base sur la section 3.6 mais les détails ne seront pas donnés ici (Mélard, 1982a).
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6.4. La méthode baśee sur le filtre de Kalman

Consid́erons le mod́ele linèaire dynamique (m.l.d., D́efinition 3.28 ) dont nous rap-
pelons ici les hypoth̀eses, pour faciliter les références:

(H1) wt = Ftwt−1 + Gtet (équation de transition)
r ×1 r × r r ×1 r ×m m×1

(H2) zt = Htwt + at (équation d’observation)
k×1 k× r r ×1 k×1

(H3) Ft , Gt etHt sont des matrices non aléatoires

(H4) zt , wt ,et etat sont des v.a. vectorielles

(H5) et ⊥ es, ∀t 6= s, etE(et) = 0,∀t

(H6) ‖et‖
2 = ΣΣΣt

(H7) at ⊥ as,∀t 6= s, etE(at) = 0,∀t

(H8) ‖at‖
2 = St

(H9) at ⊥ es,∀t,s

(H10) E(w0) = 0 et‖w0‖= ΣΣΣ0

(H11) w0 ⊥ et , ∀t, etw0 ⊥ at , ∀t.

Introduisons les notations suivantes :
Vt =V2(z; t) est le sous-espace de Hilbert sous-tendu par

{(zs)i ;s≤ t; i = 1, ...,k} et V0 = {0};

Ut : le sous-espace de Hilbert sous-tendu par

{(w0)i ; i = 1, ...,k}∪{(es)i ;s≤ t, i = 1, ...,k}

∪{(as)i ;s≤ t, i = 1, ...,k};

v|t = P(v|Vt) : la projection orthogonale dev dansVt ;
êt = zt −zt|t−1 : l’innovation dezt au tempst;

Σ̂ΣΣt = ‖êt‖
2;

It : le sous-espace de Hilbert sous-tendu par{(êt)i ; i = 1, ...,k};
Pt|t−1 = ‖wt −wt|t−1‖

2,(t ≥ 1) etP0|−1 = ΣΣΣ0.
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Lemme 6.1.

1. Vt−1 ⊂Vt ⊂Ut ⊂Ut+1,
2. wt ⊥ et .

Démonstration.

1. On a (a)Vt−1 ⊂Vt par la Proposition 2.35; (b)Ut ⊂Ut+1 en vertu d’arguments
similaires; (c)Vt ⊂Ut car(H1) peut s’́ecrire sous forme de la décomposition de
Wold-Craḿer de(wt ; t ≥ 0):

wt =
t−1

∑
j=0

(
j−1

∏
i=0

Ft−i)Gt− jet− j +(
t−1

∏
i=0

Ft−i)w0, (6.8)

d’où les composantes dezt = Htwt +et sont des combinaisons linéaires des v.a.
qui sous-tendentUt . La proposition ŕesulte alors du fait queUt étant un sous-
espace de Hilbert, il est ferḿe.

2. La deuxìeme partie de la proposition résulte directement de(H9) et de(H11),
compte tenu de (6.8). ⊓⊔

Lemme 6.2.Pour tout t≥ 1 et tout h≥ 0, on a
(a) et+h ⊥Vt−1,
(b) at+h ⊥Vt−1.

Démonstration.En effet :

et+h ⊥ w0 et at+h ⊥ w0 par(H11)

et+h,at+h ⊥ es, s≤ t −1, par(H5) et (H9),

et+h,at+h ⊥ as, s≤ t −1, par(H9) et (H7),

donc et+h,at+h ⊥ Ut−1. Du Lemme 6.1, on d́eduit queet+h,at+h ⊥ Vt−1 puisque
Vt−1 ⊂Ut−1. ⊓⊔

Lemme 6.3.(wt|t−1)i ∈Vt−1(i = 1, ...,k) etwt −wt|t−1 ⊥Vt−1.

Démonstration.En effet,wt|t−1 = P(wt |Vt−1) a ces propríet́es gr̂ace au th́eor̀eme
de projection (Proposition 2.17). ⊓⊔

Lemme 6.4.êt = zt −Htwt|t−1 = Ht(wt −wt|t−1)+at et ê∈Vt .

Démonstration.En effet

zt|t−1 = P(zt |Vt−1) = P(Htwt +et |Vt−1) = Htwt|t−1

grâce au Lemme 6.2.
⊓⊔

Lemme 6.5.Σ̂ΣΣt = HtPt|t−1H
⊤

t +St .
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Démonstration.

Σ̂ΣΣt = ‖êt‖
2 = ‖Ht(wt −wt|t−1)+at‖

2

= Ht‖wt −wt|t−1‖
2H⊤

t +‖et‖
2+ 〈Ht(wt −wt|t−1),at〉+ 〈at ,Ht(wt −wt|t−1)〉

= HtPt|t−1H⊤
t +St ,

les deux derniers termes disparaissant grâce aux Lemmes 6.1̀a 6.3. ⊓⊔

Proposition 6.6.Supposons quêΣΣΣt = HtPt|t−1H⊤
t +St soit une matrice inversible.

Soit la matrice r×k
K t = Ft+1Pt|t−1H⊤

t Σ̂ΣΣ−1
t (6.9)

dite matrice de gain. Les relations suivantes sont alors vérifiées pour tout t≥ 1:
(T1) wt+h|t = Ft+hwt+h−1|t , ∀h> 1

(T2) wt+1|t = (Ft+1−K tHt)wt|t−1+K tzt

(T3) Pt+1|t = Ft+1Pt|t−1F⊤
t+1+Gt+1∑t+1G⊤

t+1−K t Σ̂ΣΣtK⊤
t

(T4) P1|0 = F1ΣΣΣ0F⊤
1 +G1ΣΣΣ1G⊤

1

Démonstration.La démonstration est subdivisée en plusieurs parties:
(a) Démonstration de(T1) :

wt+h|t = P(wt+h|Vt) = P(Ft+hwt+h−1+Gt+het+h|Vt) = Ft+hwt+h−1|t

grâce au Lemme 6.2.
(b) Démonstration de(T2) : Par la Proposition 2.38 , on aVt =Vt−1⊕ It , d’où

wt+1|t = P(wt+1|Vt) = P(wt+1|Vt−1)+P(wt+1|It).

Notonsut = P(wt+1|It) que la Proposition 2.24 permet d’écrire

ut = 〈wt+1, êt〉Σ̂ΣΣ
−1
t êt .

Or (H1) et le Lemme 6.4 entraı̂nent que

〈wt+1, êt〉 = 〈Ft+1wt +Gt+1et+1,Ht(wt −wt|t−1)+at〉

= 〈Ft+1(wt −wt|t−1)+Ft+1wt|t−1+Gt+1et+1, Ht(wt −wt|t−1)+at〉

= Ft+1Pt|t−1H⊤
t

par application des Lemmes 6.1, 6.2 et 6.3 et de(H9). On a donc

ut = Ft+1Pt|t−1H⊤
t Σ̂ΣΣ−1

t êt = K t êt

et, par conśequent,
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wt+1|t = wt+1|t−1+K t êt

= Ft+1wt|t−1+K t(zt −Htwt|t−1),

grâceà (T1) et au Lemme 6.4 , puis

wt+1|t = (Ft+1−K tHt)wt|t−1+K tzt .

(c) Démonstration de(T3) :

Pt+1|t = ‖wt+1−wt+1|t‖
2

= ‖Ft+1(wt −wt|t−1)+Gt+1et+1−K t êt‖
2 ( par H1 et T2)

= Ft+1‖wt −wt|t−1‖
2F⊤

t+1+Gt+1‖et+1‖
2G⊤

t+1

+〈Ft+1(wt −wt|t−1),Gt+1et+1〉

+〈Gt+1et+1,Ft+1(wt −wt|t−1)〉

−〈wt+1−wt+1|t ,K t êt〉−〈K t êt ,wt+1−wt+1|t〉−K t |̂et‖
2K t

= Ft+1Pt|t−1F⊤
t+1+Gt+1ΣΣΣt+1G⊤

t+1−K t Σ̂ΣΣtK⊤
t

grâceà (H6) et au fait que les termes rectangles sont nuls:〈wt+1−wt+1|t , êt〉 par les
Lemmes 6.3 et 6.4 , et〈wt −wt|t−1,et+1〉 par les Lemmes 6.2 et 6.3.

(d) Démonstration de(T4) : On aw1 = F1w0+G1e1 etw1|0 = 0 puis queV0 = {0}.
Donc

P1|0 = ‖w1‖
2 = F1ΣΣΣ0F⊤

1 +G1ΣΣΣ1G⊤
1

⊓⊔

Proposition 6.7.Supposons remplies les hypothèses du m.l.d. et de la proposition
6.6. La d́ecomposition de Wold-Craḿer du p.a.(zt ; t ≥ 1) est alors

zt = êt +
t−1

∑
j=1

ϕϕϕ jt êt− j , (6.10)

où les innovationŝet , leur matrice de covariancêΣΣΣt et les coefficientsϕϕϕ jt s’obtiennent
au moyen des relations :

Σ̂ΣΣt = HtPt|t−1H⊤
t +St ,

K t = Ft+1Pt|t−1H⊤
t Σ̂ΣΣ−1

t ,

êt = zt −Htwt|t−1,

ϕϕϕ t j = Ht(
j−2

∏
i=0

Ft−i)K t− j , j = 1, ..., t −1, (6.11)

wt+1|t = Ft+1wt|t−1+K t êt ,

Pt+1|t = Ft+1Pt|t−1F⊤
t+1+Gt+1ΣΣΣt+1G⊤

t+1−K t Σ̂ΣΣtK⊤
t ,
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avec les conditions initiales

P1|0 = F1ΣΣΣ0F⊤
1 +G1ΣΣΣ1G⊤

1

w1|0 = 0.

Démonstration.La plupart de ces relations proviennent de la Proposition 6.6. Il
resteà montrer (6.11) . Partons de

zt = êt +Htwt|t−1,

où
wt|t−1 = Ftwt−1|t−2+K t−1êt−1.

Par l’application de la Proposition 3.6 au processus{wt|t−1; t ≥ 1}, avecFt au lieu
deφφφt etK t−1êt−1 au lieu deet , il vient comme coefficient dêet− j , j ≥ 1 :

(
j−2

∏
i=0

Ft−i)K t− j

d’où (6.11). ⊓⊔

On peut d́eduire de ce qui préc̀ede un algorithme pour le calcul de la fonction
de vraisemblance d’un processus ARMA(p,q) évolutif, vectoriel et gaussien. Con-
sidérons une ŕealisation de longueurn not́eez= (z⊤1 , ...,z

⊤
n ). Soit βββ le vecteur des

param̀etres. On d́esigne parΓΓΓ une matricen×n de blocsk× k, le bloc en position
(t,s) étantΓΓΓts = 〈zt ,zs〉, pourt,s= 1, ...,n. On utilise l’algorithme de la section 3.6
pour d́eterminer lesΓΓΓ ts requis. Dans ces conditions, la f.v. s’écrit

L(βββ;z) = (2π)−kn/2(detΓΓΓ)−1/2exp{−
1
2

z⊤ΓΓΓ−1z}.

On met le processus ARMA(p,q) évolutif sous la forme d’un m.l.d.̀a l’aide de
la Proposition 3.32 . Avec les notations ci-dessus, on a doncat = 0 et doncSt = 0.
Les matricesΣΣΣt , Ft et Gt dépendent des paramètresβββ tandis queHt = H est une
matrice constante. La matriceΣΣΣ0 peutêtre d́etermińee comme suit. Des expressions
donńees pour les blocs constituantwt , on d́eduit que leh-ième bloc s’́ecrit

(wt)h =
p

∑
j=h

ϕϕϕ j,t+h−1zt+h−1− j −
q

∑
j=h−1

θθθ j,t+h−1et+h−1− j , (6.12)

où l’on noteθθθ0t =−Ik. Dès lors, le bloc(h, ℓ) deΣΣΣ0 vaut
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〈(w0)h,(w0)ℓ〉 =
p

∑
i=h

p

∑
j=ℓ

φφφ i,h−1ΓΓΓh−1−i,ℓ−1− jφφφ⊤
j,ℓ−1

−
p

∑
i=h

q

∑
j=ℓ−l

φφφ i,h−1ΛΛΛh−1−i,ℓ−1− jθθθ⊤
j,ℓ−1

−
q

∑
i=h−1

p

∑
j=ℓ

θθθ i,h−1ΛΛΛ⊤
ℓ−1− j,h−1−iφφφ

⊤
j,ℓ−1

+
q

∑
i=h−1

q

∑
j=ℓ−l

θθθ i,h−1ΣΣΣh−1−i,ℓ−1− jθθθ⊤
j,ℓ−1

où

ΣΣΣts =

{
ΣΣΣt , t = s
0, t 6= s

ΛΛΛts = 〈zt , ẽs〉.

Il resteà d́eterminerΛΛΛts pourt etsvérifiant les ińegalit́es−p≤ t ≤−1 et−q≤ s≤
0. OrΛΛΛts vérifie les relations suivantes

ΛΛΛts =





0, s> t
ΣΣΣt , s= t
∑t−s

j=1 φ jt ΛΛΛt− j,s−θt−sΣΣΣs, s< t.

Si l’on suppose queφ jt ,θ jt et ΣΣΣt sont constants pourt ≤ 1, les expressions
ci-dessus se simplifient. De plus, on peut alors déterminerΛΛΛts par ŕecurrence en
commençant par

ΛΛΛ00 = ΛΛΛ−1,−1 = ΛΛΛ−2,−2 = ...

ΛΛΛ0,−1 = φφφ10ΛΛΛ−1,−1−θθθ10ΣΣΣ1 = ΣΣΣ−1,−2 = ...

ΛΛΛ0,−2 = φφφ10ΛΛΛ−1,−2+φφφ20ΛΛΛ−2,−2−θθθ20ΣΣΣ1 = ...

Cet algorithme ǵeńeralise celui de Kohn et Ansley (1982) au casévolutif. Main-
tenant que tous leśeléments de base ontét́e d́etermińes, les innovationŝet de
(zt ; t ≥ 1) sont donńees par application de la Proposition 6.7 (de même que les coef-
ficients de la d́ecomposition de Wold-Craḿer, bien qu’ils ne soient pas nécessaires).
Consid́erons le vecteur̂e= (ê⊤1 , ..., ê

⊤
n )

⊤ et effectuons le changement de variable
qui fait passer dez à ê. La matrice jacobienne déduite de (6.10) est triangulaire
inférieure et contient des 1 sur la diagonale principale. Le jacobien de la transfor-
mation vaut donc 1 . Or leŝet sont des v.a. vectorielles mutuellement non corrélées,
de vecteur moyenne0 et de matrice de covariancêΣΣΣt = HPtH⊤, grâce au Lemme
6.5, c’est-̀a-dire le bloc(1,1) de la matricePt|t−1. Puisque le processus est gaussien,
lesêt ont une distribution líee normale et sont donc mutuellement indépendants. La
f.v. peut donĉetre ŕeécrite
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L(βββ ;z) =
n

∏
t=1

(2π)−k/2[det(Σ̂ΣΣt)]
−1/2exp

{
−

1
2

ê⊤t Σ̂ΣΣ−1
t êt

}

= (2π)−nk/2[ n

∏
t=1

det(Σ̂ΣΣt)
]−1/2

exp
{
−

1
2

n

∑
t=1

ê⊤t Σ̂ΣΣ−1
t êt

}
.

6.5. La méthode rapide pour les mod̀eles ARMA constants
scalaires

Proposition 6.8.Supposons que pour tout t,Ht , Ft , Gt , ΣΣΣt etSt soient des matrices
constantes notées respectivementH, F, G, ΣΣΣ et S. Une condition suffisante pour
qu’il existe un p.s.s.(zt ; t ∈ Z) qui soit solution du m.l.d. est

(a) det(I r −λF) = 0 pour |λ | ≤ 1,
(b) P1|0 = ΣΣΣ0, c’ est-̀a-dire queΣΣΣ0 est solution de l’́equation matricielle

ΣΣΣ0 = FΣΣΣ0F⊤+GΣΣΣG⊤. (6.13)

Démonstration.La décomposition de Wold-Craḿer de(wt ; t ≥ 0) donńee par (6.8)
s’écrit ici

wt =
t−1

∑
j=0

F jGet− j +Ftw0.

On en d́eduit, pourt ≤ s :

〈wt ,ws〉 = 〈
t−1

∑
j=0

F jGet− j +Ftw0,
s−1

∑
i=0

FiGes−i +Fsw0〉

=
t−1

∑
j=0

F jGΣΣΣG(F⊤)s−t+ j +FtΣΣΣ0(F⊤)s. (6.14)

Multiplions (6.13)à gauche parF j et à droite par(F⊤)s−t+i et sommons membrèa
membre pourj = 0, ..., t −1. Il vient

ΣΣΣ0Fs−t = FtΣΣΣ0(F⊤)s+
t−1

∑
j=0

F jGΣΣΣG⊤(F⊤)s−t+ j . (6.15)

Par comparaison de (6.14) avec (6.15) , on voit que〈wt ,ws〉=ΣΣΣ0Fs−t ce qui ressem-
ble à la fonction d’autocovariance d’un p.s.s. AR(1). Si la condition (a) est remplie,
la Proposition 4.6 nous assure de l’existence de ce p.s.s. Consid́erons un b.b.s.c.
(at ; t ∈ Z) tel queat ⊥ es pour toutt,s avect 6= s. Définissons(zt ; t ∈ Z) à partir de
(H2) pour toutt ∈ Z. Puisque

〈zt ,zs〉 = H〈wt ,ws〉H⊤+ 〈at ,as〉

= HΣΣΣ0Fs−tH⊤+Sδt−s
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(où δi est le symbole de Kronecker), le p.a.(zt ; t ∈ Z) est un p.s.s. ⊓⊔

Proposition 6.9.Soit(zt ; t ≥ 1) un p.a. univaríe qui v́erifie les hypoth̀eses de Propo-
sition 6.8, avecat = 0 et S= 0. Notonsσ2 au lieu deΣΣΣt , σ̂2

t = HPt|t−1H⊤ au lieu

deΣ̂ΣΣt . Dès lors (6.9) et (T3) s’écrivent respectivement

K t = FPt|t−1H⊤/σ̂2
t ,

Pt+1|t = FPt|t−1F⊤+σ2
t GG⊤− σ̂2K tK⊤

t .

Les relationśenonćees dans la Proposition 6.7 peuventêtre remplaćees par les suiv-
antes :

αt−1 = HL t−1/σ̂2
t−1,

Pt|t−1 = Pt−1|t−2−L t−1L⊤
t−1/σ̂2

t−1, (6.16)

Qt = Qt−1−αt−1FL t−1, (6.17)

L t = FL t−1−αt−1Qt−1, (6.18)

σ̂2
t = σ̂2

t−1(1−α2
t−1), (6.19)

K t = Qt/σ̂2
t , (6.20)

êt = zt −Hwt|t−1, (6.21)

ϕϕϕ jt = HF j−1K t− j , j ≥ 1,

wt+1|t = Fwt|t−1+K t êt , (6.22)

avec les conditions initiales

Q1 = L1 = FΣΣΣ0H⊤,

P1|0 = ΣΣΣ0,

σ̂2
1 = HP1|0H⊤,

ê1 = z1,

w1|0 = 0.

Démonstration.Les relations de la Proposition 6.7 s’écrivent ici:

Pt|t−1 = FPt−1|t−2F⊤+GG⊤σ2
t −K t−1K⊤

t−1σ̂2
t−1, (6.23)

σ̂2
t = HPt|t−1H⊤, (6.24)

K t = FPt|t−1H⊤/σ̂2
t , (6.25)

êt = zt −Hwt|t−1,ϕ jt = HF j−1K t− j ,

wt+1|t = Fwt|t−1+K t êt ,

avec les conditions initiales
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P1|0 = FΣΣΣ0F⊤+GG⊤σ2,

w1|0 = 0.

Montrons que si les relations exprimées dans la proposition sont valables au tempst,
elle le sont encore au tempst+1. Notonsαs= HL s/σ̂2

s = L⊤
s H⊤/σ̂2

s etQs= σ̂2
s Ks

pour touts. Il suffit donc de montrer que

Pt+1|t = Pt|t−1−L tL⊤
t /σ̂2

t , (6.26)

Qt+1 = Qt −αtFL t , (6.27)

σ̂2
t+1 = σ̂2

t (1−α2
t ), (6.28)

pour que les autres relations soient automatiquement valables. Notons qu’on n’a
pas besoin d’́etablir la relation relativèa L t+1 qui est une d́efinition alors que la
relation donnantPt+1|t ne sert que dans la démonstration mais peutêtre omise de
l’algorithme. Partons de l’expression dePt+1|t tirée de la Proposition 6.7 :

Pt+1|t = FPt|t−1F⊤+GG⊤σ2−K tK⊤
t σ̂2

t

= F(Pt−1|t−2−L t−1L⊤
t−1/σ̂2

t−1)F
⊤+GG⊤σ2−QtQ⊤

t /σ̂2
t

grâceà (6.16) età (6.20) . En ajoutant et retranchantQt−1Q⊤
t−1/σ̂2

t−1 on obtient
apr̀es groupement et prise en compte de (6.23) et (6.19)

Pt+1|t = FPt−1|t−2F⊤+GG⊤σ2−Qt−1Q⊤
t−1/σ̂2

t−1

+Qt−1Q⊤
t−1/σ̂2

t−1−FL t−1L⊤
t−1F⊤/σ̂2

t−1−QtQ⊤
t /σ̂2

t

= Pt|t−1+(1/σ̂2
t ){(1−α2

t−1)(Qt−1Q⊤
t−1−FL t−1L⊤

t−1F⊤)−QtQ⊤
t }

= Pt|t−1+(1/σ̂2
t ){(1−α2

t−1)(Qt−1Q⊤
t−1−FL t−1L⊤

t−1F⊤)

−(Qt−1−αt−1FL t−1)(Qt−1−αt−1FL t−1)
⊤}

grâceà (6.17) . En effectuant, il vient

Pt+1|t = Pt|t−1− (1/σ̂2
t ){α2

t−1Qt−1Q⊤
t−1+FL t−1L⊤

t−1F⊤−αt−1Qt−1L⊤
t−1F⊤

−αt−1FL t−1Q⊤
t−1}

= Pt|t−1− (FL t−1−αt−1Qt−1)(FL t−1−αt−1Qt−1)
⊤/σ̂2

t

= Pt|t−1−L tL⊤
t /σ̂2

t

apr̀es avoir exploit́e (6.18) . Cecíetablit (6.26) . On d́emontre (6.27) comme suit :
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Qt+1 = σ̂2
t+1K t+1

= FPt+1|tH
⊤

= F(Pt|t−1−L tL⊤
t σ̂2

t )H
⊤

= FPt|t−1H⊤−αt−1FL t

= σ̂2
t K t −αt−1FL t

= Qt −αtFL t

en utilisant successivement (6.25) , (6.26) , (6.25)à nouveau et (6.20) . Ensuite, il
vient de (6.21)

σ̂2
t+1 = HPt+1|tH

⊤

= H(Pt|t−1−L tL⊤
t )H

⊤

= σ̂2
t − (HL t)

2/σ̂2
t

= σ̂2
t (1−α2

t ),

ce qui d́emontre (6.28) . Il reste donc̀a établir la validit́e des conditions initiales.
Les valeurs dêσ2

1 , ê1 et w1|0 viennent directement de la Proposition 6.7. On veut
K1 = FP1|0H⊤/σ̂2

1 en vertu de (6.25) , doncQ1 = σ̂2
1K1 = FP1|0H⊤ = FΣΣΣ0H⊤,

compte tenu de la Proposition 6.8 . Finalement, par le même argument

P2|1−P1|0 = FP1|0F⊤+GG⊤σ2−K1K⊤
1 σ̂2

1 −P1|0

= −K1K⊤
1 σ̂2

1

= −Q1Q⊤
1 /σ̂2

1 .

On choisit doncL1 = Q1 = FΣΣΣ0H⊤ pour satisfaire (6.26) ent = 1. Mais alors

Q2 = σ̂2
2K2 = FP2|1H⊤ = F(P1|0−L1L⊤

1 /σ̂2
1 )H

⊤

= FP1|0H⊤−FL1L⊤
1 H⊤/σ̂2

1

= FΣΣΣ0H⊤−α1FL1

= Q1−α1FL1,

ce qui v́erifie (6.27) ent = 1. ⊓⊔

Proposition 6.10.Soit (zt ; t ∈ Z) un processus ARMA(p,q) constant sous forme
d’un m.l.d. comme dans la Proposition 6.9 , avec r= max(p,q+ 1). Si p> q,
les équations correspondant aux lignes j= q+1, ..., r de (6.22) peuvent̂etre rem-
placées, pour t≥ p−q+1, par

(wt+1|t) j = (wt|t−1) j+1+φ jzt .

Démonstration.Puisque le processus ARMA(p,q) est univaríe et constant, les ma-
tricesH, F etG de la Proposition 3.32 s’écrivent ici
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H = (1,0, ...,0), F =




φ1

φ2
... Ir−1
...

φr 0 ... 0



, G =




1
−θ1

−θ2
...

−θr−1



.

Dès lors, (6.21) impliquezt = êt +(wt|t−1)1 tandis que (6.22) peut s’écrire

(wt|t−1)1 = φ1(wt−1|t−2)1+(K t−1)1êt−1+(wt−1|t−2)2

(wt−1|t−2)2 = φ2(wt−2|t−3)1+(K t−2)2êt−2+(wt−2|t−3)3

...

(wt−r+1|t−r)r = φr(wt−r|t−r−1)1+(K t−r)r êt−r ,

où
(wt− j|t− j−1)1 = zt− j − êt− j .

On en d́eduit donc que

zt = êt +
p(t)

∑
j=1

φ j(zt− j − êt− j)+
q(t)

∑
j=1

(K t− j) j êt− j ,

oû on a pośe p(t) = min(t −2, p) et q(t) = min(t −1, r), tenant compte de ce que
φ j = 0 pour j > p etw1|0 = 0. Définissons

xt = zt −
p(t)

∑
j=1

φ jzt− j pour t ≥ 1.

Puisque les ˆet sont les innovations de(zt ; t ≥ 1), ce sont aussi les innovations de
(xt ; t ≥ 1) (Proposition 2.38 , remarque 2). Il s’ensuit que

xt = êt −
p(t)

∑
j=1

φ j êt− j +
q(t)

∑
j=1

(K t− j) j êt− j

est la d́ecomposition de Wold-Craḿer du processus(xt ; t ≥ 1). Pourt ≥ p+2, on a

xt = zt −
p

∑
j=1

φ jzt− j = et −
q

∑
j=1

θ jet− j

donc le processus estq-dépendant. Sa décomposition de Wold-Craḿer, qui est
unique, est donc telle que les termes pourj > q sont nuls, ce qui entraı̂ne que
(K t− j) j = φ j pour j > q ett ≥ p+2. Pourj = q+1 cette simplification apparaı̂t dès
quet ≥ p−q+1, de sorte que(K t) j = φ j pour j = q+1, ..., r. La relation (6.22)
devient alors
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(wt+1|t) j = φ j(wt|t−1)1+(wt|t−1) j+1+φ j êt

= (wt|t−1) j+1+φ jzt .

⊓⊔

Proposition 6.11.Les composantesµi de µ = ΣΣΣ0H⊤ peuvent s’obtenir par les
équations

µh =
r

∑
j=h

(φ jγ j−h+1−θ j−1λ j−h), h= 1, ..., r, (6.28bis)

où

λi =−θiσ2+
min(p,i)

∑
j=1

φ jλi− j , i = 0, ..., r, (6.29)

et donc
(Q1)i = (L1)i = φi µ1+µi+1, i = 1, ..., r, (6.30)

avecµr+1 = 0.

Démonstration.On peut ŕecrire (6.12) sous la forme

(wt)h =
r

∑
j=h

(φ jzt− j+h−1−θ j−1et− j+h).

Puisque(wt)1 = zt , il vient en notantλi = 〈zt ,et−i〉 :

µh = (ΣΣΣ0)h1 = 〈(wt)h,(wt)1〉

= 〈
r

∑
j=h

(φ jzt− j+h−1−θ j−1et− j+h),zt〉

=
r

∑
j=h

(φ jγ j−h+1−θ j−1λ j−h).

Or (6.4) entrâıne (6.29) . Consid́erons maintenantQ1 = L1 = FΣΣΣ0H⊤ = Fµ . De par
la forme prise parF, il vient (6.30). ⊓⊔

Des propositions de ce paragraphe on peut déduire un algorithme rapide de la f.v.
d’un processus ARMA univarié constant. Il s’agit̀a nouveau d’́evaluer (6.7) òu les
innovationshtet sontà remplacer par ˆet et leurécart typehtσ està remplacer par̂σt .
Par conśequentet està remplacer par(σ êt/σ̂t) dans les notations de ce paragraphe-
ci. La méthode consiste en lesétapes suivantes :

1) calcul des rapportsγ j/σ2 pour j = 0, ..., r au moyen de l’algorithme de la section
4.13, pour lesφi (i = 1, ..., p) et θi , (i = 1, ....q) donńes;

2) calcul des rapportsλi/σ2 et µh/σ2 par les relations (6.28bis) et (6.29) ;
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3) calcul des rapportsQ1/σ2 etL1/σ2 au moyen de (6.30) et dêσ2
1/σ2 = µ1/σ2 ;

4) on pose ˆe1 = z1 et w1|0 = 0 puis on calcule les ˆet par ŕecurrence en utilisant les
relations (6.17) , (6.18) , (6.19) , (6.20) , (6.21) et (6.22), où les deux membres des
trois premìeres sont diviśes parσ2 ;

5) simultańement, on a calculéh2
t = σ̂2

t /σ2, t = 1, ....n, dont on d́eduit∏n
t=1ht .

Un programme en Fortran est disponibleà cette fin (Ḿelard, 1984).

6.6. Comparaison des ḿethodes d’́evaluation de la fonction de
vraisemblance

Le tableau qui suit porte sur les principaux algorithmes propośes pourévaluer la
fonction de vraisemblance des processus ARMA(p,q). Les deux crit̀eres utiliśes
sont

(i) le nombre de multiplications et de divisions;
(ii) le nombre de mots de ḿemoire de zones de travail.

Seuls les termes principaux par rapportà n, p et q sont conserv́es. De plus,p et
q sont ńegligés devantn et 1 est ńegligé devantp ouq.

Des exṕeriences pratiques rapportées par Ḿelard (1984) confirment l’efficience
de l’algorithme de la section 6.5 . En pratique, cet algorithme peut̂etre modifíe afin
d’exploiter la convergence des(K t) j versφ j , ce qui peut fournir une approximation
aussi proche que l’on veut de la vraie valeur de la f.v. en un temps plus court que
la méthode de la s.c.n., voisin même du temps utiliśe par la ḿethode de la s.c.c.
Or, la ḿethode de la s.c.n. est une méthode approch́ee, au comportement incertain,
surtout lorsque des zéros des polyn̂omes AR ou MA sont proches de la frontière de
stationnarit́e ou d’inversibilit́e, respectivement. Il n’y a donc plus aucune raison de
l’employer.

La discussion qui préc̀ede vaut seulement pour les processus ARMA constants.
Pour ce qui concerne les processus ARMAévolutifs, un seul algorithme est disponible.
Cependant, l’algorithme basé sur le filtre de Kalman proposé à la section 6.4 , par-
ticulariśe au processus univarié, devrait̂etreéquivalent.
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Tableau 6.1 Comparaison des principaux algorithmes d’évaluation de la f.v. Notations:r =
max(p,q+1), s= min(p,q), m= max(p,q), ν = horizon de la pŕevision ŕetrospective.

Algorithmes Ŕeférences Nombre de Nombre de Remarques
multiplications mots de

et divisions ḿemoire
Approchés
M. de la s.c.c. (MCC) Box&Jenkins (1976) n(p+q) 0
M. de la s.c.n. (MCN) Box&Jenkins (1976) (2n+2ν)(p+q) 2ν avec une seule

iteration
Exacts
(ARMA constants)
M. directe (inversion deΓ ) n3/2 n2

M. de Levinson Khabie- n2/2 n2

Zeitoune (1980)
Newbold (1974) n2/2 n2

Ljung et Box (1979) m3+ p3/2 2m2

+n(p+2q+2m)
Factorisation de Cholesky Ansley (1979) 1

2 p3+n(p+ 1
2q2) m2

de matrice bande Ḿelard (1982a)
Filtre de Kalman Gardner, Harvey 1

2 p2r4+n(p+ 1
2r2) 1

8r4

& Phillips (1980)
M. rapide Pearlman (1980) (p2+ 1

2q2+2pm+qs avec l’algorithme
Mélard (1984) + 1

2m2)+n(p+3q+s) 3(r +1) de Wilson (1979)
Exacts
(ARMA évolutifs)
Factorisation de Cholesky Ḿelard (1982a) p3+n(p+q2) m(p+q)

de matrice bande +2m2
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Chapitre 7
LE MOD ÈLE ARIMA G ÉNÉRALIS É

Dans les chapitres préćedents, une large part aét́e laisśee aux processus ARMA
évolutifs òu les coefficients varient dans le temps de façon quelconque, ce qui est
trop ǵeńeral sur le plan pratique. En revanche, on a toujours supposé que le p.a.
est centŕe, hypoth̀ese trop restrictive pour les applications, et que les innovations
sont distribúees selon une loi normale. Le modèle ARIMA géńeraliśe, fruit de la
synth̀ese d’apports extérieurs et de contributions personnelles, réunit plusieurs voies
de ǵeńeralisation des mod̀eles ARIMA, baśees sur des principes simples. Afin de
pouvoir repŕesenter des s.c. le modèle doitêtre
1. suffisamment ǵeńeral;
2. paraḿetŕe au moyen d’un nombre limité de param̀etres susceptibles d’être in-

terpŕet́es;
3. exprimable sous forme d’un algorithme de calcul des résiduset à partir des

donńeeszt .

Un logiciel aét́e mis au point afin d’estimer les paramètres de ce mod̀ele. Sous
le nom de ANSECH (ANalyse des SEries CHronologiques) (Mélard, 1982b, 1983),
il a ét́e d́evelopṕe pourêtre utiliśe sur les ordinateurs Control Data (séries 6 000,
Cyber 70 et 170) . Pour un exemple d’illustration des différentes composantes du
mod̀ele ARIMA géńeraliśe, nous renvoyons le lecteurà Mélard (1985) qui utilise le
même exemple que Kashyap et Rao (1976).

7.1. Le mod̀ele ARIMA généralisé

Le mod̀ele ARIMA géńeraliśe que nouśetudions ici est d́efini par les troiśequations
suivantes:

• (le sous-mod̀ele de la variable)

∇d∇D
s {C̃λ (zt −yI

t )/ ft}− (yD
t +µt +mt)

yV
t

= wt , (7.1)

89
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• (le sous-mod̀ele ARMA évolutif)

wt −
p

∑
i=1

φit wt−i = at −
q

∑
j=1

θ jt at− j , (7.2)

• (le sous-mod̀ele de l’innovation)

at = gt{yS
t et +yM

t }, (7.3)

dans lesquelles les notations suivantes sont utilisées :

• (zt ; t ∈ Z) est le processuśetudíe, qui n’est pas ńecessairement un p.a.s ;
• (wt ; t ∈ Z) est un p.a.s. qui n’est pas nécessairement un p.s.s.;
• (at ; t ∈ Z) est le processus innovation, constitué de v.a. ind́ependantes mais qui

n’est pas ńecessairement de moyenne nulle ni stationnaire;
• (et ; t ∈ Z) est le processus innovation normalisé qui est b.b.s.c. de moyenne 0 et

de varianceσ2 ;
• yI

t , ft , yD
t , µt , mt , φit (i = 1, ..., p), θ jt ( j = 1, ...,q), yS

t , gt etyM
t sont des fonctions

déterministes det, de forme analytique d́etermińee mais d́ependant d’un nombre
fini de param̀etres inconnus;

• ∇d est l’oṕerateur de diff́erence ordinaire, itéŕed fois;
• ∇D

s est l’oṕerateur de diff́erence saisonnière, de ṕeriodes, itéŕeD fois;
• C̃λ (.) est une fonction d́ependant de param̀etresλ inconnus.

On suppose que les données sont transforḿees en innovations normaliséeset par
la succession des opérations suivantes:

1. on soustraityI
t , fonction nulle partout sauf là òu l’on désire repŕesenter l’effet

d’interventions (voir-ci-dessous) ;
2. on effectue une transformation instantanéeC̃λ (.) ;
3. on divise par la tendance multiplicativeft ;
4. on applique les diff́erences afin d’obtenir un p.a.s.;
5. on soustraityD

t , qui est une autre fonction d’intervention, capable de représenter
les changements brusques de niveau;

6. on soustrait une tendance déterministeµt , fonction polynomiale det ;
7. on soustrait une composante saisonnière d́eterministemt , qui est une fonction

périodique det, de somme nulle sur un intervalle de longueurégalèa une ṕeriode;
8. on applique le filtre ARMÁevolutif ;
9. on divise les ŕesidus pargt qui repŕesente une tendance enécart type des innova-

tions ;
10. on soustraityM

t qui est une fonction d’intervention portant sur la moyenne des
innovations;

11. on divise paryS
t , où yS

t estégalement une fonction d’intervention, qui agit donc
sur l’écart type des innovations.

Remarque.Les fonctionsft , gt , yS
t etyV

t sont suppośes strictement positives.

Exemples.
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1. yI
t prend en compte les interventions, les changements de définition de la grandeur

étudíee, les valeurs aberrantes;
2. C̃λ (.) peutêtre la transformation logarithmique ou une transformation de puis-

sance;
3. une tendance multiplicative peut apparaı̂tre par l’influence de l’́evolution d́emo-

graphique ou des prix ;
4. l’emploi de diff́erences permet de représenter des séries qui n’ont pas de moyenne

ni de variance;
5. la fonction d’interventionyD

t est pratique pour modéliser un changement de
niveau dans la śerie;

6. si la tendance est polynomiale, il sera plus facile de l’exprimer directement sous
la forme deµt plutôt que de l’́eliminer par diff́erences ordinaires;

7. de m̂eme, si le saisonnier s’exprime sous forme d’une fonction périodiquemt ,
l’inclure dans le mod̀eleévitera de devoir l’́eliminer par diff́erence saisonnière ;

8. le filtre ARMA évolutif ou le filtre ARMA constant permet de calculer les in-
novationsà partir des observations passées, pŕealablement transforḿees, et des
innovations pasśees ;

9. la division pargt stabilise la variance des innovations enéliminant une tendance
éventuelle dans cette variance ;

10. la fonction d’interventionyM
t permet d’agir directement au niveau de la moyenne

des innovations qui est donc susceptible d’être non nulle;
11. la fonction d’interventionyS

t a le m̂eme effet au niveau de l’écart type des innova-
tions, afin de repŕesenter, par exemple, une période troubĺee au cours de laquelle
la dispersion áet́e plus grande.

Il est évidemment inconcevable de réunir simultańement toutes ces extensions
dans l’analyse des données d’une śerie. Toutefois, une ou deux d’entre elles peut
s’avérer utile, voire indispensable.

7.2. Les interventions

L’approche habituelle pour traiter les interventions est de les repŕesenter sous la
forme d’une fonctionyI

t avec

yI
t =

I

∑
i=1

y(i)t (7.4)

avecy(i)t = v(i)(B)ξ (i)
t , où lesξ (i)

t constituent des fonctions déterministes, par ex-
empleà valeur binaires pour indiquer la présence d’intervention ou l’absence. Les
sériesv(i)(B) dépendent de param̀etresà estimer et peuvent doncêtre plus parci-
monieusement représent́ees par le rapport de deux polynômesωi(B)/δi(B).

Cette approche est extrêmement int́eressante pour modéliser l’effet d’interventions
réelles sur la grandeuŕetudíee (changement de définition, de ŕeglementation, de
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circonstances,...), voir par exemple Box et Tiao (1975), Bhattacharyya et Layton
(1979), Roy et Pellerin (1982), pourvu que ces effets puissent être d́ecrits sim-
plement. Quand le but est de corriger les données, afin de diminuer l’influence de
phénom̀enes passagers (crises, grèves,...) sur les paramètres du mod̀ele stochastique
ou de repŕesenter des effets de nature complexe, la méthode baśee sur les fonc-
tions de transfert est̀a la fois peu pratique et peu efficiente. En effet, pour chaque

phénom̀eneà faire intervenir, il faut introduire une s.c.ξ (i)
t et deux polyn̂omesωi(B)

et δi(B). Puisqueξ (i)
t est souvent presque partout nulle, la plupart des calculs sont

effectúes sur des źeros. De plus, la représentation d’interventions complexes soulève
des difficult́es dans le choix de ces s.c. et des polynômes.

Une approche plus appropriée pour traiter ces cas consisteà repŕesenteryI
t

comme fonction lińeaire par morceaux du type (7.4). Notonsβ (i)
0 , β (i)

1 , ..., β (i)
mi

des ŕeels (constantes ou paramètres) ett(i)0 ≤ t(i)1 ≤ ... ≤ t(i)mi des instants fix́es, pour
i = 1, ..., I . On pose

yI
t =





β (i)
0 +β (i)

1 (t − t(i)0 ), t(i)0 ≤ t ≤ t(i)1

β (i)
0 +∑k−1

ℓ=1 β (i)
ℓ (t(i)ℓ − t(i)ℓ−1)+β (i)

k (t − t(i)k−1), t(i)k−1 ≤ t ≤ t(i)k ,(k= 2, ...,mi)
0 ailleurs,

(7.4′)
corrigeant ainsi (Ḿelard, 1981). De plus, en permettant l’usage des fonctionsyD

t
et yM

t dans le mod̀ele ARIMA géńeraliśe, on dispose de trois représentations entre
lesquelles on peut choisir ou que l’on peut combiner:

φ(B)∇(zt −yI
t ) = θ(B)et

φ(B)(∇zt −yD
t ) = θ(B)et

φ(B)∇zt = θ(B)(et +yM
t ).

Cette dernìere repŕesentation est appelée intervention sur l’innovation (Fox,
1972, Chang et Tiao, 1983 et Bell, 1983). Formellement, ces trois approches sont
équivalentes puisqueyI

t , yD
t etyM

t sont líees par les relations

yD
t = ∇yI

t et φ(B)yD
t = θ(B)yM

t .

Du point de vue de l’estimation des paramètres, il n’y a paśequivalence entre
l’emploi deyD

t ou yI
t , d’une part, et deyM

t , d’autre part. En effet, la présence deyM
t

introduit une modification dans l’évaluation de la f.v. qui sera traitée à la section
7.9.

Les types d’interventions discutées auparavant ont un effet sur la moyenne. Il est
aussi utile de disposer d’intervention sur l’écart type, sous la forme d’une fonction
yS

t dans le mod̀ele (Mélard, 1981):

φ(B)∇zt = θ(B)(yS
t et).
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Il s’agit clairement d’un mod̀ele ARIMAG , d́efini à la section 3.5. Dans ce cas,
la f.v. exacte doit̂etre évalúee au moyen d’un algorithme pour modèles ARMA
évolutifs, m̂eme s’il n’y a qu’un seul instant d’intervention.

7.3. Les transformations

La famille de transformations qui est utilisée le plus fŕequemment est celle des puis-
sances {

(zt +c)λ , λ 6= 0
log(zt +c), λ = 0,

en supposant(zt +c)> 0 pour toutt. Afin que la famille soit continue comme fonc-
tion deλ , même enλ = 0, on d́efinit plutôt

C̃λ (zt) =





(zt +c)λ −1
λ

, λ 6= 0

log(zt +c), λ = 0.
(7.5)

On suppose quezt peutêtre approch́e par un processus gaussien en négligeant le
fait que le domaine de définition est borńe inférieurement siλ > 0 ou suṕerieurement
si λ < 0. Box et Cox (1964) et Ansley, Spivey et Wrobleski (1977) ont expośe une
méthode pour l’estimation simultanée deλ et des autres paramètres du mod̀ele. Cer-
tains logiciels ńecessitent encore d’essayer le modèle pour quelques valeurs deλ en
laissant̀a l’utilisateur le choix de la valeur finale. En ce qui concerne c, on sait (par
exemple, Hill, 1963) que l’estimateur du m.v. vaut−min(z1, ...,zn). Il est donc sitúe
sur la frontìere de l’espace des paramètres puisquezt + c = 0 pour au moins unt.
De plus, la f.v. est non bornée. Il convient donc d’éviter l’estimation dec . A la
section 7.8, on d́eveloppe la ḿethode d’estimation simultanée,c exclus, en utilisant
la transformation sous forme normalisée :

Cλ (zt) =





zλ
t −1

λGλ−1
, λ 6= 0

Glog(zt), λ = 0.
(7.6)

où G = (∏n
t=1zt)

1/n est la moyenne ǵeoḿetrique des donńees. Signalons déjà que
les facteurs introduits dans (7.6) proviennent de l’évaluation du jacobien de la trans-
formation, tel qu’il ŕesulte de (7.5).
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7.4. La tendance multiplicative et la tendance eńecart type des
innovations

La tendance multiplicative,ft , et la tendance eńecart type des innovations,gt ,
sont introduites afin d’obtenir un modèle FARIMAG (Définition 3.15). On suppose
ft > 0 et gt > 0. Ces deux fonctions dépendent d’un petit nombre de paramètres.
Compte tenu de ce que la tendance en dispersion est géńeralement tr̀es mod́eŕee,
une fonction lińeaire ou une fonction exponentielle donnent souvent des résultats
suffisants, presque identiques d’ailleurs.

Il n’y a pas int́er̂et à inclure simultańement ft et gt . Dans le cas particulier d’un
processus FARMA avecft = exp(β t), donc tel queft− j = ft exp(−β j), on peut
réécrire l’équation d’un mod̀ele FARMA

f−1
t

p

∑
j=0

φ j exp(β j)zt− j =
q

∑
j=0

θ jet− j

sous la forme d’un mod̀ele ARMAG

p

∑
j=0

φ ′
jzt− j =

q

∑
j=0

θ ′
j(gtet− j)

avec
φ ′

j = φ j exp(β j), θ ′
j = θ j exp(β j), gt = ft

(Kiehm, Lef̀evre et Ḿelard, 1980). Ceci montre qu’il peut y avoir confusion entre
les effets deft et degt . On verra ult́erieurement qu’il y a avantageà normaliserft et
gt de sorte que

n

∏
t=h

ft =
n

∏
t=h

gt = 1

où h= d+Ds+1.

7.5. Le sous-mod̀ele ARMA évolutif

Le sous-mod̀ele ARMA évolutif est un cas particulier du modèleétudíe au chapitre
3, dans lequel on veillèa employer un nombre limité de param̀etres. Le but est
souvent de disposer d’un modèle qui évolue lentement avec le temps au lieu de
rester constant. D̀es lors, il est acceptable de se limiter, pour les coefficientsφit etθ jt

à des fonctions lińeaires (oùa des fonctions exponentielles) du temps. Cela permet
d’interpŕeter aiśement le caractèreévolutif du mod̀ele et de simplifier au maximum
l’ évaluation de ces coefficients qui dépendent du temps. En considérantφit à titre
d’exemple, on a donc la paramétrisation suivante:

φit = φ ′
i +φ ′′

i (t −ν)
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ou
φit = φ ′

i exp[φ ′′
i (t −ν)]

avecν = d+Ds+(n+1)/2. Nous n’avons pas envisagé dans le logiciel d’autres
possibilit́es telles que les coefficients variant de façon périodique (Pagano, 1978) ou
par saut (Bagshaw et Johnson, 1977).

Le sous-mod̀ele ARMA évolutif contientévidemment le sous-modèle ARMA
constant comme cas particulier. Celui-ci est paramétŕe de façon multiplicative, c’est-
à-dire

φ(B) = φO(B)φS(B), θ(B) = θO(B)θS(B),

(les indicesO etSrepŕesentent respectivement ordinaire et saisonnier).
Une autre paraḿetrisation du sous-modèle ARMA est disponible afin de cou-

vrir les mod̀eles particuliers sous-jacents au lissage exponentiel d’ordre k , au lis-
sage exponentiel avec tendance, au lissage exponentiel de Holt-Winters (Mélard et
Rouland, 1986).

7.6. La différence ordinaire et la tendance d́eterministe

On sait que la solution d’unéequation aux diff́erences telle que

[(1−B)r+dzt ]−µ = (1−B)ret (7.7)

est de la forme

∇dzt −
r

∑
j=0

β j t
j = et

avecβr = µ/(r!). On peut donc utilement inclure une tendance déterministe dans un
mod̀ele, par exemple lorsqu’un modèle ARIMA estiḿe sur base de données four-
nit une équation ressemblantà (7.7). Plus ǵeńeralement, le mod̀ele ARIMA avec
tendance polynomiale additive s’écrit

φ(B)[∇dzt −µt ] = θ(B)et ,

où µt est un polyn̂ome ent de degŕe r. On peut utiliser une paraḿetrisation par le
biais des polyn̂omes orthogonaux, par exemple, pour un polynôme de degŕe 3:

µt = β0+β1(t −ν)+β2

[
(t −ν)2−

n2−1
12

]
+β3

[
(t −ν)3−

3n2−7
20

(t −ν)
]
,

où ν = (n+1)/2 est le milieu de l’intervalle des observations, après application des
diff érenceśeventuelles.

Il est évident qu’une s.c. présentant une tendance polynomiale sera mieux repré-
sent́ee de cette façon que par un modèle avec diff́erence ŕegulìere puisque celui-ci
risque d’̂etre non inversible, comme l’est (7.7).
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7.7. La différence saisonnìere et la composante saisonnière
déterministe

La solution d’unéequation aux diff́erences telle que

(1−Bs)zt = (1−Bs)et

n’est pas de la formezt = et mais bienzt = µ +mt + et , où mt est une fonction
périodique de ṕeriodes, doncmt = mt−s pour toutt, telle que∑s

t=1mt = 0 et µ est
une constante (Abraham et Box, 1978).

Plus ǵeńeralement, on a le modèle ARIMA avec composante saisonnière d́eterministe

φ(B)[∇dzt −mt ] = θ(B)et .

La fonction mt peut être paraḿetŕee à l’aide de(s− 1) valeurs, par exemple en
t = 1,2, ...,s−1, où à l’aide des(s−1) coefficients de Fourier, c’est-à-dire les co-
efficients de la d́ecomposition finie de Fourier

mt =
⌊(s−1)/2⌋

∑
j=1

a j sin
2π jt

s
+

⌊s/2⌋

∑
j=1

b j cos
2π jt

s
, (7.8)

où ⌊x⌋ est le plus grand entier contenu dansx. Afin d’obtenir un mod̀ele parci-
monieux, il peut s’av́erer utile de combiner partiellement les deux paramétrisations
sous la forme

mt = m′
t +m′′

t ,

où m′
t etm′′

t sont deux fonctions ṕeriodiques de ṕeriodes, dépendant respectivement
dek′ et k′′ param̀etres,k′+k′′ ≤ s−1 et d́efinies comme suit : on choisitk′ instants
ti dans{1,2, ...,s}. On introduitk′ param̀etresci (i = 1, ...,k′) qui servent̀a d́efinir
mt comme suit :

m′
t =

{
ci , si t = ti (i = 1, ...,k′)

− 1
s−k′ ∑ci si t /∈ {t1, ..., tk′}

de sorte que∑s
t=1m′

t = 0. On d́efinit ensuitem′′
t commeétant la somme dek′′ termes

de (7.8), diminúee d’une constante telle que∑s
t=1m′′

t = 0.
Une justification de l’introduction de la composante saisonnière d́eterministe

est donńee par Abraham et Box (1978). Elle convient mieux que la différence
saisonnìere lorsque le mouvement saisonnier est rigide. Au contraire, la différence
saisonnìere permet une meilleure représentation d’un mouvement saisonnier qui
évolue au cours du temps. Dans certains cas il y a intér̂et à combiner les deux
proćed́es comme le montre l’exemple suivant. Supposons que{zt −mt(1+ntt); t ∈
Z} soit un p.s.s., òu mt etnt sont des fonctions ṕeriodiques de ṕeriodes. Appliquons
l’opérateur∇s = 1− Bs. Il vient ∇szt − ∇smt − ∇smtntt = ∇szt − smtnt . Posons
m∗

t = smtnt . On voit qu’on a int́er̂et à consid́erer ∇szt −m∗
t . Une s.c. engendrée

par ce p.a. apparaı̂tra comme ayant un mouvement saisonnierévoluant de façon
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régulìere, lińeairement de fait. Plus préciśement,m∗
t est l’accroissement annuel du

coefficient saisonnier du moist.

7.8. L’estimation des param̀etres: la méthode conditionnelle

Le mod̀ele ARIMA géńeraliśe contient un certain nombre de paramètres:

• la varianceσ2 des innovations normaliséeset ,
• les param̀etres inclus dans les polynômes AR et MA, y compris ceux qui car-

act́erisent l’́evolution en fonction du temps,
• les param̀etres inclus dans les fonctions d’interventionyI

t , yD
t , yM

t etyS
t ,

• le param̀etreλ de la transformation de puissance,
• les param̀etres inclus dans les fonctionsft etgt ,
• les param̀etres inclus dans la tendance déterministeµt ,
• les param̀etres inclus dans le saisonnier déterministemt .

Nous symbolisons par le vecteurβββ l’ensemble de ces paramètresà l’exception de
σ2. On dispose d’une s.c.(z1, ...,zn) à partir de laquelle on veut estimerβββ et σ2 au
moyen du crit̀ere du maximum de vraisemblance, sous l’hypothèse que leset sont
des v.a. ind́ependantes de moyenne 0 et de varianceσ2. Notonsℓ = d+Ds, où d,
D etssont respectivement l’ordre de la différence ordinaire, l’ordre de la différence
saisonnìere et la ṕeriode saisonnière. Remarquons quezt n’est pas ńecessairement
une v.a.s. lorsqueℓ > 0. Dans ce qui suit, on considère donc la f.v. conditionnelle par
rapportà z0 = (z1, ...,zℓ)⊤. Dans une première approche, on développe la ḿethode
du m.v.c., ce qui consistèa supposer fix́ees, non seulementz1, ...,zℓ, maiségalement
les zt et leset qui doivent servir de valeurs initiales̀a l’équation aux diff́erences
(7.2), c’est-̀a-dire zℓ+1, ...,zℓ+p et eℓ+p−q+1, ...,eℓ+p. Notonsv0 le vecteur de ces
valeurs initiales. La f.v. s’écrit alors, en posanth= ℓ+ p+1 etN = n− (ℓ+ p)

L(βββ,σ2;z|z0,v0) = (2πσ2)−N/2exp

[
−

1
2σ2

n

∑
t=h

e2
t

]
.

On doit exprimeret en fonction des observationszh, ...,zn, ce qui introduit en facteur
le jacobien de la transformationJ(βββ), c’est-̀a-dire le d́eterminant de la matrice des
(∂et/∂zu) pourt,u= h, ...,n. Cette matrice est triangulaire inférieure puisqueet ne
dépend pas deszu pouru> t. Le jacobien est donc le produit deséléments diagonaux

J(βββ) =
n

∏
t=h

∂et

∂zt
.

Or
∂et

∂zt
= [gty

S
t ]
−1 ∂at

∂zt
.
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∂at

∂zt
=

∂wt

∂zt
= f−1

t
∂C̃λ (zt −yI

t )

∂zt
= f−1

t (zt −yI
t +c)λ−1

compte tenu de 7.5). D̀es lors

J(βββ) =
n

∏
t=h

[g−1
t f−1

t (yS
t )

−1(zt −yI
t +c)λ−1].

Normalisons les fonctionsft , gt etyS
t de façon telle que

n

∏
t=1

ft =
n

∏
t=1

gt =
n

∏
t=1

yS
t = 1.

Par conśequent,

J(βββ) =
n

∏
t=1

(zt −yI
t +c)λ−1 = GN(λ−1),

où G est la moyenne ǵeoḿetrique des(zt −yI
t +c), pourt = h, ...,n. On a donc

L(βββ,σ2;z|z0,v0) = (2πσ2)−N/2GN(λ−1)exp

[
−

1
2σ2

n

∑
t−h

e2
t (βββ)

]
,

où et(βββ) est la valeur deet détermińee en fonction deszt , à l’aide des relations de
récurrence (7.1-3), pour les valeursβββ des param̀etres. Posons

σ∗ = σG−(λ−1)

de sorte que

L(βββ,σ2;z|z0,v0) = (2πσ2
∗ )

−N/2exp

[
−

1
2σ2

∗

n

∑
t=h

[
e2

t (βββ)G−(λ−1)
]2
]
.

Notons quee∗t (βββ) = et(βββ)G−(λ−1) s’obtient simplement en remplaçant dans les
relations (7.1-3)C̃λ (zt −yI

t ) parCλ (zt −yI
t ), défini par (7.6). Le logarithme de la f.v.

concentŕee

logL= logL(βββ,σ2
∗ ;z|z0,v0)=−

N
2

log(2πσ2
∗ )−

S(βββ)
2σ2

∗

avec S(βββ)=
n

∑
t=h

[e∗t (βββ)]2

peutêtre maximiśe par rapport̀a σ2
∗ . Or

∂ logL
∂σ2

∗

=−
N
2

1
σ2
∗

+
S(βββ)
2σ4

∗

s’annule pourσ2
∗ = S(βββ)/N. On proc̀ede donc en deux́etapes :

(i) on minimiseS(βββ) par rapport̀a βββ et on noteβ̂ββ l’estimateur ainsi obtenu;
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(ii) on détermine l’estimateur du m.v. deσ∗, σ̂2
∗ = S(β̂ββ)/N.

L’ étape (i) requiert l’utilisation d’un algorithme d’optimisation. Compte tenu de
ce que la fonctioǹa minimiser a la forme d’une somme de carrés, on peut songerà
l’algorithme de Marquardt (1963) qui réalise un compromis entre la méthode de la
plus grande pente et celle de Gauss-Newton, qui utilise une approximation quadra-
tique de la fonction.

En plus deβ̂ββ et deσ̂2
∗ , cet algorithme fournit une estimation de la matrice de

covariance dêβββ, calcuĺee sur base de la théorie asymptotique des estimateurs du
maximum de vraisemblance, en supposant que celle-ci soit justifiée, ce qui n’est
pasévident lorsque le processus ARIMA estévolutif au lieu d’̂etre constant. On
part de

||β̂ββ||2 = −

[
E

(
∂ 2 logL
∂βββ⊤∂βββ

)]−1

= 2σ2
∗

[
E

(
∂ 2S(βββ)
∂βββ⊤∂βββ

)]−1

.

Or
∂ 2S(βββ)
∂βββ⊤∂βββ

= 2
n

∑
t=h

[
∂e∗t (βββ)

∂βββ⊤

∂e∗t (βββ)
∂βββ

+e∗t (βββ)
∂ 2e∗t (βββ)
∂βββ⊤∂βββ

]
. (7.9)

Dans le cas d’un processus ARIMA non géńeraliśe, les param̀etres deβββ sont em-
ployés exclusivement dans les coefficients deet−i(βββ) et zt−i pour i ≥ 1, de sorte
que(∂e∗t (βββ)/∂βββ)= (∂et(βββ)/∂βββ) est une v.a. non corrélée avecet(β ). L’esṕerance
math́ematique du second terme de (7.9) est donc nulle, ce qui justifie l’estimation
de||β̂ββ||2 par

σ̂2
∗

[
n

∑
t=h

∂b∗t (β̂ββ)
∂βββ⊤

∂b∗t (β̂ββ)
∂βββ

]−1

comme fourni par l’algorithme de Marquardt. En revanche, dans le cas d’un mod̀ele
ARIMA géńeraliśe, certains param̀etres tels ceux contenus dansft , gt , yS

t ainsi que
λ , apparaissent dans le coefficient dezt . La simplification mentionńee plus haut ne
survient donc plus, ce qui impose d’évaluer (7.9) en tenant compte de la dérivée
partielle seconde (Brubacher, 1977).

7.9. L’estimation des param̀etres: la méthode non conditionnelle

On veut d́eterminerL(βββ,σ2;z|z0) c’est-̀a-dire la f.v. conditionnellèaz0=(z1, ...,zℓ)⊤

mais sans sṕecifications de valeurs initiales. On suppose que la distribution liée de

xt = ∇d∇D
s {C̃λ (zt −yI

t )/ ft} (t = ℓ+1, ...n)
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... est normale, de vecteur moyenneM et de matrice de covarianceΓΓΓ, de sorte que,
en notantx = (xℓ+1, ...,xn) :

L(βββ,σ2;z|z0) = (2π2)−(n−ℓ)/2(detΓΓΓ)−1/2exp

{
−

1
2
(x−M)⊤ΓΓΓ−1(x−M)

}
.

Le probl̀eme est de d́eterminerM et d’appliquer l’algorithme de la section 6.5
dans le cas òu on se ram̀eneà un processus ARMA constant ou l’algorithme de la
section 6.3 dans le cas où on se ram̀ene plut̂ot à un processus ARMÁevolutif. On
sera dans ce dernier cas dès le moment òu gt 6= 1 ouyS

t 6= 1 pour au moins unt ou si
au moins un des coefficients du sous-modèle ARMA dépend du temps. En revanche,
la pŕesence deCλ (zt − yI

t ) ou de ft n’a aucune incidence puisque ces composantes
du mod̀ele agissent au niveau du sous-modèle de la variable, donc avant que le sous-
mod̀ele ARMA n’entre en jeu.

Consid́erons donc la d́etermination deE0(xt), l’esṕerance conditionnelle dext

sachantz0, ce qui est l’́elément ǵeńeral deM . De (7.1-3) on d́eduit les relations de
récurrence:

E0(xt) = E0(wt)+yD
t +µt +mt ,

E0(wt) = E0(at)+
p

∑
i=1

φit E0(wt−i)−
q

∑
i=1

θ jt E0(at− j),

E0(at) = yM
t gt .

Le probl̀eme est donc de trouverp valeurs initiales pourE0(wt) (t = ℓ− p+1, ..., ℓ)
qui permettront de d́eterminer les valeurs suivantes par récurrence. SiE0(at) est de
forme connue pour toutt, on peut partir de la d́ecomposition moyenne mobile infinie
de(wt ; t ∈ Z)

wt =
∞

∑
j=0

ψ jt at− j .

En pratique, on utilisera une somme finie en négligeant les termes, tels que|ψ jt |< ε
pour tout j > J(ε), mettons, òu ε est fix́e à priori. On emploie alors

E0(wt) =
J(ε)

∑
j=0

ψ jt E0(at− j).

Dans des cas particuliers, il est possible de simplifier ce calcul. Notons

λt = E0(at)−
q

∑
i=1

θ jt E0(at− j).

Si yM
t = 0 pourt ≤ ℓ, alorsλt = 0 et doncE0(wt) = 0 pourt ≤ ℓ. Si yM

t = µ ′ est
une constante non nulle pourt ≤ ℓ, et si l’on suppose commèa la section 6.4 que
φit = φiℓ, θit = θiℓ, gt = gℓ pourt ≤ ℓ, alorsλt est une constanteλ = λℓ, et donc
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E0(wt) =
λ

1−∑p
i=0 φiℓ

=
1−∑q

j=0 θ jℓ

1−∑p
i=0 φiℓ

gℓµ ′, t ≤ ℓ. (7.10)

Dans les m̂emes conditions concernant lesφiℓ, lesθ jℓ et lesgt , on peutégalement
consid́erer le cas òu yM

t = m′
t +µ ′, où m′

t est une fonction ṕeriodique, de ṕeriodeset
dont la somme sur une période vaut 0 etµ ′ est une constante non nulle. Notonsφℓ(B)
et θℓ(B) les polyn̂omes AR et MA, respectivement,à 1’instantt = ℓ et ψℓ(B) =
φ−1
ℓ (B)θℓ(B) = ∑∞

j=0 ψ jℓB j . Géńeralisant (7.10), il vient

E0(wt) = gℓψℓ(B)(m
′
t +µ ′)

= gℓ

[
s−1

∑
j=0

(
∞

∑
i=0

ψis+h

)
m′

t−h+φ−1(1)θ(1)µ ′)

]
.
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86. MÉLARD, G. (1981), On an alternative model for intervention analysis, In O.D. Anderson
and M.R. Perryman (eds.):Time Series Analysis, North-Holland, Amsterdam, 345-354.
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Glossaire

Z Ensemble des entiers 1
R Ensemble des réels 1
z Variableétudíee (scalaire) 1
z Variableétudíee (vectorielle) 1
k Nombre de dimensions de la série chronologique 1
s.c. Śerie chronologique 1
p.a. Processus aléatoire 1
n Longueur de la śerie chronologique 1
f.d. Fonction de distribution 3
F(.) Fonction de distribution 3
N Loi normale 4
⊥ Non corŕelation 4
⊥⊥ Indépendance 4
E(.) Esṕerance math́ematique 7
v.a.s. Variable aléatoire centŕee du second ordre 8
var Variance 8
cov Covariance 8
‖.‖ Norme d’un vecteur 8
l.i.m. Limite en moyenne 9
〈., .〉 Produit int́erieur, gramien 8
‖‖2 Carŕe de la norme 8
‖.‖2 = 〈., .〉 8
P(.|.) Projection orthogonale 9
⊕ Somme directe d’espaces 9
(.t ; t ∈ Z) Processus aléatoire 11
C Ensemble des complexes 7
⊤ Symbole de transposition 7
|.| Valeur absolue ou module, selon le cas 8
¯ Symbole de conjugaison 8
V2 Espace de Hilbert des variables aléatoires du second ordre 8
∀ Quel que soit 9
ssi Si et seulement si 7
≥ 0 Matrice d́efinie positive 10
> 0 Matrice d́efinie strictement positive 10
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110 Glossaire

∃ Il existe 9
∈ Appartenant̀a 9
b.b. Bruit blanc 12
p.a.s. Processus aléatoire du second ordre 12
b.b.s. Bruit blanc du second ordre 12
b.b.s.c. Bruit blanc du second ordre constant 12
b.b.s.n. Bruit blanc du second ordre normalisé 12
b.b.c. Bruit blanc constant 12
b.b.n. Bruit blanc normaliśe 12
V2(z; t) Sous-espace lińeaire ferḿe sous-tendu par(zs)i ; i = 1, ...,k,s≤ t 13
⊆,⊂ Inclusion 13
∩ Intersection 13
Vt V2(z; t) 13
p.p.i. Processus purement indéterminable 13
p.d. Processus déterminable 13
ARMA Autorégressif moyenne mobile 18
AR Autorégressif 18
MA Moyenne mobile 18
(at ; t ∈ Z) Processus innovation 18
ARMA( p,q) ARMA d’ordre (p,q) 18
AR(p) AR d’ordre p 18
MA(q) MA d’ordre q 18
B Opérateur de retard̀a droite 18
o.p.r.d. Oṕerateur polynomial de retard̀a droite 18
∇ Opérateur de diff́erence ordinaire 19
∇s Opérateur de diff́erence saisonnière 19
I k Matrice unit́e d’ordrek 18
FARMAG 25
FARIMAG 25
φ−1(B) Inverse de l’o.p.r.d. constantφ(B) 25
m.l.d. Mod̀ele linéaire dynamique 30
ẑt(h) Pŕevision d’horizonh fait ent 26
p.s.s. Processus stationnaire du second ordre 37
MCC Méthode des moindres carrés conditionnelle 62
MCN Méthode des moindres carrés non conditionnelle 63
MV M éthode du maximum de vraisemblance 63
s.c.c. Somme des carrés conditionnelle 67
f.v.c. Fonction de vraisemblance conditionnelle 68
s.c.n. Somme des carrés non conditionnelle 67
f.v. Fonction de vraisemblance 68
(ΓΓΓts; t,s∈ Z) Fonction de covariance 12
(γh;h∈ Z) Fonction d’autocovariance 33
φt(B) Opérateur AR (caśevolutif) 18
θt(B) Opérateur MA (caśevolutif) 18
φp(B) Opérateur AR de degré p (cas constant) 38
θq(B) Opérateur MA de degréq (cas constant) 38
µ∗

r (B) Br µr (B−1) 51
D Disque unite 52
ARIMA 57
ph Autocorŕelation de retardh 61


