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Avant-propos

Cette monographie &t publiée pour la prengre fois en 1985 par les Presses
de I'Universieé de Monteal (C.P. 6128, succ. “A’, Mongal (Qwebec), Canada,
H3C 3J7). Elle avaiéte réalie dans la collection &ninaire de matmatique
sugerieures, 8minaire scientifique OTAN (NATO Advanced Study Instituper

le Déepartement de matmatiques et de statistique - Univegsile Montéal. Il

s’agissait de mes notes de cowrda vingt-et-uréme session duéninaire de
mattematiques sugrieures/8minaire scientifique OTAN (ASI 82/62), tenue au
Département de maématiques et de statistique de I'Univegsite Montéal du 26
juillet au 13 adit 1982. Cette session avait pour titiengral “Analyse des dorées”
etétait plaée sous les auspices de I'Organisation du &radt I’Atlantique Nord, du
ministere de IEducation du Qabec, du Conseil de recherches en sciences naturelles
et en gnie du Canada et de I'Universitle Monteal.

Je remercie Monsieur Alain-Nicolas RENAUEditeur des Presses de I'Uni-
versieé de Monteal, de m’avoir autoris de publiera nouveau ce texte de 1985
épuig dans sa parution d’origine ainsi que d’employer legriat dans un nouveau
livre en cours cBlaboration en collaboration avec ma egille Rajae AZRAK. Je
remercie celle-ci pour la composition efTEX d’'une grande partie du texte. Ce
travail est rendu possible par urédit aux chercheurs du Fonds de la Recherche
Scientifique. Je remercie le centre ECARES de I'UnivérBiire de Bruxelles qui
m’accueille, tous mes ca@ljues et anciens collaborateurs, la Solvay Brussels School
of Economics and Management qui me permet de poursuivre megignement
et Madame Jacqueline BOTTEMANNE -DOUILLY, anciennement’tiestitut de
Statistique, maintenantdpartement de Maématique, qui a dactylogragghia plus
grande partie de mes anciens articleg<iti.

La préface est en fait I'introduction deddition de 1985. A part laétessit de
recomposer I'ouvrage, peu de modifications e#tapporées : quelques fautes de
frappe et des nuéros déquation ou de proposition en double ét corrigges. Les
references de quelques artickepardtre ontéte misesa jour. Notons que le contenu
du chapitre 5 @t amplifé dans le chapitre 10 delMLARD, G. (1990) Méthodes
de préevisiona court terme) Editions de I'Universié de Bruxelles, Bruxelles, et
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EditionsEllipses, Paris,&dite en 2007. Une version pl@aboge du chapitre 7 a
éte publiee dans AZRAK, R. et MLARD, G. (1993), Exact maximum likelihood
estimation for extended ARIMA models”, in T. Subba Rao (EBgvelopments in
Time Series, in honor of Maurice B. Priest/&hapman and Hall, London, pp. 110-
123. Le logiciel Time Series Expert permet de traiter ceséfexd Enfin, ajoutons
gue la tieorie asymptotique des melés ARMAa coefficients dpendant du temps a
ete élaboke depuis, voir AZRAK, R., MLARD, G. (2006), Asymptotic properties
of quasi-maximum likelihood estimators for ARMA models lwiime-dependent
coefficients Statistical Inference for Stochastic Proces9e2006, 279 - 330.
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Préeface

Ceci est I'introduction du texte original de 1985.

INTRODUCTION

La littérature sur I'analyse des da@es chronologiques est maintenaéstvaste. Puisqu'il
existe d’excellentes synéses, nous pféerons @velopper dans ces notes une approche qui
ne fait souvent I'objet que d’un traitement marginal : la Bsgntation gomrétrique des pro-
cessus &atoires du second ordre, et en particulier des processus ARBHS, un espace
de Hilbert. Bien que certaingsultats ne peuverdtre établis aifment que par une autre
méthode (tkorie desquations aux diffrences, thorie des fonctions analytiques, analyse
spectrale), la rathode @onetrique a I'avantage étre simple et de maintenir longtemps
I'expost a un niveau gréral. Cela permet de traiter les processus AR&Alutifs et de ne
passer aux processus stationnaires qu’au moment appr@primontrera plusieurs appli-
cations tleoriques et pratiques de cette approckengtrique.

Deux autres aspects ogif privilegies : les proli#mes lesa I'estimation des paragtres
d’un mockle et les algorithmes correspondants et une classe del@sodRIMA geréralis
qui permettent de repsenter des doies chronologiques dans des conditions moins re-
strictives que celles qui pvalent @réralement.

Cette monographie est subdigésen sept chapitres. Le chapitre 1 a pour objet de mieux
situer I'approche gonétrique dans le cadre de I'analyse désies chronologiques. Le
chapitre 2 pesente les é&finitions de base relatives aux processés@lires du second or-
dre. Les chapitres 3 et 4 sont congcaux processus ARMA coefficients @pendant du
temps, appéls processus ARMAvolutifs, et aux processus ARMA coefficients con-
stants, respectivement. Le chapitre 5 repreneMaerinent la rathode d’analyse des doges
chronologiques par les mekks ARIMA selon la rethode de Box et Jenkins. Ceci permet
de mieux situer les deux chapitres suivants dans le caghiera). Le chapitre 6 est con-
saceéa la nethode d’estimation des paraines par application du principe du maximum de
vraisemblance. Le chapitre 7 via@tendre la classe de melds envisage au chapitre 5.

La bibliographie ne ptend pasttre compdte. Une bibliographieécente peugtre
trouvée dans Newbold (1981).

Je tiensa exprimer ma profonde reconnaissance aux organisateurs qupa®nenag
leur peine pour que ceéminaire soit un su&s : M. Pierre Berthiaume, Directeur du
seminaire ekditeur, les directeurs scientifiques MM. Yves Lepage et Eagarndal ainsi
gue la sedtaire Mlle Ghislaine David. J'adresse aussi mes remercieraants cokgues
et amis Roch Roy, Piero Barone, Marc Hallin et Jacques Beaudm@nt communigé
leurs remarques. J'ai une p&espour Mademoiselle Johanne Beausoleil qui a trangform
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mon manuscrit brouillon en un texte qui a la rigueur d'ugipe et, je I'espre, en posle
la chaleur. Quoi qu'il en soit je remercie ma muse.
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Chapitre 1

APPROCHES ET M,I'ETHODES DE
LANALYSE DES SERIES
CHRONOLOGIQUES

Dans ce chapitre on introduit le sujet au moyen d’uréspntation heuristique mais
assez grerale de I'analyse des do@es chronologiques par le biais du metelde
prévision.

1.1. Srie chronologique

Le tempsest une variable dont les valeurs appartien@eah ensemble totalement
ordonreé T, qui sera presque toujours I'ensemBledes entiers. O@tudie une ou
plusieurs variablea valeurs gelles quévoluent en fonction du temps. On distingue
unesérie chronologiqués.c.,time serie}univariéerelativea une variable scalaire
z a valeurs dan®, I'ensemble deséels, et unesérie chronologique multivaéie
relativea une variable vectoriellg a valeurs dang¥, 'espace euclidieak dimen-
sions

Les mesures de la variable se font souedes tempéquidistants,&pagés par la
période d’observation qu’on peut utiliser comme érie temps. Les observations
sont relativesa un intervalle de temps apgédhtervalle d’observatiorgqu’on peut
prendre commeétant 'ensembld1,2,....,n}; n est alors ldongueur de la s.c.

Remarque.Nous n’abordons pas le casl de niveau de mesure des variables
est dichotomique, nominal ou ordinal, ni celuil ¢es observations ne sont pas
équidistantes.

1.2. Realisation d’un processus a@atoire

Une s.c.(z1,22,...,Zn) €St souvent cons@ée comme uneéalisation particuére
d’un processus @atoire (p.a.) (voir chapitre 2) . On dispos&iggralement d’'une
seule galisation de ce p.a. Pour des raisons qui apparaissenopiusn suppose
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souvent que ce p.a. est gaussien, ce qui implique que lédbdtsdn marginale de la
variable akatoire(v.a.)z; est normale.

1.3. Les differentes approches

Le probEmeétudgé varie selon le type de do@es : longueun de la €rie, dimen-
sionk de la variable, grsence de composantearipdiques, pgsence d’erreurs de
mesure constituant le bruit. Ainsi, é@tononitrie ai n est petit ek est grand, on
étudie les relations entre variables qui sont suggs par la teorie economique.
En management) est plus grand €t est plus petit : on profite donc davantage de
I'information contenue dans le pa@sdes &ries afin délaborer des g@visions pour
I'avenir. La cecomposition en tendance, cycle conjoncturel, saisoratiaa est
souvent explo#e. En physique, le signatudié comporte souvent degpodicites.
Pour l'isoler du bruit on emploie le lissage et le filtrage eétude des @riodicites
s'effectue au moyen de I'approch&fuentielle ou spectraletant don la grande
taille den, les aspects algorithmiques sont importants.

La plus grande partie de I'analyse statistique des s.céastmoins base sur une
approche plut temporelle a la fonction d’autocoglation, en épit de ses @fauts,
joue un ble central.

1.4. Un exemple en gestion des stocks

A titre d’exemple, consigrons la demande d'un articlé&@rmire appartenant au
stock d'une entreprise de vente en gros. Cette demande gsSimér en nom-
bre d’'uniés demanées c’est-dire vendues ou refassa la vente pour cause de
pénurie. Meme si le stock est important il sera possible de conservaistorique
de quelques ar@es sous forme de doaes mensuelles. Le but est notamment de
prévoir la distribution de la demande pendant l'intervalletelmps allant jusq@&

la prochaine livraison, afin deéterminer la probabili de @nurie. Le prol#me
inverse de dtermination du stock deésuri€é est plus irgressant mais ne sera pas
traité ici. Supposons, pour simplifier, que cet intervalle de &gt de/ mois, ¢
entier. La demande pendant aemois, zf], sera consiéiée comme une v.a. qui
s’exprime comme la somme des demandes de cesis. Méme en supposant une
loi statistique pour ces demandes mensuellesgtarthination de la distribution
de z[] n'est pas simple sauf si I'on suppose, par exemple, queskailaition liee
des demandes mensuelles futures est normale, avec pounngolEsomme des
prévisions mensuelles, dont lagwision totale.
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1.5. Formulation générale

La présentation heuristique que no@dloppons maintenant a pour but d’introduire
I'approche temporelle par metes. En effet, la plupart des m&lds qu’on rencon-
tre dans la literature sont des cas particuliers de cette formulaténgrgle. Con-
sidérons une variable d'idtét z étudiée en fonction du temps.

Soity unevariable explicativede z, c’esta-dire une variable dont les valeurs
vont servira pievoir z. Notons.# I'information ent, constitiee des valeurs passs
dezetdey

=@z i2)e(yiri>1).

Le symboled utilisé ici recevra une signification @cise au chapitre 2. Le fait que
I'information la plus Ecente disponible suret sury soit contemporaine est sans
importance. Dans le cas contrairg bon conndtrait z avech unités de temps de
retard, on peut noteg = z_p,.

Supposons qu’on s'iBtesse au @sent et au futur de not .%;, avec un certain
horizon/, d’ou

Fr=(z41;0<1 < 0).

On devrait rechercher la distributioeé de#; étant donig I'information disponible,
c’est-a-dire lafonction de distributior(f.d.) F(%#].%). On se limite souvena la
moyenne deZ; soit

Fi= [ FF(F|A).
Le probeEme est de choisir cette f.d. C'est ce qu'on appeldaboration d'un

mockle de pevision. Cela ne peut se faire que moyennant des hgpethparmi
les suivantes qui ont pour but deduire la classe des f.d. candidates.

Hypothése H ou hypothése de normalié: F(.%|.%) est une f.d. normale;

Hypothése H ou hypothese de lirearité : .%; est une fonction lidaire de.# :
T = ¢(A);

Hypothese H ou hypothese de stationnarié : pour touth > 0, F(Z.p|#uh) =
F(A|A).

RemarquesCes hypotkses ne sont pas impes sysimatiquement. Elles peuvent
étre alegees comme suit :

1. avant d’appliquer Ij on peut effectuer une transformatiorealable sur les vari-
ables;

2. dans H, la linéarie par rappordy; n'est pas toujoursécessaire;

3. I'hypothese H peutétre adoucie en &gifiant la marére avec laquelle la f.d.
évolue en fonction de

Sous I'hypotlese H

T = zlnilztfi + zlniHthia
= =
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ou M} et M}’ sont des matricea coefficients constants&pea Hs. En utilisant H,
ona

Fi=Y Mz_i+ Y M'yii+E, (1.1)
2, 2 M

oU E; ~ N(0;X) (ce qui repésente la loi normale de vecteur moyenne 0 et de matrice
covariancez. Notons quex est une matrice constante par rappdrtgracea Hs.

1.6. Concept d’innovation et made multivarié

En isolantz; dansk, il vient de (1.1)

zt = _anzt—i +Z\"i”yt—i + &, (1.2)

ol & ~ N(0;X) et les matricest, m et X sont des blocs extraits dé&, M et

Y, respectivement. Leg doiventétre interpetes comme legrreurs de pévision
d’horizon1. On les appelleranovations La justification de cette terminologie est
la suivanter = z — Z, ou Z; est la prevision de; faite a I'aide de I'information#
maise est aussi I'apport neuf enpuisque les autres termes de (1.2) sont connus
(& supposer que leg et i’ sont connus). Au sujet des innovations on ajoute une
hypothese sup@mentaire:

Hypothése H; ou hypothése d’independance des innovationslesg sont des v.a.
indépendantes, ce qui implique ques#t : g 1L es(c'esta-direq etes sont
des v.a. inépendantes).

Cette hypotbse peutétre albgee en une hypo#se de non autoca@iation,
jusqu’a un certain point dans laébrie :

Vi, s#t: e Les
c'esta-dire les composantds, ); de g et (&s); de es sont des v.anon corgélées
(i,j=1,2,..,Kk).
La forme (1.2) est similaire amockle de fonction de transfef®n montrera la

section 3.7 que (1.2) permet en fait detekminer (1.1) La distinction enteety
peutétre aténee en supposant pouiune cecomposition similair@ (1.2)

Yt = i; ﬂf/Ithi + e{,

et en Eécrivant (1.2) comme suit :

L reiEH
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ce qui est lanockle multivaré. Il n’y aura donc pas de restrictiagnenvisager
z = zlmztwra, (1.3)
i=

si ce n'est la forme particidre des matrices;.

Remarque.Un moctle de péevision encore pluséyéral sur certains points &té
propo par Priestley (1980). Ce mel@ s’affranchit de I'hypotése de ligari€é et
utilise un ensemble d’information de dimension plésluite gace au concept de
vecteur détat (voir section 3.5.






Chapitre 2

PROCESSUS ALEATOIRES DU SECOND
ORDRE

Ce chapitre ser sgecifier les notations &t rappeler un certain nombre desultats
connus. En gréral, les @monstrations ne sont pas déas. Pour la terminolo-
gie d'analyse fonctionnelle, voir par exemple Rudin (1966) Taylor (1958).
L'approche par les espaces de Hilberéae developgee par Karhunen (1947) et
Parzen (1967).

2.1. Espace liaire de variables atatoires

Soit(Q,B,P) unespace de probabibtsur lequel serontéfinies toutes les variables
aléatoires. Noton® le champ desaels etC le champ des complexes.

Définition 2.1. z est unevariable akatoire (v.a.) réellessiz: Q - R: w+— z(w)
est une fonctioB-mesurable.

Définition 2.2. z= (z,...,z) " est unev.a. vectorielle eellessiz: Q — RX 1 —
z(w) est une fonctioB-mesurable. ( est lesymbole de transposition

Notons que leg;j sont des v.a. Onéfinit de néme une v.a. complexe et une.
vectorielle complexe

Proposition 2.3.L’ensemble V de toutes les v.&etles (ou complexes) est un es-
pace lirgaire.

2.2. Espace liaire des variables aatoires du second ordre

Définition 2.4. La moyenndou esgerance matematiqué et le moment par rapport
a l'origine d’ordre 2 dez sont cefinis par

b =E(2) = /Q Aw)P(dw),  p=E(ZP),
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ou les inégrales existent et sont finies au sens de Lebesgye|, et lavaleur
absolue(cas Eel) ou lemodule(cas complexe). L'existence de entraine celle de
uy et celle de la variance v = E(|z— )2

Définition 2.5. zest unev.a. du second ordrssi i, existe.

Définition 2.6. zest unev.a. centée du second ordrgv.a.s.) ssj, existe etu; = 0.
Dans ce cas, vér) = L.

SoitV, I'ensemble des v.a.s. appartenait. Siz est une variable @htoire du
second ordre de moyenna, alorsz— p; est une v.a.s. Dénavanta I'exception
des chapitres 5 et 7, toutes les v.a. du second ordre seppuses cen&es.

Dans la suite, deux v.a.B.etZ’ sont consiérées commequivalentes, ce qui est
nottZ = 7', des que vaiZ — z’) =0 et dondP(Z = ') = 1.

Définition 2.7. La covarianceentre deux v.a.s. z'et 2", néé coyZ,Z’), estE(ZZ")
si les variables sonéelles etE(ZZ’) si les variables sont complexes, ouésigne
le complexe conjuggl

Notons que co{Z,Z’) = cov(Z’,Z) pour des v.a.seelles tandis que co¥,z’) =
cov(Z’,Z) pour des v.a.s. complexes.

Proposition 2.8.(Inégalie de Schwarz)cov(Z,Z’)]? < var(Z)var(Z'). La covari-
ance entre deux v.a.s. existe donc toujours.

Proposition 2.9.L’'espace Y des va.s. est

1. un espace ligaire;
2. un espace noré) avec la norméz|| telle que||z|? = pp = var(2);
3. un espace #trique, avec la distance(d,z’) = ||Z — Z'||

2.3. Espace de Hilbert des variables ahtoires du second ordre

Définition 2.10. Le produit interieur (Z,Z") entre deux v.a.& etZ’ est dfini par
la covariance
(Z,Z") =cov(Z,Z").

Notons que(z, 2) = var(z) = ||Z||2.
Proposition 2.11.V, est un espaca produit in€rieur.

Proposition 2.12.V, est un espace topologique, avec la topologiirde a partir
des boules.



2 PROCESSUS AEATOIRES DU SECOND ORDRE 9

Définition 2.13.Une suite de v.a.szV,...,zZ", ... converge en moyenne vers la
v.a.s.z, ce que I'on note

Lim.Z" =z
n—oo

(Li.m. pour 1imit in the mear) ssi

iim (12" —2)|| = 0.

n—-o0
Une suite de v.a.gV,....Z™ ..., Z" .. est unesuite de Cauchgsi
ve>0,IN=N(g):vnm> N, ||z" — 2" | < &.

Proposition 2.14.V, est un espace @trique complet c’es&-dire que toute suite de
Cauchy converge vers une v.a.$. éét donc un espace de Hilbert.

Démonstration.Par exemple, Anderson (1971, p. 414). ad

NotonsS, un sous-espace Baire deVy, ferme au sens de la convergence en
moyenngec’esta-dire compdté par les limites de suites de Cauchy convergentes. I
est clair ques; est unsous-espace de HilbedeVs,.

Définition 2.15. Deux v.a.sz et Z’ sontnon corielees Z | 7/, ssi{(Z,Z’) = 0. En
particulier, deux v.a.dndépendantes’ 2t Z’ (ce que I'on noteZ 1L Z’) sont non
corréeekes.

Définition 2.16. 1.z L S ssiVZ € Sz 1 Z;
2. siS, etS] sont deux sous-espaces de Hilb&t,L Sy ssiVZ €S,:Z L S).

Proposition 2.17.(Théoeme de projection)
1.Vze Vs: il existe un et un seul = S; tel que
vZ'eS:||z-2Z| < ||z-7Z).

On appelle Zla projection orthogonale de z sup 8t on la note FZ|S,).
2.Siz¢ S, alors[z—P(Z)] L S.

Démonstration.Par exemple, Anderson (1971, p. 418). O

Proposition 2.18.(Théoeme de écomposition) Vz € S, il existe un et un seul
Z e S etunetunseul’zL S tel que z=7 +Z'.

NotonsS} = {Z' € \z|Z' | S}. OnécritV, = S0 S5

2.4. Variables akatoires vectorielles du second ordre

Consicerons iciR¥, étant entendu que les propositions peuéne adaggtes pour
Ck. Notons0 le vecteur nul ou une matrice nulle selon le contexte.
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Définition 2.19. zest unev.a. centée du second ordre vectorielfea.s. vectorielle)
ssiE(z) =0 et = [, zz" P(dw) existe et est finie. La matric est lamatrice de
covariancedez. On note plus gréralement legramien

<Z’,Z”> —_ / Z/Z//Tp(dw) _ (Z”,Z/>T,
JQ

|12 =(z2 =%
de la méme fagon qu’un produit idtieur. SiA est une matricen x k, ||Az|]? =
Alz|?°AT. De mneme(A'Z A"Z") = A'(Z, Z")A"T .
Remarque La notation||z||? résulte d'un abus puisqu'il s’agit d’'une matrice et pas
d’'une norme. Nous I'avons add@e parce qu’aucune ambigaihe peut engsulter.
Proposition 2.20.Siz = (z, ...,%) ', alors

1. zestune v.a.s. vectorielle ssiest une v.a.s. pours 1, ....K;
2.Vi,j=1,...k:cov(z,z)) = Zjj.

On notez' | 2" (respectivemert’ 1L z") ssiVi, j=1,...k:Z L Z] (respective-
mentz L 7). Si $ est un sous-espace de Hilbert, afidit P(z|S;) composante
par composante.

Proposition 2.21.% est unematrice @&finie positive c’esta-dire synétrique et telle
que
vece RK: c'Zc>0.

On noteX > 0. De plus, siZ est inversibleX est unematrice @finie strictement
positivg c’esta-dire
vceRK c#0: c'Zc>0,

ce qu'on notex > 0.

Proposition 2.22.(Factorisation de Choleskyi Z > 0, il existe P, matrice kx k
triangulaire inferieunea élements diagonaux strictement positifs telle que

I=PP".
Démonstration.Par exemple, Stoer et Burlisch (1980, p.174). a

Définition 2.23. Une rie de v.a.s. vectorielleg ; ' converge en moyenne vers
une v.a.s. vectorielle ssi

n
i (B _ || —
fm |15 2" -zl <o

Cette &rie converge en moyenne §& > 0,3IN = N(¢) :

n .
vn,m> N: Iy 2V <e.

i=m
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Proposition 2.24.Soitz une v.a.s. vectorielle k 1 et S le sous-espace de Hilbert
engende par les composantes de la v.a.s. vectorielle Inv, de matrice de covari-
anceZ inversible. SoiC = (z,v). Alors

P(z|S) =CZ 1v. (2.1)
Démonstration.Par cfinition P(z|S) est de la formé\v ou A est une matrick x m
etAT = (ay,...,a) telle queljz —a'v||? est minimum pour touk, i = 1,...,k. On
doit montrer qued = CZ* ouAZ = C. NotonsC' = (cy,...,¢) ouc' = (z,V).
On peutécrire I'identi&
al =¢'='—(q'z"-a),
d’ou résulte
2
I3 -avi? = [(@-o'z )+ (2 -a)y
2 2
— Hz| - ciTE‘lvH + H (= t- a,-T)vH +2(z—¢' T, (¢' = -4 )v)
=lz—c' T V*+ (T -4 )E(Z g —a)
+2(z,v) (62 -a) — 26/ T Hv, V) (270 —a).

Les deux derniers termes donnent léeu

2’z e —¢la—c¢'Z ¢ +¢'a) =0,
d’'ou
Iz —a'v|? =z —c' =[P+ (¢' 2 —a ) Z(Z e —&).
Dans le but d’'annuler le second terme et donc de minimiseoitang, on pose
a' =¢' 27! cesta-direA = CZ 1. D'ouP(z|S) = CZ1v. 0

2.5. Processus &latoires

Définition 2.25. Un processus @atoire scalaireou univarié (p.a.) (z;t € T) est
une applicatioT — V : t+— z. Un p.a. vectorielou multivarié (z;t € T) est une
applicationT — VK:t+— z ol z = (zat,...,Z¢) . Notons @réralementF(-) la

fonction de distribution dega.(-). Un p.a. esgaussierssivm > O,Vt},....,tm € T :

F(za1,...,zim) est une f.d. normale.

Dans les éfinitions suivantes, on suppose= Z.

Définition 2.26. (z;t € Z) est unprocessus strictement stationnasgVv|j € Z,vm>
ov,...tmeZ:
F (Ztl7 ---7Ztm) = F(Ztl_H‘ s "'7Ztm+j)'
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Définition 2.27. (z;t € Z) est unbruit blanc(b.b.)vectorielssiVvm > 0,Vty, ...,tm €
Z
F(Ztl,...7Ztm) = F(Ztl) X ... X F(Ztm)

avec les notations de ladfinition 2.25.

Définition 2.28. Deux p.a(z;t € Z) et(z;t € Z) sontindependantssiVm, mp >
0, Vi3, tin 1, thy, € Z:

F(Zti,...,Zténl,Ztil,...,Ztr/éz) = F(Zti,...,Ztr/nl)F(Ztil,...,Ztr/T/]z).

2.6. Processus &latoires du second ordre

Définition 2.29. Un processus @&toire du second ordrép.a.s.)(z;t € T) est une
applicationT — V, :t — z. Unp.a.s. vectorie(z;t € T) est une applicatiol —
VKt ziolz = (z2,..,%)

Définition 2.30. (I's;t,s€ T) est lafonction de covariancde (z;t € T) ssi

Ms=(z,zs).

Proposition 2.31.(Tts;t,s€ T) est une fonctioné&finie positve c’es&-dire que tout
sous-ensemble fini S de T:

Ve:S— ROt G thTrtsCsZO-
t,seS

Démonstration.
o zlP= 5 ¢ Tiscs>0.

[
te t,s€S

Définition 2.32. (z;t € Z) est unbruit blanc du second ordréb.b.s.)vectorielssi
Vt,s#t:z 1 zg

c'esta-direllNs = 0 pourt # s. Notonsly; = ||zt||2 = %, la matrice de covariance
du b.b.s. On dit qu’un b.b.s. est bruit blanc du second ordre constaftith.s.c.) ssi
Z; ne cepend pas de On dit que c’est urbruit blanc du second ordre normaéis
(b.b.s.n.) ssk; = Ix. Un b.b.s. gaussien est un b.b. Coisahs un b.b. tel quE;
existe et est finie. Ondlinit alors par analogie uoruit blanc constantb.b.c.) et un
bruit blanc normali& (b.b.n.).

Proposition 2.33.Si (z;t € Z) est un b.b.s. vectoriel, leésie 3¢,z converge en
moyenne lorsque #> oo Ssi

leztll2 <o

t=
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(o] (o]
2 2
I3 20 =3 I
t= t=

Démonstration.Par exemple, Leve (1963, p.456). O

et alors

(théoreme de Pythagone)

Les Propositions 2.37 et 2.38 constituent I@dikme de @composition de
Wold-Crarér (cas stationnaire : Wol(11938, cas @réral : Cranér (1961)) ou
representation canonique du processus du second ordre quibestdales chapitres
suivants.

Définition 2.34. Soient :
Vit =Va(z;t), le sous-espace kaire ferngé sous-tendu par I'ensemble
{()i;i=1,...ks<t};
Voo =Vo(z; —0) = MiezVo(z;);
Viw =V2(z) =V2(z;)

Proposition 2.35.vt € Z : Vt_1 S .

Démonstration.Les v.a. qui sous-tende¥_; appartiennent ausaiV;, donc toute
combinaison ligaire incluant ces variables appartian¥; . PuisqueV; est ferng,
toute limite d’une suite de Cauchy davis; appartien@V; . a

Définition 2.36. (z;t € Z) est unprocessus purement iaterminable(p.p.i.) ssi
V_o = {0}. (z;t € Z) est unprocessus eterminablgp.d.) SSV_e = Ve.

Exemples.
(a) Si(a;t € Z) estun b.b.n. vectoriel, alors un p.a.s. vectofzel t € Z) défini
par
=@z 1 +6&

(ce qui implique comme on le verra plus loin que les valeuoppes deg sont
inféerieuresa 1 en module) est un p.p.i. En effet, pour toutl, ... Kk, (zs)i € Va(e;t),
Vs<t, d'otVa(zt) C Vo(et). Inversementes)i € Vo(z;t), doncVz(z;t) = Va(et).
Or NiezV2(e;t) = {0} ce qui termine la preuve.

(b) Siz* est une v.a.s. vectorielle, alofg;t € Z) défini parz = f'z*, ol f;
est une fonction arbitraire d& dansR¥, est un p.d. En effetyt : V»(z;t) est le
sous-espace de Hilbert sous-tenduziagt doncV,(z; —) = Va(z;t)=Va(2).

Proposition 2.37.Tout p.a.s. vectoriglz;;t € Z) est tel qu'il existe un p.p.i. unique
(z;t € Z) etun p.d. uniquéz’;t € Z) tels quevt € Z :

z=7z+7 et\b(Z) L Vo(Z').

Démonstration.C’est une application directe dugbieme de @composition (Propo-
sition 2.18), composante par composante. ad
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Proposition 2.38.(Décomposition de Wold-Cran). A tout p.p.i. vectorie(z;t €
Z) correspond un p.a.&;t € Z) appekeprocessus innovatiael que

1. (&;t € Z) estun b.b.s. vectoriel, avec une matrice de covarianceakt
2.MeZ g 1LV 1.

Notons Fle sous-espace de Hilbert sous-tendu par les composéateslee (i =
1,...,k). Alors ¥ =Vi_1 ® k. De plus, pour toutt on a
zZ=a+) Ppa | (2.2)
=1

ou les matricegp;; sont telles que laégie (2.2) converge en moyenne, c'éstdire

Wi Ze P < oo, (2.3)

M s

=1

Démonstration.Soientz;, = P(z|V;_1) ete = z — Z. Par construction, les condi-
tions (a) et (b) sont &rifiees. Puisque,_1 L Vi_», le theoeme de écomposition
2.18 permet cBcrire composante par composarfie= z + 2" ou Z',7"y € Vi_1,
7 € R_1,7"t €Vt_o. Par congquent, il existe une matriafy; telle quez'y = Yrre_1
et donc

z=e+yna_1+7.

Par l'ecurrence, on a donc
[ee]
z=a+ ) Yo
=

Puisquez; € V»(z), la $rie converge en moyenne. La Proposition 2.33 exprime ceci
par la condition

[ee]
> el <.
=1

ce quiéquivauta (2.3). O

Remarques.

1. Puisquey =z —P(z|Vi—1), 'innovatione appardt comme I'erreur de f@vision
d’horizon 1 faitea I'instantt — 1 pour I'instant etZ; est la matrice de covariance
de cette erreur.

2. Si(z;t € Z) est un p.p.i. vectoriel, ledj; (j =0,...,m) ot mest fini sont des
matricesdq = |, alors

m
Oz teZ
<,;J 2| )

est un p.p.i. qui a @Me processus innovation q(®;t € Z).
3. La decomposition (2.2) est unique mais les coefficighfsne sont uniquement
détermirés que si les sous-espaégsont de dimensiok .
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4. Si(z;t € Z) estun p.a.s. admettant l@@bmposition dorge dans la Proposition
2.37 , on @finit son processus innovation comi@ant le processus innovation
de(z;t€Z).

Exemple. (De Schutter, (1977) Supposons un p.p.i. b&da;t € Z), ol zz =
(%, Y1) esttel quex = By + & ol B est une fonction du tempéa;t € Z) est un
b.b.s. non coklée avec(y;t € Z) et de varianceje%t. Montrons comment on peut
déterminer la @composition de Wold-Craén de(z;t € Z). Remarquons d’abord
que

Vici=Vo(yit—1) @Vo(et —1).

Notonsc; = (&, b) " I'innovation ent dez. Il vient immédiatement que
b =yt —P(%t[Mi-1)
=% —P(®t[Va(y,t — 1))
est I'innovation ert de (y;;t € Z). D’autre part
a = By +a—P(By: +alVi_1)

= Byt +& — BP(w[Va(y;t — 1))
= Bb+ea.

Par conéquent
3 = (Btzabz,t + 04 Btog,t>

2 2
Boy Obt

ol of, est la variance de l'innovation dg. Si la cecomposition de Wold-Craén
de(y;t € Z) est

Ve =by + Z Yitbe—j,
=1
on obtient celle déz;t € Z) sous la forme

=G+ ) Pyt |
=1

_ (0 By
wj‘_<0 %tﬁ)'

ou






Chapitre 3 )
PROCESSUS ARMAEVOLUTIFS

Dans ce chapitre nous introduisons la classepliesessufARMA (processus au-
torégressif moyenne mobile autoregressive-moving average proce¥seainsi
que les processus ARrpcessus aut@gressi) et les processus MApfocessus
moyenne mobije Notons que la terminologie traditionnelle est impropuésgu’un
processus ARMA @réral n’est ni autdgegressif ni moyenne mobile. Poéwiter
cette ambigiié on utilisera le sigle anglais ARMA qui est d’'usage universe

Il faut noter que la dfinition de processus ARMA sous-entenengralement
une icke de stationnaétqui sera seulement exple@ dans le chapitre 4. Ici on
s'intéresse auprocessuNRMA évolutifsencore appélsprocessusARMA a co-
efficients @pendant du temp€ontrairemena des @compositions telles que celles
présenées au chapitre quation (1.3), qui est autegressive d’ordre infini, ou
celle du tleoeme de Wold-Cragr du chapitre 2équation (2.2), qui est moyenne
mobile d’ordre infini, on utilise une@omposition comportant un nombre fini de
termes, donc un nombre fini de coefficients. C’est ce nombrel&rcoefficients
(fonctions du temps dans le chapitre 3, constantes dangstan4) qu'il s'agit de
déeterminer pour constituer ce qu’on appellernackle ARMAde la s.cétudie.

Les processus ARMAvolutifs ontéte tres peletudis dans la litrature, que ce
soit du point de vue #orique ou du point de vue pratique. Citor&anmoins Que-
nouille (1957), Whittle (1965), Abdrabbo et Priestley (136Viller (1968, 1969),
Rao (1970), Wegman (1974). é&lard (1975) a envis&gla condition @cessaire
d’'indéterminabilie pure a gerérali€ la notiond’inversibilité et en a obtenu une
condition recessaire et suffisante. Les sections 3.2 et 3.4 contiennentersion
ameliorée de cesésultats. Le prol@me d'inversibilié aégalemengété étudié par
Hallin et Mélard (1977) et Hallin (1978, 1986). Hallin (1984 et |éferences cées
dans cet article) @tude le probéme de la&actorisation de la fonction de covari-
ance: partant de la fonction de covariance d’'un processus AR ouévdlutif, il
s’agit de dterminer les coefficients de celui-ci (en fait : les @liffnts ensembles
de coefficients qui donnent liea la méme fonction de covariance). Le prehie
est ardu parce qu’on suppose que le proceséugde et = —oo, et nona un in-
stant fini comme Anderson, Moore et Loo (1969). Notons taigedu’on conn#
rarement la fonction de covariance d'un procesdysartir det = —co. De plus,

17
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on estévidemment incapable d’estimer la fonction de covariarioe grocessus
ARMA évolutif a partir d’'une s.c. uniqué, moins que cette fonction de covariance
ne cepende d’'un nombre fini de paratres. Hallin (1984) discutégalement les
problemes lesa lamultiplicité des repesentationsARMA deés le moment © les

g constituent un bruit blanc quelconque et pasassairement le processus innova-
tion du processustudié. Ici on supposera toujours que kessont les innovations
du processus et c’est dans ce sens qu’'on aura @rdeila repesentation ARMA
du processus. Voici quelquesferences &centes sur le sujet : Kozin et Nakajima
(1980), Dunsmuir (1981), Tyssedal et Tjgstheim (1983),dRpron et Masarotto
(1983), Hamdi (1982).

3.1. Definitions et notations

Définition 3.1. Un p.p.i. vectoriel(z;t € Z) avec(&;t € Z) pour processus inno-
vation est dit ARMAEévolutif (ou ARMA & coefficients @pendant du temps'il
vérifie I'equation

=@z 1+...+ @zt pt+a—6upa_1—...— Opa_q, (3.1)

ol les coefficients matricielg (i =1,...,p), 6 (i=1,...,q) et||a||* = Z; sont des
fonctions du temps gt et g sont des constantes.

La partie autoggressive (AR) estpizi_1+ ... + @uzi—p tandis que la partie
moyenne mobile (MA) est-8y6_1— ... — B&_q. Quand on veut insister sur les
valeurs respectives deet g, on qualifie le processus de ARMA,q) ou ARMA
d’ordre (p,q). Un processus ARp) est un processus ARMA, 0) tandis qu’un pro-
cessus MAQ) est un processus ARMA, q). On imposera parfois que le processus
ARMA est d’ordre minimal(p, q) c’est-a-dire @, # 0 et 8y # 0 pour au moins au
t. Notonsl la matrice unié d’ordre k.

Définition 3.2. Soit B I’ opérateur de retarda droite tel que fiBg = fig;_1. On
peut alors &écrire I'equation (3.1) sous la form@(B)z = 6/(B)e ou @(B) est
I' opérateurAR (a droite)

@(B)=Ix— @B+ ...+(0pth
et 6 (B) est 'opéerateurMA (a droite)
6(B) =1x—6yB—...— 6B

Des oferateurs tels quer(B) et 8(B) sont appedsopérateurs polynomiaux de
retard & droite (0.p.r.d.). Un o.p.r.d. est ddonstantsi @ (B) = @(B) pour touth
entier. La multiplication de deux o.p.r.d. egffthie mais n’est pas commutative sauf
si les deux o.p.r.d. sont constants dt si 1.
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Frequemment, surtout dans le chapitre 4 , on commettra I'ablarjage qui
consistea consi@érerB a la fois comme orateur agissant dais et comme vari-
able complexe, selon le contexte. Il n'é@sultera aucune ambiié.

Définition 3.3. L'o.p.r.d. 0 = 1— B est l'opérateur de diference ordinairg regular
differencing operator”). L'o.p.r.dls = 1 — BS, s entier positif, est bpérateur de
difference saisongre. Plus geréralement, on peut con&kr unopérateur cercle
unité U(B) dont les &ros sont sur le cercle uéitlu plan complexe.

Définition 3.4. S'il existe deux entiers positifd et D tels qued + D > 0 et tels
que(0902z;t € Z) est un p.p.i. ARMAévolutif, alors(z;t € Z) est ditprocessus
ARIMA évolutif ("integrated autoregressive-moving average process”).

Cette @finition donree ici pour un processus scalaire pe@tehdre aux pro-
cessus vectoriels en utilisant des vectaiet D . Les processus ARIMA sont un
cas particulier deprocessu®ARUMA utilisant un ogerateur cercle uréit(Anderson,
1979a).

3.2. Condition nécessaire pour un processus purement
indéterminable

Pour la commodé des notations, on remplace et q par I'infini en introduisant
des coefficientgg, = 0 pouri > p et 8; = 0 pouri > g, avecBy = —I. Toutes les
sommes consgifées sont donc finies.

Proposition 3.5.Des conditions @cessaires pour qu’un processus AREBMDIutif
vérifiant (3.1) soit un p.p.i. sont que

@1m. 55 s (a2 + ¢ e ) =0,

(b) la serie S, i) S, " converge,

ou les coeﬁicientag{m ety sont cefinis par ecurrence :

th):_ejt (j=1), w(o?):|k»
d’—@  (j21),

—1 —1 .

J'{n) = jtm )_ar<ﬂn3 )ej—m,t—m (j=m), } m> 1)
—1 -1 . > 1).

"’?{n):“ﬁtm ram Ygmem (1>mt)

Démonstration.L’ équation (3.1) peut étrire
2=20 420,

ou
20 =ygfa,
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00

Z Jtzt J+Z'I’EtQJ

Montrons par &currence que
z=270 470, (3.2)

ou

i .
—a+Y ¢la
=)

2= 3 djait 3 e
j=1+1 j=1+1

pour touti > 0. En effet, si (3.2) est vrai poue=m—1, on a
2=2M™Y+al Yz n+ ¢ Ve m+ > i > W Ve
j=mt-1 j=m+1
En remplacant;_,» au moyen de (3.1), il vient

Zt= Z(m Y (ag]nt]ilu‘wr(nntkl) m+amt (Z @G t—mZt—j—-m— Zejt m&—j— m>

- (m1)_ - . (m-1)
Y o Tzt > Wy e
j B

j=mr1

—a+z Vo j+dlant S (0 V+dn Vo mem)z
=

=m+1

© S (U e )
=mt

j 1

—e\+z o ,+ Z a]t 2, J+ z .ﬁn a_j=2M 7™

Puisque le® sont les innovations des, les coef“ficientst[,lﬁnni1 sont donc les coeffi-
cients de la @composition de Wold-Craen du processus (Proposition 2.38). Donc
Li.m.Z(M = z pourm — o, ce qui entrine (b). Il s'ensuit que.i.m.z’{™ =0
lorsquem — o, donc (a). O

Remarques.

1. Inversement, si des coefficiengs et 6, tels que (b) est vrai sont do@s, on
peut cfinir par (3.1) un p.p.ia partir d’un bruit blande;t € Z) qui en deviendra
le processus innovation.
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2. Lesaﬁn”t‘) constituent les valeurs de la fonction de Green ugikde assoéea
I'opérateur aux difrencesp (B) (Hallin et Mélard, 1977 et Hallin, 1978).

Proposition 3.6.La condition recessaire pour qu’un processus AR c’ esta-dire
verifiant la relation

=@z 1+6&

(1) (1) -

Démonstration.Les relations de la Proposition 3.%stivent

soit un p.p.i. est

m-1
m) m) .
U =@ ¢’=0 (j>m).
Il en résulte que
m /j-1
M —a+y < ¢1i> & ;.
J=1 =

On impose alors queilm.zt(m) =z, ce qui donne la conditioanon&e. d

Remarquons que dans le cas unigala condition €crit simplement

i(ﬁm—iy <o,

Proposition 3.7.Pour un processus ARMA p) évolutif, les coefficientsé&dinis
dans la Propositior8.5 sont donis par les expressions suivantes

m
(m)
a, = @.,t*‘a
MLt iDJ i
aﬁ,t =0 (J2m+2)7
m) m /m-h—¢ .
‘I»'%t = ( J_L ‘Pl,te) O _mint—mth  (j=m,...m+q),
o\ i=

Y =0  pour  j>miq

Démonstration.Ces relations sont valables pauar= 0. Montrons que si elles sont
valables poum, elles le sont poum+ 1. En effet,

(miD) _ (m), (m) r mit
Onior = Ao T 00 Pri-m-1= I | Qui—j | Prt-m-1= I | Gui—j,
J= J=
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pourj > m+3.
Pourj=m+1,..m+q:

jtm+1) = wﬁ{n) - afanlytejfmfl,tfmfl

m /m-h-1 m

= — Qi 9j—m+h,t—m+h* Pri-j ej*m*n*m*l
1 1

m m—h-1

= — (/] 6j—m+h,t—m+h
2\
m+1 /m-h

=— Z) J_L‘p_l.t —¢ | O (mi1)rht—(m+1)+h

tandis que poujf = m+q-+1,

m+q+1t——<l_L‘Plt 1) ,t—(m+1)

est dong par la néme expression avec le seul terme corresporaanat 0. ad

3.3. Carackrisation des processus AR et MA

Proposition 3.8.(Caracérisation des processus ARJn processus AR(pJvifiant
I’ équation

p
zt — Z Pz =&
=1

est tel que
p
=D @l js=0 pour s<t. (3.3)
=1

Démonstration.

rtS* Zt7ZS - Z%tzt ]+Q Zs>

p
=3 Bz 2+ (az)= Z @il js+(@,zs).
=1 =1

Mais, pours<t, & L V»(zs), donc(e,zs) = 0. O

L’ équation (3.3) est connue sous le noragliation de Yule-Walker. Laégé-
ralisation consiérée ici est duex de Falguerolles (1979) et Hallin et Ingenbleek
(1983).
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Définition 3.9. Un p.a.s. est di-dépendansi I'is = 0 pour toug, stels quet —s| >
g

Notons qu’un processugdépendant es{-dépendant pour towf > q.
Proposition 3.10.Un processus M@j)) est g-é&pendant.

Proposition 3.11.(Caracérisation des processus MAYn processus g&pendant
pour lequelX; est inversible pour tout t est un processus (A

Démonstration.Par hypotlse, pour tous <t —q, z L V2(z;s) d'ou z L as. Con-
siderons la @écomposition de Wold-Craén, Proposition 2.38. On eréduit que

(z,65) = iwjt (&-j,6) + (& &)
=

d'ou, pours<t—q:
O - (M*S,tzS'

PuisqueXs est inversible, il vientp; = 0 pourj > g, ce qui montre que le processus
est MA(Q). O

Pour une autre@monstration de cette proposition, n’utilisant pasdeamposition
de Wold-Cranér, voir Hallin (1984). Le cas ARMA edtudié par Hamdi (1982).

3.4. Inversibilité

Définition 3.12.Un p.p.i.(z;t € Z) estinversiblessi il existe des coefficients;
tels que les innovatiors s’obtiennent par

00
szonjtztfjv
=

ou la €rie converge en moyenne.

Remarquons que si on reprend kfidition de processus ARMA sans imposer
que lesy soient les innovations, et seanmoins les;, peuvent s’obtenir comme se-
rie convergeant en moyenne dgprésents et pasés, alors leg, sont automatique-
ment les innovations. Cependant, ainsi que Wold (1938) batré dans le cas des
processus ARMA constants, lespeuvengtre les innovations sans que la condition
d’inversibilité soit \erifiee. En effet, touglement dé/; ne peut pas &cessairement
s’exprimer comme é&ie en les_j. Tout ce qu'on peut affirmer, c’est qu’on peut
obtenir touttlement dé&, en particuliere;, comme limite d’'une suite de Cauchy de
v.a. qui sont les sommes deries en leg;_; qui convergent en moyenne. Voir aussi
Hallin (1986).
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Proposition 3.13.La limite en moyenne pour m o de

m .
J;n%tj)zt*j

existe et est finie ssi

0

||m Z Jtzt]+BJt —)

© =ML

ol les coefficientst™ et ™ sont cfinis par Ecurrence
it it

=g (i>1), ré?)zlk, BY =6, (i1

né n(m— e % mt—m (j=m) (m>1).
ﬂ = Bgnmlej mt—m (j=m+1) B
ou I'on note @y = —Ix. L'une ou l'autre des conditions enfiee que le p.p.i. est

inversible.
Démonstration.La demonstration est similaira celle de la Proposition 3.5. On
montre que

=g gl

pour touti, ou

C’est vrai pouti = 0. Si ce I'est poui = m— 1, montrons que ce I'est encore pour
i =m. En effet,

@ = dm (B Yt 3 (M7 B V0 i) %

j=m1
+ Z (Bgtmil) +B§nnt171) eJ'fm,t—m> &—j
j=m
=¢gm 4 ¢g'm, (3.4)
Puisques existe, il esequivalent quei.m.g(™ =g ou Li.m.€'(™ =0, lorsque

m — oo, Cette derrére condition est donc une condition suffisante d’inveliséi
compte tenu de la forme prise p&f™. O

Proposition 3.14.Une condition suffisante pour qu'un p.p.i. M4, défini par
I'équation
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z=6a—-68a_1

ou lese sont les innovations, soit inversible est

] m-1 m-1 T
() me(fie) o

Démonstration.ll est ai€ de voir que la @composition (3.4) prend la forme

m—1 m
a=z+6z1+66_1z >+..+ 6_i|z_m— 6_i |a_m1.
t t—1 14-2 <]I_L ]) { (JI_L J) 1
D'ou
et(/(m):_< 9&-) &-m-1-
% )am

En exprimant que.i.m. e{/(”” = 0 pourm — o, on obtient la condition suffisante
ci-dessus. O

3.5. Exemples de processus ARMAvolutifs

Une sous-classe iatessante de processus ARNSRolutifs est constitee des pro-
cessus FARMAG .

Définition 3.15.Un p.p.i.(z;t € Z) est dit FARMAG s'il \érifie I'équation
@(B)F; 'z = 6(B)Giby (3.5)
ou
@B)=Ilx—@B—...— @,BP,
0(B) =1x—6B—...— 6,89,

Fi et G; sont des matrices inversibles pour toytle processugby;t € Z) est un
b.b.s.c. de vecteur moyenf@eet de matrice de covarian@ tel queb; L ;1. Si
Fi = I pour toutt , le processus est dit ARMAG. &i; = | pour toutt, le processus
est dit FARMA. Plus gréralement, s{(1909z;t € Z) est un processus FARMAG,
on dit que(z;t € Z) est un processus FARIMAG.

Le processus estvidemment un processus ARM&olutif repéseng par (3.1),
ou I'on pose
@(B)=¢@BF "' , 6&(B)=6B)G.

Puisqueb; L V;_1, I'innovation ent, &, vautF;G¢b; et la matrice de covariance
de cette innovation e§GZG, F, .
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Les processus FARMAG oréte consi@rées incidemment par Herbst (1963) et
étudies par Melard (1975, 1977).

Dans ce qui suit, on conside linverse d'o.p.r.dconstant@B) et 8(B), qu’on
note respectivemerg 1(B) et 8 1(B). Ce sont les matrices inverses de matrices de
polyndmes erB, définies de facon formelle. Ce sont donc deses formelles eB.

Proposition 3.16.La décomposition de Wold-Cradn d’'un processus FARMAG
peut sécrire comme suit :

z = Fi¢ *(B)6(B)Giby. (3.6)

Si la condition d’inversibilié est satisfaite, on peétrire similairement

by = G; 16 1(B)@B)F; . (3.7)

Démonstration.(a) Consiéronsg *(B) et appliquons cet 0.p.r.d. aux deux mem-
bres de (3.5). Paréddinition, ¢ 1(B)@(B) = I, d’oul

Flz = ¢ 1(B)6O(B)Giby.

Le second membre est urérie convergence en moyenne puisgéz; estun p.p.i.
Il suffit de pemultiplier les deux membres de ceétquation paiF; pour trouver
(3.6).

(b) On pro@de de réme avec I'0.p.r.d8(B) et on pemultiplie parG; * pour
trouver (3.7). a0

Notons que les manipulations d@mteurs effecies pour arrivea (3.6) et (3.7)
ne sont pas valables dans le casagal de (3.1).

Les exemples ci-dessous concernent d’autres approchesmdlyte des s.c. uni-
variees k = 1) ol les mo@les sous-jacents sont des processus ARMautifs. On
se limite au cas univai Les ésultats 3.19, 3.21, 3.23 et 3.25 d@ti etablis par
McKenzie (1974, 1976) avec toutefois laserve mentiorée dans la Remarque 1
qui suit la Proposition 3.19. Lesdonstrations sont toutefois difentes.

Définition 3.17. Consicerons lemockle de pévisiondéfini a la section 1.5, avec
£ =1 pour horizon,

z=2%11)+e
ou I'on notez_1(1) la prévision d’horizon 1 (8sigréea la section 1.5 paf#). On
utilise la seule hypotse H. Le mockle de pevision est ditsous-entendu par un
processu\RIMA évolutif si les observationg vérifient la relation

@ (B)000z = 6/(B)a.

Définition 3.18. Le mockle de lissage exponentiel d’ordreekt c&fini (Brown, 1959
et Goodman, 1974) par
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ou Iesz[m sont lesvaleurs lisges d’ordre j définies par les relations dégurrence
3 =az P +(1-a)z), (3.8)

etZ? = z.

Proposition 3.19.Le moctle de lissage exponentiel d’ordre k est sous-tendu par le
processus ARIMAvolutif

0z = [1-(1-a)Ble,
si la condition d’inversibilié est remplie.

Démonstration.On peutécrire (3.8) sous la forme
1-(1-a)Bd = aBz Y.
Introduisons I'o.p.r.da(B) = 1— (1— o)B. Il est simple de montrer que
a'(B)7) = a'B'z.

Par cfinition,z = %_1(1) +&, d'ou

a¥(B)z

5-3({) e o @ra

Lé(l)i—l <|I<) a*i(B)a'B
Li(—l)i ('I‘) aki(B)aiBil z = a¥(B)a.

L'o.p.r.d. du membre de gauche peltaire

z+aX(Be,

ou encore

[a(B) — aB]* = (1—B)* =¥
et la proposition engsulte imnédiatement. O

Remarques.

1. Le caractreévolutif du processus est fort lingit En effet, I'hypotise H du
chapitre 1 nétant pas impd=,g est de variance? quelconque, pasatessairement
constante. On a donc en fait un processus ARIMAG. Il en semna&hae pour les
cas qui suivent.

2. Laméthode de @vision correspondaatce moéle est utili€e avec des condi-
tions initialesz[l'] = 71 pour touti, par exemple. Ces conditions initiales sont parfois
discutables. Nous pférons les ignorer etcrire les relations pour totite Z. La
méme remarque vaut pour les nebels qui suivent.
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3. Si of est constant, la condition d'inversibditest simplement & a < 2.
Autrement, par application de la Proposition 3.14, cetreddmn est limy (1 —
Cr)zmo-tz—m =0.

Définition 3.20. Le mockle de lissage exponentiel avec tendafpee exemple, Holt
et al., 1963) esté&fini par les relations:

2 1(1) =+ p,
n=0z_1+(1—a)(n_1+p_1), (3.9)
pe=PBn—n1)+(1-B)pt1. (3.10)

Proposition 3.21.Le moatle de lissage exponentiel avec tendance est sous-tendu
par le processus ARIMAvolutif

%z =[1—(2—a—aB)B+(1—a)Bq
si la condition d’inversibilié est remplie.
Démonstration.De la relationz = n; + p; + &, nous tirons
[z = O?ny + 0Py + D%
Or (3.9) et (3.10) impliquent d’abord
One=0a(z—1—N-1—Ppr-1) + p-1 =081+ Pr-1,
Upe = BUn — Bpr-1 = afe-a,

puis
0%y = a0Ba +OBp, = (aB+ afB?)a,

0?p, = aBOBa.
En rassemblant legsultats, on obtient
%z = (aUB+ afB?+ aBUB+ [)a,
ce qui peut £crire comme danséhoné de la proposition. O

Définition 3.22. Le mockle de lissage exponentiel de Wint€t960) est éfini par
les relations

Z1(1) =+ pr+ Sti1r,

N =0a(z-1—S-r)+(1-a)(M-1+pr-1), (3.11)
=B —n1)+(1-B)pt1 (3.12)
S=V(z-1-n)+(1-ys, (3.13)

our est un entier sugrieura 2.
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Proposition 3.23.Le moctle de lissage exponentiel de Winters est sous-tendu par
le processus ARIMAvolutif

r-1
Uz = [l—(l—a—aB)B—HJB _ZBi —(1—aB+ay— V)Br+(1—a)(l—y)5r+l]q

pourvu que la condition d’'inversibilt soit \erifiée.

Démonstration.De la relatiorg; = n; + p; + S+1-r + &, nous tirons
DI:Jth:DDrr&+DDrpt+D|]rBr’lst+DDra. (3.14)
Or (3.11)a (3.13) impliquent que
Ony = ae—1+ pr-1,
Opy = B(0ny — pr—1) = afSBa,

Os=Y(z-1—Nh—S—r)=Yy(@& 1+ p_1—0On) =y(1—0a)Ba.

Ensuite,
DDI’pt = aBDrBQa

DDrst = y(l_ CI)DBQ,
r-1 r-1
00 = a;Ba + 0,Bp = all;Ba + BZ)B' Dpt:[aDrB+aBBZZ)B']Q.
2 2

I
En in€rant ces expressions dans (3.14), on trowdguation annorée. O

Définition 3.24. Le mockle de pévision par moyenne mobile simple d’ordreest
défini par

3.4(1)= ;_iztic

Proposition 3.25.Le mockle de pévision par moyenne mobile simple d’ordre m est
sous-tendu par le méde ARIMAévolutif

M m—i_
1 —B' |0z =s«.
<+i; - ) z=e
Démonstration.Par ckfinition, on a
LU
thitfl(l)‘i‘Q:aZBlzt"'Q-
i=

Le mockle sous-tendu &trit donc

(1—%29) z—a
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ou
m-1 H
m—i .
1+S —B |0z =
( i; p > z=6
comme annore. m|

Définition 3.26. Le mocklea deux akas grénalest cfini par les relations

z=nmn+x%,
Ny =N + My + W,
X = p1x—1+by,
Yt = P2Yi—-1+ G,

oub, ¢ L bs, cs pourt #setE(by) =E(c) =0, Vvt et est une fonction du temps.

Proposition 3.27.Le moclea deux akas ¢rénal est sous-tendu par un processus
ARMA(2,2)evolutif relatifa Oz — Li;:

[1— (p1+p2)B+ p1p2B?)(0z — ) = & — Byer_1 — Bx&_».

Démonstration.En effet:
Uz — e = Y + U,

(1-p1B)(0z — ) = (1— p1B)yr + Dby,
(1—p2B)(1—p1B)(0z — pr) = (1— p1B)c + (1 — p2B) by

Il estévident quél—p;B)c L (1— poB)Obs des quet —s| > 2. Le second membre
repiesente donc un processus@&sdndant dont la fonction de covarian@pdnd de
la covariance entrb; etc; et des variances dg et ¢;. La proposition eésulte alors
de la Proposition 3.11. O

Remarque.Le mocktle original de Bachelet et Morlat (1966) suppose bue ¢

et queb; etc; sont de variances constantes. Dans ce @a%t 6 sont constants.
Les formules exprimant ces coefficients sont dmespar Libert (1977). Si de plus
p1 = p2 = 0, on retrouve le magle du lissage exponentiel d’ordre 1. &i= 0,
p2 =1 ety =0, on retrouve le magle de Theil et Wagétudié par Van Winkel
(1976).

Définition 3.28. Le mockle lingaire dynamique (m.l.d.) vectoriekt cfini par les
relations suivantes, potir> 1

z = Hw + &, (3.15)

w = Fewi—1 + Gee, (3.16)

ouz ,w; , & eteg sont des v.a. vectorielles de dimensions respeckives k etm,
Hi, F; et G; sont des matrices nonégltoires de dimensions respectikesr ,r x r
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etr xm, (e;t > 1) et(a;t > 1) sont des b.b.s. vectoriels de moyennes nulles et tels
quellal? =%, |&|> =S, eta L as, Vt, s, Wo est de moyenne nulle o ||> = Zo.

w; est appd levecteur détat, (3.15) est appék I'equation d’observatioet (3.16)

est appdie I'equation de transition

Le m.l.d., aussi appelsyséme stochastique dynamiquedaire, aéte étudie
principalement par les irggnieurs a des fins de filtrage, c’estdire de I'estimation
du vecteur cBtatw; a partir des observationsgsentes et passsz_i,i > 0. Les
premiers @éveloppements sont daKalman (1960). Harrison et Stevens (1976) ont
utilisé le m.l.d. dans le cadre d'uneathode de @vision bagsienne.

Proposition 3.29.Le processusétrit dans la Cefinion 3.28 est un p.p.i.
Démonstration.Cela €sulte directement de laéfinition 2.36. O

Proposition 3.30.SiH; est une fonction@riodique ent, de@riode s, et sk; = I,
alors (Osz;t > 1) est un processus fgendant.

Démonstration.En appliquant 'ograteur de diffrence saisonereaz , il vient
Osz: = HOsWy + s

Mais (3.16) entrimne, compte tenu de I'hypaodise suiF, que

s—1
Wt = Wi_s+ Z)thjafj
J:

d’ou .
S_

Oszt = Hy¢ ZOGHQ,J- +a —a_s. (3.17)
J:

Les p.a(x;t > s) et (x{;t > s) définis par
s—1
X = Z)thjafj, X =a —a s
J:
sont respectivement MA( 1) et MA(S) et non corélés entre eux. Le second mem-

bre de (3.17) éfinit donc un processisdépendant. O

Remarque.Le mockle vectoriela saisonnier additif et le metke a croissance con-
stante et saisonnier multiplicatif (Harrison et Stever®,6) sont tous deux des cas
particuliers de la classe envigagici.

Proposition 3.31.Si m= et si les matriced;, F; et G; satisfont aux conditions
suivantes
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11..11
10..0 01 1

He = ;o R=G=
10..0 0.... 01

alors (O0™z;t > m) est un processus medendant.

Démonstration.Pour toutj tel que 1< j <m,ona

(We)j = > Wea)i+ ) (@),
i=] i=]
dou " "
We)j—(We-1)j = Y (We-1)i+ ) (&)
i=]+1 i=]
ou

OWwe)j = (W) j+1+(&);
pour 1< j < m-— 1 tandis quél(w;)m = (a)m. Par ailleurs,

O™z = O0M(w;)11+ O0Mg; avecl = (1,...,1).

On cefinitx{ = O0M(w;)1, ce qui peut Lcrire

m-1
X{ = 20 0'(e)m-
i=
d'ou (x{;t > m) estm-dépendant. Il en est de@me dex{’;t > m) avecx] = 0Ma

Finalement

estégalemenm-dépendant. O

Les moakles envisags ici sont les magles de croissance polynomiale (Harrison,
1967).

Proposition 3.32.Un processus ARMA(R) évolutif peut se refasenter comme so-
lution du m.l.d. vectoriel.

Démonstration.Cela peut se faire de plusieurs manas, par exemple la suivante.
Soitr = kRou R=max(p,q+1) . SoitH; = (Ik,0,...,0k) eta; = 0, ou Ok est une
matricek x k de Zros. On a dong; = (w;)1 commeéquation d’observation. &
lors

p q
(Wi)1 = zj+a—) Oraj=@i(W1)1+(W-1)2+&,
t j;%t j j; it&—j t (Wt t
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ou o 0
(W)2 = ;‘M,lewl—j - Z 6111841
i= j=1
De méme
(Wt)2 = @tr1(Wi-1)1 — Orgr18 + (We_1)3,
ou

p q
(W)3 = Z%,t+22t+2—j - ;ej,t+2Q+2—j7
= =

et ainsi de suite jusgqa’(w;)r . Sil'on note@y = 0 pourp < j < Ret8j =0 pour
g< j <R-1, on peugécrirew; = FW;_1 + G;g ou

(01
: I
@i Ro1k —611
Fo=1| . . Gi= A
...... Do —6r_1t+R-1
L Prt+R-1 0 |

3.6. La fonction de covariance

Cette section concerne le calcul de la fonction de covagidipe d’'un processus
ARMA( p,q) évolutif. De la decomposition de Wold-Craé@n

7z = Zollljtecfj
J:

ou Yot = lx , on ceduit que

s = ;hi)llljt (&-j. s n) s

Y WrTo g s (3.18)
j=t—s

Dans (3.18) et la suite, on suppose guet, ce qui n'est pas restrictif cdirg; = FtTS.

Il est clair que (3.18) n'est pas pratique pour le calcul atique. Si I'on sup-
pose que la fonction de covariance est connue pdux 0 , mettons, on peut la
déterminer pour tous ett comme suit. Noton§' | la fonction de covariance du
processus MAq) (yi;t € Z) ou
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q
Yt =6&— Z 6ierj. (3.19)
=1
Elle est calculable par la formule
/ J 1B
Ms= Z ejt ztfj eytﬂ,sa
j=t—s

ou By = —I . On remarque quE;s = 0 pourt > s+ (. Introduisond {5 = (yt,Zs).
Pourt > s+q, (3.19) ne fait intervenir que des variables orthogonales, donc
.= 0. Sachant que

p
Zs = Zl‘PsZsfi +Ys,
=

il vient la relation de &currence

min(p,q—t-+s)
r{/s = Z r{/,s—i ‘ng + r{s
i=

qui permet de calculer successivemBfit, ,, My q 1, .., . Enfin,

Ms = (z,2s)

p
=W+ ) @z i zs)
t i; 1—1y 43,

p
=T+ @&leis (3.20)
ts i; i,

Puisquel s est suppas connu pout,s < 0, cette relation permet deetérminer
successivement lds;s, puis lesl" o, .., pour les valeurs requises sles > 1.

Insistons bien sur le fait que la connaissanc€d@ours,t < 0 est une condition
suffisante mais pastoessaire pour&erminer les valeurs suivantes (par exemple,
Hallin et Ingenbleek, 1982, pour les processus AR) . CettBmsegeréralise au cas
multivarié la méthode pesenge par Melard et Kiehm (1981).

3.7. La prévision

A la section 1.5 on avait&@elop@ une formulation du made de pévision qui

envisageait simult@ment plusieurs horizons. Ce nede aéte particularig sous la
forme du moéle multivaré qui ne fait plus intervenir que lesgwisions d’horizon 1,
par I'intermédiaire des innovations. On montre ici que le mledmultivaré est plus
géréral qu’'on pouvait le penser puisqu’il permet letermination des pvisionsa

des horizons surieursa 1.
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Notonsz; (h) la prévision d’horizonh faite ent, h > 1, c’esta-dire P(z;.p|V).
Puisque

p q
Ztih = Zm,t+hzt+h—i +&4h— Z 6 t+h&shjs
i= =1

on peutécrire (Whittle, 1965)

min(p,h—1

) p q
Z(h) = zl @inze(h—i)+ 21 @iihZtihoi — Eh 011 h&ih--
I= 1= =

Les pevisionsz (1), z(2), ... sont donc calculables pa&aurrence.
La matrice de covariance des erreurs dévjmions d’horizonh est aige a
déeterminer si on seeferea la cecomposition de Wold-Cra@n du processus én-h

Ztih = €4h+ Z Yitinihj-
=1
En effet,z (h) s’écrit directement sous la forme
zi(h) = ZWJ t+h8h ],
J:

d’ou, par diference,
h-1
Zin—2(h) =@+ ) PYrrh@inj.
=1
Par congéquent,

h-1
|z — 202 =Zn+ Y WieenZein  Wein
=1






Chapitre 4
PROCESSUS ARMA CONSTANTS

Ce chapitre est consd@caux processus ARMA coefficients constants, principale-
ment aux processus univasi. Les esultats sont bien connus (par exemple, Que-
nouille, 1957, Hannan, 1970, Fuller, 1976, Rozanov, 19@iestley, 1981). Pour
la plupart, ils seronétablisa partir du chapitre 3.

4.1. Definitions

Définition 4.1. Un p.a.s. est un processus stationnaire du second ordre. 8§
Is est fonction de — s seulement. Owcrit y, = (z,z_n) = [yt—nh, qu'on appelle
autocovariance d’ordre ou de retdrd

On appelley; h € Z) la fonction d’autocovariance.

Proposition 4.2.Le processus innovation d’un p.s.s. est un b.b.s.c. donataga
de covariance est néeZ.

Proposition 4.3.La décomposition de Wold(-Craam) d’'un p.s.s. purement igdier-
minable (p.s.s.p.i) Lcrit
=) Ya_j,
2,

ou les coefficientsp; sont constants dpp = I. De plus,

V=S ¢z¢ =y, h>o0
jZ"\ ] j—h h

Définition 4.4. Un p.s.s.p.i(z;t € Z) avec(a;t € Z) pour processus innovation
est dit ARMA constant(ou ARMA a coefficients constantsu ARMA) s'il v érifie
I'équation

37
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=@z 1+..+ @z pta—6a_1—...— 6| _q (4.1)

avec|lal|=Z,0uq@ (i=1,...p),6; (j=1,...,0), Z, petqgsont des constantes.
On cefinit 'opérateur autdrgressif (AR)

¢B)=Ix—@B—..—@B°
et I’ opérateur moyenne mobile

6(B) =, — 68— ... — 6,8

4.2. Stationnarité et inversibilite

Proposition 4.5.Si(z;t € Z) est un p.s.s., le p.@w;t € Z) défini par

m
Wt = 206j2t,j
J:

est un p.s.s. quels que soient les coefficidntsonstants(j = 0,...,m), ol m est
fini. De plus, si(z;t € Z) est un p.s.s.p.i. &y = |, les processus innovations sont
identiques.

Proposition 4.6.Une condition suffisante pour qu'il existe un p.s.s. quisolitition
de(4.1)est que les&os du polydbmedef@B)| soient suprieursa 1 en module.

La demonstration utilise la Proposition 3.7 et les lemmes siisza

Lemme 4.6.1Un processus ARM#A,q) est tel que (4.1) peut se mettre sous la
forme ARMAp,q)

Zi =®Z;_1+E —O1E_1— ...Gth,q.

Démonstration.En effet, on peut posé| = (7,2 ;,....7" ,,4),E{ =(&,0",---,07)
et les matricegkp) x (kp)

QP .. .. @1 @
Ik O ... ... 0 0 80.0
0 I - o 00....
b= o . |, Oi=1|. . . (4.2)
0 0.... 0
L0 ... .. 0 Ix O]

Notons que la matrice de covarianceEjen'est pas inversible.
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Lemme 4.6.2Les valeurs propres d® sont les kp solutions dedguation
defli AP —@APt— . —@ 1A —@]=0.
Démonstration.En effet, l'équation caraéristique peut €crire
defAl,—® =0  ou det) +e@’ | =0

avec

Al
—I Alg 0 I -
0 @
J= ) €= ) ¢: .
o .. 0 i
I Al ®

On peutévaluer un tel 8terminant comme suit:
defd + e’ | = defJ] defl+ @' I 1¢.
Or, J est une matrice triangulaire &rfieure, donc
Aty

det[J]:Akp7 J 1l )\*2|k'._ 0

A7p|k )\72|k Aillk
Par congquent,
/\_1|k
/\72|k
A7p|k
et

defl + @' J7'g = det{lk—im}\ .

L’ équation caraéristique sécrit donc finalement

p )
defliAP — Zm P-i1 =0,

Lemme 4.6.3Une condition suffisante pour que
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Y ()" <o

m=1
est que toutes les valeurs propresgsoient inerieuresa 1 en module.
Démonstration.Soit € > 0. Montrons qu'il existe un entiévl(¢) tel que pour tout
my,mp > M(€) et pour tout, j =1,...,k, I'é€lément(i, j) de

< ;T
P(mw,mo) = 3 @"Z(¢))"
m=m

soit inferieura . On peutécrire = SJS™* ou J est une matrice de Jordan. Cette
matrice a tous se8lements(i, j) nuls sauf pourj =i et j =i+ 1. Leséléments
diagonaux sont les valeurs propresle @, rangees par ordre&@troissant du module.
De plus, lelement(i,i + 1) vaut 0 ou 1 selon qu& # Aj1 0uA; = Aj ;1. Dés lors

¢"=(SIshHm=sis 1,
On cherche& majorer le€léments de
mp
P(m,mp) = 5 SI's'E(sh)'(aN)"s".
m=my

Or, lesélements de&J™ peuventétre majoés par une expression du tyB)A™ ",
ou 0<r <ketA =max|A1l,...,|A«|]. PuisqueA < 1 par hypotkse, on a, pourvu

quem> 2k :
M ey (M ok MA™K
< < )

PosonsT =S 1Z(S1)T. SiX est une matrick x k, d’élementsq;, notonsN(X) =
kmax j [xj|. Un majorant deglements dé>(m,m) est donc le suivant

< mk m—kj2 < k y 2m
IN(S) LA™ IPN(T) <K 5 P

mM=my m=my

ou K dépend depet £ mais pas deny, mp. Le rapport de deux termes successifs
de cette somme vagtm+ 1)/m?A2 qui tend versA? lorsquem — . Puisque
A% <1, la €rie y ,,mP*A2M converge, par application du @it de d’Alembert. On
peut donc étermineM(¢) tel que pour toutn, mp > M(€) on ait

e 3
S A<
mM=my K
assurant ainsi que l&tements dé’(my, mp) sont majoés pare. O

Remarque.Si @ est une matrice diagonalisable, c'@stlire si ses valeurs propres
sont distinctes, la&monstration est plus rapide puisglie est alors une matrice
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diagonale constie des\™. Leséléements dé>(m,mp) sont donc majd@s par

m m
> N(SANTATNS) <K 5 AZM
m=my m=my

Le lemme ésulte alors de la convergence de &is geongtrique de raisor ?,
lorsqueA < 1.

Démonstration.(de la Proposition 4.6). En vertu du Lemme 4.6.1, appliguans
Proposition 3.7 un processus ARMA, q) constant en omettant les indidemu-
tiles. Il vient :

apli=®™L  a=0  (jzm+2)
m

Y =3 OO i, (= m...mt0),
h=0

g"=0 (j=m+q+1).
Pourm>qg+1etj=m,....m+q, on al'expression plus simple

mHg—j

m) m—h
=-S5 O™ "O|_m.
PR G
d'ou
q q
%nm) _ Z q)m—heh _ ¢m_ Z cDm—heh
h=0 h=1
q
— ™| pd_ z o4he, | .
=1
Plus greralement,
min[m,q]

) — o™ "oy, 4.3
i > h (4.3)

(Notons qu’on peut retrouver césultat en consirant les coefficients de l&ise
formelle(1 — ® B)~1 ®(B).) Consicrons le p.a.

2=S e m (4.4)
m=0

Veérifions d’abord que la&ie converge en moyenne. @tudiea cette fin la érie

.

o0 o0 q q

T U =y om <¢q_ > cpqheh) s <¢Q— )3 ¢q“®h> (@)™,
h=1 h=1

m=q+1 m=q+1
(4.5)
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Cette &rie est du type envisagau Lemme 4.6.3. Elle converge donc si les valeurs
propres deP sont infrieuresa 1 en module. Or, le Lemme 4.6.2 montre que ces
valeurs propres sont les inverses des solutionsadgidition éterminantale

defly— @B—...@B"] =0.

Si ces solutions sont sageuresa 1 en module, laésie (4.5) converge. Le pro-
cessus dfini par (4.4) est donc du second ordre. De plus, il est stadive et, par
construction réme, \erifie (4.1). O

RemarquesLa conditionénon&e dans le thoreme est suffisante mais pacessaire.
Les deux raisons sont simplement ill&ss :

(i) SiI'équation (4.1) peltre simplifee parce quey(B) et 84(B) contiennent des
facteurs communa gauche, laé&rie converge sans que la condition ne ddte
imposee sur les &ros correspondants. Par exemple, dans le cas ARMA on
peut avoir

q g-1
A= 296 = Alk—@) (AT = 5 A% "g,),
h=1 h=1

de sorte qu’en remplacantpar @, il vient
doon
“- hzlqii h=0

Cette absence de facteurs commaggauche fait partie des conditions d’identifiakilit
d’'un mockle ARMA (Hannan, 1969).

(i) Lexemple suivant montre une autre cause de protd, |[Ee au rang de la ma-
trice de covariance des innovations:

050 10
Zt = { 0 2} Z_1+6&, avecx = {0 0} .

En effet(z), = O est solution stationnaire de cefiguation alors qu’une valeur
propre deg; vaut 2.

Dans le cas scalaire, il est aid’eénoncer une conditioracessaire et suffisante.

Proposition 4.7.Une condition gcessaire et suffisante pour qu'il existe une solu-
tion de(4.1) avec k= 1 qui soit un p.p.s.p.i en supposant qu'aucé@mcazde @, (B)
n'est £ro de 6y(B) et que@, # O, est que les&os du polydme @,(B) soient
sugerieursa 1 en module.

Démonstration.ll restea établir la condition Bcessaire. On utilise directement la
Proposition 3.5. Supposons qgg(B) soit factori€ en

p
®(B)=[](1- 48
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ou les¢, sont les inverses de&ws deg,(B) et sont eels ou constituent des paires
de complexes imaginaires conjuggu De plus, leg, sont differents de @ro. Choi-

sissons arbitrairemeiite {1, ..., p} et posons
p p-1 ,
o) =[1(1-¢;B)=1- 5 ¢"Bl.

1 =1

o
On introduit le p.a.{wt“);t € Z}, a coefficients complexesgtini par
¢
w" = ¢ (B)z.
C’est un p.p.s.p.i. en vertu de la Proposition 4.5. De plurifie I'équation

w = oo, + 6(B)ar.

Consicerons les relations de la Proposition Ejedadaptesa un processus ARMA, q)
constant dans la&monstration de la Proposition 4.7. Enérent les eésultats dans
la condition (b) de la Proposition 3.5, on exprime que lasseri

o /min[mg]
"6 | e-m
ngo ( hZO ¢| )

converge en moyenne. |l éstiuivalent d'imposer la convergence deésis

00 q q 00
> ¢ ( > ¢_h9h> & m= ( > ¢_h9h> > ¢Mem.
m=0 h=0 h=0 m=0

Mais ¢, * n’est pas un &ro de6y(B), d'ou

q
S ¢, "6 #0.
H=0
Il faut donc quey ¢;"e:_m converge en moyenne, digy |¢,|°™ < e, ce qui entrine
|pe| < 1. a
Remarques.

(1) Nous ne connaissons pas, dans le cas vectoriekmestration de la condition
nécessaire qui ne fasse pas appé&bhpproche spectrale et la&brie des matrices
analytiques (Rozanov, 1967).

(2) La condition suffisante expriee dans la Proposition 4.7 permet uigembnstra-
tion alternative de la Proposition 4.6. En effet, si{ggtB)]| # O, on peut introduire
la matrice inversqul(B) = ¢,(B)/ def@(B)] et ¢, (B) est la matrice transpés
des cofacteurs dgy,(B). Appliquonsg;,(B) comme o.p.r.d. aux deux membres de
(4.1). ll vient



44 4 PROCESSUS ARMA CONSTANTS

def@(B)|z = ¢ (B)6y(B)a.

On applique alors la condition suffisante de la Propositi@témposante par com-
posante. Si leséros de dé,(B)] sont sugrieursa 1 en module, on peécrire la
décomposition de Wold

z=@Ba ol  PYB)=g"(B)6y(B).

(3) La theorie des fonctions analytiques permet plus que de montieefeqconver-

gence en moyenne c’e‘atdirez(tp,(nm))2 < o, En effet, sig,(B) n"a aucun &ro pour
Bl <1, %1(8) est une fonction analytique dans le cercle @nidoncégalement

Y(B). La rie entére converge pouB| < 1, doncy \L,u,(nm)| < 00,

Proposition 4.8.Si z = 37, Yje_j est la cecomposition moyenne mobile infinie
d'un p.s.s.p.i. scalaire, alory i’ ¢ B/ = 0 pour tout B complexe tel qus| < 1.

Démonstration.Supposons au contraire qu'il exidiglb| < 1, tel quey o ; bl =
0. Puisqualp = 1, on ab # 0. Il s’ensuit que I'on peuécrire

ji%9—®méww

avecyyy = —1/b. Définissons formellement

© _ @ C1-bBE
YiB'=(1-bB)y ¢'Bl=—FY y;B.
24 2T 5 2

Pour toutB de module 1, soB = €%, ona|B—b| = |1—b/B| = |1—bB| = |[1—bB

d’ou . .
J;Jw,‘ei“’j J;w;é"”

La deuxeme &rie (w) est une fonction de ca&isommable syr-r, 71| par rapport
a la mesure de Lebesgue, puisd@ﬁo\wﬂz < 0. Il en est donc de Bgme de la
premere €rie ¢/’ (w) et doncy o |lIJﬂ2 < o, Consicerons le p.a(z;t € Z) défini

parz =35 oyja-j. Cestun p.s.s. et sa fonction d’autocovariagggh € Z) est
obtenue par

y/h:azzjwju_lf,h pourh > 0.
=

Remarquons qué/’(w)e '“" = 55 ¢/ |e”'“l. Par application de Iidentt de
Parseval, il vient



4 PROCESSUS ARMA CONSTANTS 45

00 o 1 T . .
> Wi =5 | W @F (@ N
i= -

L 2 iwh
= 5n | W) e

1 2 —iwh
on | w(w)Pe e

= gf’” Yj .

Il en résulte que les p.dz;t € Z) et (7;t € Z) ont la méme fonction d’autoco-
variance. Les coefficients de leueabmposition de Wold sont dormgjaux et leurs
innovations respectives et g ont meme variancer?. Consicérons la variance de
I'erreur de pévision deZ faite a partir d'une combinaison lgaire d’'un nombre
arbitrairemde valeurs pagesz_|,..z p,:

n

var(z — 5 m_p). (4.6)

h=1

Par application de la Proposition 2.38, I'infimum de (4.8)ateint et vaut
var(Z — P(Z|V;_1)] = var(g) = o2 4.7
Or (4.6) sécrit

var(gb%{e{j _hzlm%%{e{_h_o > |wb|Pvar(e)

ce qui vaut|g)|?0?, en vertu du the@me de Pythagore (Proposition 2.33). Or
|@hl> = 1/|b|?> > 1 donc (4.6) est sw@ieur ouégal & un nombre strictement
superieura g2 ce qui contredit (4.7). O

Remarque.On constate que laémnonstration ci-dessus, inspér par Doob (1953),
utilise quelquestléments de I'approche spectrale. Notons que denahstration
purement gonetrique de Grenander et Rosenblatt (1957, p. 71) est fausse.

Proposition 4.9.4.8'. Une condition gcessaire et suffisante pour qu’'un processus
ARMA stationnairg(z;t € Z), tel que les polydmesg,(B) et 64(B) n'ont pas de
zéro en commun, soit inversible est que less defy(B) soient suprieursa 1 en
module.

Démonstration.Elle est divi€e en quatre parties.
(a) Consi@rons d’abord un p.s.a.coefficients complexes satisfaisant

0z j=&—HUa 1,
2,
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ou ¢o = 1 et la €rie du membre de gauche, qu’on nateconverge en moyenne.
Montrons que le processus est inversible|isi < 1. Remarquons d’abord que
Va(u;t) = Vo(zt) pour toutt et que lesa, qui sont les innovations dg;;t € Z)
par hypotlgse sonégalement les innovations de;t € Z).

Appliquons la Proposition 3.14 au cas scalaire}(8i< 1, alors limu™ = 0 pour
m— oo et donc

a=>y {-m.
m=0

(b) Consictrons maintenant un p.s&coefficients complexdg;;t € Z) satisfaisant
P
Zod)jztfj = by — pbr_1, (4.8)
=

ol p est fini, et tel qugu ! n’est pas un &ro dez 0¢JBJ Notons queby;t € Z)
n'est pas gcessairement un bruit blanc. On suppose qu'il existe defficientsr,
tels que

by = S Tz (4.9)
JZOJ i

et on veut montrer que cela implique qiye < 1. Remplacon$; dans (4.8). En
égalant les coefficients de |, il vient

=1, T — UTG—1 = ¢ (j>1)

i 1
=y u““¢h=u'hzou*“¢h

h=0
Par congquent, la érie

éouj (hi)u‘“%) 7

converge en moyenne, doagalement

z (%IJ h¢h> Z_j
qui en differe par un nombre fini de termes. En mettanéeidence le facteur com-
mun, non nul par hypottse, il vient que la&rie y; u'z_j converge en moyenne,
d’ou |p|?var(z_j) = |u|* o — 0 pourj — oo et donc|| < 1.
(c) La condition suffisante &tablit de la fagon suivante.é3ignons pawfl les
zéros defy(B) de sorte que

q

|‘|I (1— u;B) (4.10)

J
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On introduit les p.aa coefficients complexe(sb[(g);t € Z,) définis par
b’ =a-6"a 1-..-6"a,

ou les coefficient:ﬁi“) sont tels que
0 ¢ !
1-6B—.-6"B' = rll(l—ujB),
=

pour{=12 ..,9.0na
bt<q) _ bt(q’l) _ qut(ﬂil)
bgq_l) = bt(q_2> - Ilq—lbt(ﬂ_l2>

b =& — e
etb[(q) =% —@Qz_1—...— @pZ_p. Puisquei| < 1(i=1,...,q), on peut appliquer
(a) pour exprimer successivemehﬁf‘*l), bt(qu), bt(l), g comme €ries en les

Z_j, convergeant en moyenne.
(d) La condition ®cessaire peut s&dhontrer comme suit. Cong&itbns un facteur
quelconque de (4.10) eéfinissons

q

b = [(1- pB)e.
JI:II( HiB)

i
Il s’ensuit que

p
o b’y = 5 9iz;
SEDXLE

avecPo=1,¢; =—¢ (j =1,....p). Par hypotRse g s’exprime commeé&ie con-
vergente en moyenne en Igs;, doncégalemenbf[). Par application de (b), cela

entrdne donc, pourvu qug, * ne soit pas un&o degy(B), que|py| < 1. O

4.3. Caractrisation des processus ARMA

Les caradtrisations des processus purs AR et Msultent directement de la par-
ticularisation des Propositions 3.8 et 3.11. Il egalement possible de caradser
les processus ARMA multivaes.

Notons d’abord que pour un processus AR\pAg) stationnaire, (3.20) devient,
en posanf; =Yy :
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p
=W+ ;mmfi (4.11)

ou yf = 0 pour|h| > qg. SoientP > p etQ > g. On peutécrire un sysime deP+ 1
equations obtenu en prenant (4.11) poet Q,...,Q+P:

¥ Yo-1 - Yo-pP+1 Yo-pP (]
B ® (4.12)
Yo+P-1 Yo+p—2 ... ¥ Y1
o+p ip-1- o1 W @
ol @1 =... = @ =0. Consicerons le sysime dePk+ 1 équations likaires obtenu

en prenant le® premiers blocs de lignes de (4.12) ainsi queekae ligne duP +
1)éme bloc, et en se limitart la jéme colonne du premier membre et dénta
jeme colonnep, (P) de @P) = (¢ . ¢} ,....@ ) ". Notons

Yo-1 - Yo-P+1 Yo-pP (o)
APQ = .. .. .. .. |, CPQ =] ..
Yo+p—2 ... o Yo-1 Yo+P-1

R(P.Q) = [¥o+P-1,..-, p]. NotonsR;(P,Q) la ieme ligne deR(PQ), C;j(P,Q) la
jeme colonne d€(P,Q), ete; (P, Q) I'élement(i, j) de yp,p. Puisque le sysme

<163 (263

est compatible, on a

owro-ul}i350e)e o

pouri, j =1,...,k, et donc la matric® (P, Q) constitiee ded;; (P, Q) est nulle, pour
P> petQ> q(Tiao et Box, 1981).

LesD;j (P, Q) peuventitre calcuds successivement en appliquant ksgles rela-
tives aux matrices partitioes de la forme

A11 A1z
A= .
{A21 Azz]

Ces egles sont

detA) = detA11) det(Az — AxnA 1 AL),
A-1_ [ALLHALALAPAZALT —ATARAT (4.14)
—~A22p AL A2 ’

avecA?? = (Azp — Ax1A [ A12) L. Sil'on considre la matrice partitiorize
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A(P-1,Q) C(P—1,Q—P)
APQ=1RP-1Q 11

on peut @terminer déA(P,Q)] et (A(P,Q))~ dés qu’on conri defA(P — 1,Q)]
et (A(P—1,Q))~L. En appliquantx nouveau (4.13}3 la partition implicite dans
(4.13), on est en mesureaValuer le éterminant. Cet algorithmeé&ié sug@re par
de Falguerolles (1980) dans le cas scalaire.

La carackrisation (4.13) est la base de la &thode du coin (Beguin, Go@rioux
et Monfort, 1980, et Lindberger, 1973).

Consicerons les®? premeres lignes de (4.12) po@ = 0 et i€solvons le sygime
par rapporta @. En envisageant cette solution comme fonctionRi®en ob-
tient la fonction matricielle des coefficients degression partielle (Huyberechts,
1983, aI cette appellation est jusé#) aussi connue sous le nom de fonction ma-
tricielle d’autoégression partielle (Tiao et Box, 1981) quérgralise la fonction
d’autocorgélation partielle du cas univéi L'algorithme est alors lagréralisation
duea Robinson (1967) de 'algorithme de Levinson (1949) et debBw(1960).

4.4, Exemples de processus ARMA

Proposition 4.10.Soit(z;t € Z) un p.a.s. qui &rifie

q
z=" Yi-j,ibj
2,

ol (by;t € Z) est un b.b.c. de varianag? et (y;;t € Z), avecy; = (Vi.0, - Ye—qq) | »
estun p.s.s.p.i. vectoriel de dimensionj tels que ces deux p.a. sont@mendants.
Le p.a.s(z;t € Z) estalors un p.s.s. MA).

Démonstration.Notonsy, = (yt,y:—n). Il vient directement, poun > 0 :

q q
(z,zn) = () Yj,jbt—j, Y Yehiibni)
h ]; t—J,] | i; t—h h

— ii(ytj,jbtj,yt_h_i,ibt—h—ﬁ
=0i=

i_iE(yt—j,Jbt—thhi,ibthi).
=0i=

Compte tenu de I'hypotise d'incépendance (née par le symbolel) et donc de
ce que
brj L Ve jYe—niibt—ni Sih+i# ],

il demeure
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q

(71,7 h) = Z}E[ytfmbtzijtfi,jfh]

]:

_[0?3] k)i si0<h<qg
0 sih>q.

Proposition 4.11.Soit(z;t € Z) un p.a.s. qui &rifie
q

z =) hj(bj-1)brj
J;) JPt=j-1 ]

ol bs = (bs,...,bs r11) ", (b;t € Z) est un b.b.c. de variance? et les j(-), des
fonctions telles quéhy;t € Z) est un p.s.s. avelay = (hi(bi—2),...,hg(bt—q-1)).
Alors le p. a.(z;t € Z) estun p.a.s. MAy).

Démonstration.De fagon similairea la cemonstration de la Proposition 4.10, il
vient

9 q
(Z,2-n) = E[hj(bt—j—1)br—jhi(be—h-i—1)bt—n-i]-
hJ;)iZOthljthlh
Puisque(by;t € Z) est un b.b., on a

br—j AL hj(be—j_1)hi(be—p—i—1)bt—n—i Si h+i>j,
br_h—i IL hj(be—j_1)hi(b_p_i—1)b—j si h+i<j.

Par conéquent, pouh > 0,
2 2
(z,z2n) = ZhE[hj(bt*jfl)hj—h(bt*ifl)btfj]
J:

_ [ 0?3 Elhj(b—j-1)hj-n(b—j-1)] siO<h<q
0 sih>q.

ce quiétablit la proposition. O

Remarque.On reconnt les processusépendant de &tat ("state dependent pro-
cesses”) introduits par Priestley (1980).

4 5. La fonction d’autocovariance

Larelation (4.11) peut sé&&crire

m—émmi =W
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ou ¥, est l'autocovariance d’ordre du processus constiéa partir de I'ogerateur
MA. Puisquey_n = ¥, on peutécrire un systme déquations en leglements dgp,

Vi, ..., Yp, @u moyen de (4.11) polr= 0, ..., p. Ce systme permet de&erminer
lesk(k+ 1)/2+ pk? inconnues contenues dans ges 1 matrices. On peutérifier
que ce systme comporte autant&juations que d’inconnues. Un algorithme pour
constituer ce sysime aéte pieseng par Ansley (1980) et par Nicholls et Hall (1979)
géeréralisant McLeod (1975). Il reste aloasrésoudre ce sysine. Kohn et Ansley
(1982) pésentent un algorithme atioré.

Dans le cas univa& un algorithme plus efficient&@é propog par Tunnicliffe
Wilson (1979). Il fait I'objet de cette section. Considns le processus ARMA, Q)
univarié céfini par 'equation@(B)z = 6(B)a. On veut é&terminery, pour h =
0,...,H. Commencons par introduire une notation qui sezgdiemment utilise. Si
ur (B) est un polydme de degr inferieur ouégalar, on notey; (B) = By, (B™1),
ce qui repesente un polydme de dedr inferieur ouégalar. Remarquons que le
coefficient deB" dansy, (B) vaut ;" (0) tandis que le terme irihendant de (B)
vaut le coefficient d&" de ;*(B). De plus, sb # 0 est un &ro deg, (B), alorsb—*
est un &ro dey;(B). NotonsD le disque unié :D = {B € C;|B| < 1}.

L'algorithme de Tunnicliffe Wilson est constiéudes sixetapes suivantespid'on
notem= max(p,q).

Etape 1: On pose

h=—q
q
bm(B) = = B,
(B) = 360+ 5 B
@n(B) = @(B),
V()(B) = %ﬁo

Etape 2: Pouh=m-—1,....0, on calcule
Oh1 = QT+1(O)7
®(B) = [h1(B) — aniah 1 (B)(1—af, )

pourvu quean; 1| # 1.
Etape 3: Pouh=m-—1,....0, on calcule
d‘IJrl = b;fH»l(O)a
bn(B) = bni1(B) — 1B (B),
Bn = bn(B) +by(B).

Etape 4: Pouh=1,....m—1, on calcule
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Vh(B) — an1Bv;(B) + 1B — G101
1- al$+1 .

Vhi1(B) =

Etape 5: On effectug(B) = vin(B)/@n(B).
Etape 6: On obtient finalement

Yo = 29007,
Voh = Vh =0ho? pourh=1,... . H.

Afin de justifier cet algorithme, oétablit d’abord une suite de lemmes.

Lemme 4.12.1Pour tout h,0 < h < m, pour autant quéan.1| # 1, g(B) est un
polyndme de dedr inferieur ouégala h et son terme irghbendant vaut.

Démonstration.La proposition est vraie lorsque= m . Supposons qu’elle soit
vraie pourgn1(B) et montrons qu’elle est vraie pogk(B). En effet,¢;, ,(B) est
un polyrdme de ded¥ au plusegalah+ 1 et le coefficient d8™ ! vautayp, 1. Dés
lors, ¢n(B) est de dedr au plusgalah-+ 1. Mais on \erifie ai€ment que le terme
enB"t1 vaut £ro. De plus,

_ ¢h+1(0) — ah+1¢ﬁ+1(o) _

1.
2
1- Ohya

®(0)

Lemme 4.12.2Si p< q=m, @(B) = ¢(B) etan;1 =0pour h=p,...m—1

Démonstration.En effetgn(B) = ¢(B) est de ded¥ p. Les polydmes@gn_1(B), ...,
@ (B) sont donc de degrinferieur ouégala p et doncam = m-1=... = Ap;1 =0.
Le lemme ésulte alors de la&finition deg,(B). O

Lemme 4.12.3Pour tout h,0 <h < m, tel quean;1| # 1, on agh1(B) = @h(B) +
h 1B (B).
Démonstration.Par cfinition

h1(B) — anadh;1(B) = (1- 0, 1) h(B).

En remplacanB parB~! et multipliant les deux membres pag. 1B, il vient

Ohi 1@, 1(B) — 0F 1 1(B) = (1—af, 1) an:1Bg; (B).

Par addition membra membre des detbquations et simplification pal — a?, ;)
on trouve la relation annoge. O

Lemme 4.12.4 Si(z;t € Z) estun p.s.s., alors pour touthl, ..., p, gh(B) est un
polyrdme dont les&@os sont I'extérieur du disque uné D et|ap| < 1.

Démonstration.Par 1’hypotlese de stationnagétet compte tenu du Lemme 4.12.2,
tous les 2ros degy(B) = @(B) sonta I'extérieur deD. Puisqueg,(0) = 1, le co-
efficient deBP est le produit des inverses desras du polydme, d'al |ap| < 1.
Montrons que si la proposition est vraie payr.1(B), elle I'est aussi poug, (B).
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Supposons d’'abord quenh| = 1. On peut alor&crire, en vertu des Lemmes 4.12.1
et4.12.2:

m(B) =+ : (B+uj), @ (B) = 4B : (1+ p;B) avec : Hi=1, (4.-6)
HE e [ @ avee 1

ou s< h. Par application du Lemme 4.12.3, on a
®i1(B) = f1(B)+01(B) ol fi(B)=¢(B) et ¢(B)=o0an1Bey(B).

Deux cas sont possibles, compte tenu de (4.13) :

(i) tous les &ros deg,(B) sont sit&s sur la frongére deD, ce sont aussi de€ms
de ¢ (B) donc deg1(B) ce qui contredit I'hypothse deé&currence;

(i) @ (B) a au moins un &ro & l'intérieur deD. Sachant quéan. 1| < 1, il vient
pour|B| =1:

10:(8)] = [anal| [0+ B < | [1B+ )| = | 2(B).
1 h+1|JI:L j | |]I:L J| 1

Le theoreme de Roudh permet alors d'affirmer qué (B) et f1(B) +g1(B) ont le
méme nombre de&osa l'intérieur deD. Or ¢,(B) en a au moins un, donc aussi
@h+1(B), ce qui contredit I'hypotase de&currence.

On a doncetabli quelap| # 1. Montrons maintenant qug,(B) a tous ses&os
a I'extéerieur deD. Considerons les polyames

f2(B) = (1-af1) ‘@hea(B),  G2(B)=—(1-af.y) oni1dh.a(B).

Pour tout complex® de module 1 :

102(B)| = |1~ 04| *|a- 1| @4 (B)]
= |1—af, 1| Flansall@hia(B)| <[ f2(B),
car|ans1| < 1 par I'hypotlese de&currence. Le thoeme de Roudh permet donc
d’affirmer que f2(B) et f2(B) + g2(B) = ¢h(B) ont le neme nombre deé&osa
l'intérieur deD. Or, par I'hypotlese de &currenceg,1(B) n'en a pas. Il en est
donc de néme deg,(B). Soitb un zro deg,(B) de module 1. Gice au Lemme

4.12.3 on erifie queg,1(b) = 0, d’ol une contradiction.
Il restea montrer quéay| < 1. Consiérons les polyémes

f3(B) = (1—af) tong(B),  93(B) = (1—0f) ‘a(B).
Supposonsap| > 1. On aurait donc pour tout compleBsde module 1

|93(B)| = [1—af| " |gn(B)| = |11 - af| [ (B)]
< 1~ ai|"an|| @ (B)| = |f3(B)].
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Le theoeme de Roudh permet alors d’affirmer qués(B) et f3(B) + g3(B) =
¢h—1(B) ont le meme nombre de&rosa I'intérieur deD. Or |ap| # 0 par hypotkse,
donc les &ros deg; (B) sont non nulsgs(B) est de dedrh et lesh zéros degh(B)
sont les inverses de ceux @&(B). Le nombre de&ros deg: (B) a 'intérieur deD,
qui vauth en vertu de ce qui pede, est donégal au nombre deezos deg, 1(B) a
I'int érieur deD. Puisqueg,_1(B) est au plus de degh—1, il y a contradiction. O

Remarque.Ce lemme justifie la division par 4 a2, , dans lesétapes 2 et 4 de
I'algorithme, sous I'hypotlse de stationnaéit

Lemme 4.12.5Si|ap| < 1 pour h=1,...,p, alors les 2ros deg(B) sonta I'exté-
rieur du disque uné D.

Démonstration.Consiceronsa nouveau les polyymes f1(B) et g1(B) introduits
dans la @monstration du Lemme 4.12.4. Il vient pdBf =1 :

191(B)| = |ah1[IB|¢h (B) = [an1][@h(B)| < |gn(B)| =[f1(B)].

Le theoeme de Roudh permet donc d'affirmer qué;(B) = @ (B) et f1(B) +

01(B) = ¢h+1(B) ont le méme nombre deé&osa l'intérieur deD. Donc ¢, (B),

®-1(B), ..., (B) et (B) ont le méme nombre de&rosa l'intérieur deD. Puisque
@(B) est une constantey,(B) n'a aucun 2roa l'intérieur deD. On peut erifier
que sib est un 2ro deg,(B) de module 1, alorgy,_1(b) = ... = @(b) =0, d’'ou

une contradiction.

Remarque.Ce lemme permet degvifier I'hypothese de stationnaéitsans la éter-
mination des &ros dep(B). Voir Astrom (1970, p. 119) et Anderson (1975).

Lemme 4.12.6Pour tout h,0 < h < m, (B) est un polydme de dedr inferieur
ouégala h et son terme independant vaiay 2.

Démonstration.La proposition est vraie lorsqure= m. Supposons qu’elle soit vraie
pourby, 1(B) et montrons qu’elle est vraie pog(B). Par le Lemme 4.11.B¢; (B)
estun polydme de dedrh+1, dont le terme eB" 1 a 1 pour coefficient. Il s’ensuit
queby(B) est un poly@me de degd¥ inferieur ouégalah+ 1. De plus, le coefficient
du terme erB™* de by, 1(B) valantd,, 1 par cEfinition, le terme e de by (B)
vaut 0. Finalement),(0) = bn1(0) = Bo/2. O

Lemme 4.12.7Siq< p=m, h(B) = bqy(B) etd1 =0pourh=q,q+1,....m—1.

Démonstration.En effet,bm(B) = bq(B) est de degd¥ g. Les polyromesbm_1(B),
..., bq(B) sont donc de degrinferieur ouegalag et doncdn =dm-1=... = 41 =
0. Le lemme ésulte alors de la&inition deby(B). O

Lemme 4.12.8Pourtouth,0<h<m:

Vh+1(B) + 0ht1Vh1(B) = Vh(B) + 1B
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Démonstration.Par cfinition

Vh(B) — ah1Bv;(B) + 1B — G101
1- aﬁ-‘rl .

Vhi1(B) =

En remplacanB parB~1 et en multipliant les deux membres may, 1B, il vient

. Oh+ 1BV} (B) — 0, Vi (B) + dny10hi 1 — A2, 1 S 1B™E
Oht1Vhy1(B) = 1_g2 .
h+1

Par addition membra membre des dewdguations et simplification par—laﬁH,
on trouve la relation annoge. O

Lemme 4.12.9Pourtouth,0<h<m:
Bn(B) = @h(BH)vh(B) + gh(B)vn(B™Y).
Démonstration.La proposition est vraie pour= 0 car
Bo(B) = bo(B) +bo(B™H) = fio
par le Lemme 4.12.6, tandis que
@(B)vo(B) + @ (B)vo(B™) = o

par le Lemme 4.12.1 et laédinition devy(B). Montrons que si la proposition est
vraie pourf3,(B), elle I'est aussi pouBn.1(B). Or

Bni1(B) = bny1(B) +bh+1(Bil)
= bn(B) + S 1B (B) +bn(B™H) + 1B g5 (B
= Bn(B)+ 1B (B + 8111B " L an(B)
= @h(B™H)[Vn(B) + 31 1B" Y + @(B)[va(B™H) + &hy2B " Y

par 1’hypotlese deé&currence. Gice au Lemme 4.12.8, il vient
Bri1(B) = (B [Vhi1(B) + Ahy1Vra1 (B)] + h(B) Vi1 (B™Y) + anyavi 1 (B™H)
= (B M)Vhi1(B) + ¢h(B)Vhia(B™H)
+0n41[Bd 1 (B)Vn1(B™) +B 15 (B~ vh.1(B))]
= Gh1(B HVhia(B) + ¢hia(B)Vhia(B™)

par application du Lemme 4.12.3, ce qui termineéadnstration. d

Proposition 4.12.Les y,, h=0,...,H, détermirés par I'algorithme de Tunnicliffe
Wilson sont les autocovariances du processus ARWH défini par (4.1).

Démonstration.Consiceronsy(B), la fonction grératrice assoéea (y;h € Z),
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[ee]

vB) = Y wB"
h=—o00
consiceree commeadrie formelle erB. Compte tenu destapes 5 et 6 de I'algorithme,
il vient

y(B) = 0?2y + f gB"+ 5 gnB"]

2 0(8)8a(B )
an(B) (B 1)’

grace aux Lemmes 4.12.9, 4.12.2 et 4.12.7. On peut dorie
y(B)=0o’yB)Y(B™) ol Y(B)=g'(B)6(B).

cov(z,z-n) = cov(Y(B)a, Y(B)&a—n)

= (ZOWj '~.Uj+h> o?
J:

pourh > 0. Sil'on notey; = 0 pourj < 0, ceci eségalement valable lorsqine< 0.
Consicerons

> cov(z,z n)B" = 02 > (Z)Llljlﬂjm) B"
j=

h=—o0 h=—o0

=0y Z)ij*iwj+hBi+“

h=—c0

=" 3 WB 3 e
J:

h=—o0

- GZZOL,U,-B’j S wnB"
= h=0

— PY(B)Y(B ).
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On a donc mon& quey(B) est identiquex lafonction gerératrice des autoco-
variances ce quiétablit la proposition. a0

4.6. Les processus ARIMA

Définition 4.13. S'il existe deux entiers positifd et D tels qued +D > 0 et(w; =
[902z;t € Z) est un processus ARMA stationnaire, al¢est € Z) est apped
processuARIMA ("integrated autoregressive moving average”).

Remarquons que les processus ARIMA ne sont pas des p.s.8nm aes p.a.s.
Si I'on restreint 'ensemble des instaritd’ensemble des naturel, par exemple,
en posang = 0 pourt < 0, on obtient un p.a.s. qui n'est pas stationnaire. En guise
d'illustration, supposond = 1,D =0 et(w;t € Z) qui est un b.b.c.s. SiI'oné&finit
=%z -1+W,o0na
E(z)=0 pour toutt

var(zp) = var(wp) = o<, mettons,
var(z) = (t+ 1)02

Charles et Roy (1980) ontdelopg une tieorie dans laquelle la signification des
opérateurs est peise.






Chapitre 5

IDENTIFICATION, ESTIMATION ET
DIAGNOSTICS DANS LES MOD ELES DE
SERIES CHRONOLOGIQUES

Dans ce chapitre oatudie la moélisation des&ries chronologiques au moyen des
mockles ARMA et ARIMA. D’autres catgories de mogles seront enviségs au
chapitre 7. L'approche est essentiellement celle de Bogréids (1976), complee
par Anderson (1977), Roy (1982), Akaike (1974), Ljung et E®Q78). Pour un
expo® plus ctaille, voir par exemple Gowroux et Monfort (1983) ou Roy (1980).

La méthode se @icompose en &tapes (Anderson, 1977) :

1) familiarisation avec les doges,

2) analyse #liminaire,

3) identification du modle,

4) estimation des paragtres,

5) tests d’aéquation du mogéle,

6) prévision,

7) interpgtation desésultats.

5.1. Familiarisation avec les doniges

Le statisticien commence par s'informer sur le domaine delgent les donees
gu'ila atraiter. Il prend connaissance desdhes existantes, desthodes habituelle-
ment utilies, des objectifs poursuivis par le client qui le consliiggenquiert de la
mankiere dont les dorées onété obtenues, notamment de l&pision des mesures,
du manque d’homagreité dans le temps de ces mesures,@ésements qui ont pu
affecter la grandewstudiee, de la priode des riodicites interentes au @monene.

Il examine ensuite les doBes et note I'allure gérale, I'existence d’'une ten-
dance, de composantesrpdiques ou quasigriodiques, de I'importance des fluc-
tuations, de la @rsence de comportements atypiques et de valeurs aberrAntes
cette fin, il est indispensable d’avoir des graphiqueszalen fonction du temps
mais les graphiques relatifs aux @fénces seront souvent utiles. Lesé&olas suiv-
ants montrent des comportemegtsanges 0 il ne faudra pas s’attendre rapidement
a des éesultats:

59
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AN

Fig. 5.1 Production des cit-
rons en Isral (Raveh, 1980)

Fig. 5.2 Prix d’'un produit
pétrolier

Fig. 5.3 Ventes d’'un magasin
a rayons multiples aps que
les cartes perf@es portant les
donrees aienéte melanges
& N«mfﬁ‘ g‘iv“"““\vﬂ N
Waar

Fig. 5.4 Taux d'interét avec

une valeur en pourcentage 10

0,10

5.2. Analyse pgliminaire

Il s’agit de prendre un certain nombre d’options :

abandonner des doges,

engLeter au sujet des valeurs aberrantes,

suppker les valeurs manquantes,

transformer les dorées (logarithmes, inverses, ...),

choisir de travailler en diéfrences ordinaires (épateui]), difféerences saisongries
(Os) ou les deux diferences () ; a cette fin on peut comparer les variances
des &ries Esultantes et chercher I'émteur qui minimise la variance; on peut
aussi retarder le choix juscul’étape d’identification,
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e extraire une tendanceeterministe (ajustement polynomial, par exemple) ou une
composante saisorgre ceterministe (analyse de Fourier degressiora 'aide
de variables muettes),

e dans le cas multivagi, employer la &gression lidaire multiple, y compris en
retardant les variables si cela peut se justifier,

e mettre erévidence les analyses d’intervention qui pourr@ng effectées.

Ces options ne sont pagfihitives. Elles doivent permettre déaliser Ietape
d’identification dans les meilleures conditions possibles

5.3. Identification du modele

On peut distinguer trois cagiories de rethodes pour la&dection d’'un moéle sus-
ceptible de refsenter une s.c. do@ea :

1. Employer une prazdure délaboration du maogle rigoureuse, telle une predure
de cecision statistique multiple. C'estalisable pour I'ajustement polynomial et
pour I'analyse de Fourier (Anderson, 1971, chapitres 3 @t@)ndition que les
erreurs aatoires soient normalement distéas et indpendantes.

2. Estimer tous les mades parargtrés appartenari un ensemble fini et choisir le
meilleur au sens d’'un certain @&ie. On peut par exemple chercher le &led
qui minimise la varianceésiduelle corrige pour le biais, ou chercher parmi le
mockle qui minimise un crére d'information, tel que AIC (Akaike, 1974)

AIC = —2InL +2P

ol L est la fonction de vraisemblance maxigespar rapport aux paraties et
P est le nombre de ces paratres. Cela implique d’envisager tous les raled
ARMA (p,q) pour 0< p < Pmax 0 < q < gmax et d’estimer les paragtres de ces
mockles (Ozaki, 1977).

3. Faire un choix raisonnable de plusieurs @&led en utilisant :

e le comportement connu de valeurs typiques du @edeorique; par exem-
ple : la fonction d'autoco@lation d'un moéle ARMA(p,q) stationnaire du
second ordre,

e les estimations de ces valeurs typiquesliesa partir de la s.c.,

e la connaissance qu'on a de la distribut&chantillon@e des estimateurs.

Nous consiérons ici uniqguement cette troésne approche.
On c&finit 'autocorélation de retardi, pn, parpn = yh/ Yo ol W, est 'autocovariance
de retarch. On I'estime au moyen de

ES

==, o0  jh= (z =) (z+n—2)

)
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ol (z,...,2z,) sont les donées etz= S z/n. La comparaison entre la fonction
d’autocorglation tleorique et la fonction d’autocdtation estinde peut s’appuyer
sur une combinaison de tests statistiques, avec I'inemient que ces tests ne sont
pas incépendants et donc que le risque de paFmespce est inconnu.

Par exemple, on peut tester I'nypetie nulle H que le processus est MA) par
rapporta I'hypothese adverse f: pj #£ 0 ol £ < i < Imax pour plusieurs valeurs
de ¢, ou /max €st une fraction de, pas trop grande. On se base pour cela sur la
distribut.ion asymptotiquegia sous H qui est I\(O,yg/n) ouv, = 1+22le pJ2 doit
étre esting en utilisant leg; au lieu desp;. Au niveau de probabilt nominal de

5 %, on rejette Klen faveur de b si || > 1.96,/V,/n. On peut toutefois s’attendre
a rejeter H environ dans 5% des cas sy ldst vraie. En prenant successivement
¢=0,1,2,..., on peut ainsi tenter dettkcter I'ordre du processus moyenne mobile.
En fait, cette proedure est trop rigide car I'analyste attachera plus d'irgrare aux
retards 12,3,s—1,s,5+ 1 qu'aux autres, @s désigne la priode saisongire.

Dans le raisonnement ci-dessus, on a fait I'hypsthque le processus est de type
MA. Il existe des proécdes similaires pour les processus AR @msur la fonction
d’autocorglation partielle et plus simples, en fait) et pour les psscs ARMA
(la méthode du coin de Beguin, Goarbux et Monfort, 1980, ou deséthodes
similaires, beaucoup plus complexasnettre en oeuvre que ce quit illustré
ci-dessus).

Les critiquesa I'encontre de cette approche sont nombreuses. Pour ceiaui ¢
cerne la fonction d’autocogtation, on constate que le comportement dgsn’a
souvent que peu de ressemblance avec celupgdelses causes en sont : le biais
des estimateurs, la c@tation qui existe entre eux pour des retardsedéhts et les
fluctuations statistiques. De plus les tests sont asynapiesi et le nombre de tests
effectles est parfoigleve, ce qui erédve toute valeur au risque de préma espce
nominal.

Revenons un instant au choix des d=gde diferentiation qui peuégalement
utiliser la fonction d’autoco#élation. Anderson (1979b) gconise de comparer les
pr auxE(¥h/E () qui ont un comportement assez typique si le processur gteur
est non stationnaire. Roy (1982) propose de calculepjes partir de &ries par-
tielles (zt:t =1,...,nj), Ny <z < ... < n, et d'examiner si la convergence des
graphes est rapide, auquel casédes peutetre considree comme stationnaire.

5.4. L'estimation des paranetres

Plusieurs rathodes sont utilees :
1. sans hypotise de normal :

a. laméthode da moindres ca¥s conditionnell§MCC, "conditional least squares”);
b. la méthode des moindres c&s non conditionnelléMCN, "unconditional
least squares”) pconige par Box et Jenkins (1976);
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2. avec I'hypotlese de normak:

a. laméthode du maximum de vraisemblance conditionr{@kentique en faia
MCC);

b. laméthode du maximum de vraisemblaifb®/, "maximum likelihood”) ex-
acte et diverses approximations.

Les proprétes asymptotiques sont identiques dans tous les cas maisyAets|
Newbold (1980) ont mis e@vidence les propgiés finiesa I'aide de simulations.
Leur exemple le plus discriminant est relatif au ratedy, = (1— 6B)(1— OB*?)q
avecn = 50 observations (les mauvaissultats s'araliorent nettement quantd=
100) . Notons9(B) = (1 — 6B)(1— OB*?) et C le cercle de rayon 1. Le tableau
suivant rassemble legsultats les plus marquants.

Meéthode Caraétistiques Exemples
MCC biais si les eros def(B) sont prochesd€ 6 =0.85;0 =0.85
E(6)=0,79;EG) = 0,58
MCN biais si les 2ros def(B) sontéloigres deC 6 = 0.40 ;© = 0.40
risque que lesé&ros soiend 'extérieur deC E(6) = 0,43 ; E(8)) = 0,84
MV risque que les &ros soient sut

Dans tous les cas, trois types de pBsbés nurériques se fsentent :

1. évaluer la somme des cas(tes facile avec les MCC) ou la fonction de vraisem-
blance (chapitre 6);

2. minimiser ou maximiser, selon le cas, une fonctiorPdeariables, a P est le
nombre de paragires du moéle, au moyen d’un algorithmetitatif assorti d’'un
critere de convergence;

3. évaluer les drivées partielles de cette fonction, soit dans le cadre deof'élfgne
discug au point 2, afin d’ad&lérer la promenade dans I'espace des patees,
soit apes convergence de cet algorithme, dans le butaderchiner une zone de
confiance pour les paratres.

5.5. Tests d’agdquation du mockle

Les tests d’aéquation du mogle sont de plusieurs types :
1. Tests nurariques :

e la convergence de I'algorithme d’optimisation est-eflaliee?

e n'y a-t-il pas d'indication qu’'un extremum local mais norobél aitéte at-
teint?

e la méthode MCN a-t-ell@te correctement é&cuee?
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2. Tests sur le maze :

e le mockle est-il stationnaire (aps differentiation)?

e le mockle est-il inversible ou sita la frontere d’inversibilie?

e dans le cas de la @hode MCN , les modules deérps des polydmes ne
sont-ils pas trop proches de 1 ce qui invaliderait Etlmode?

e n'y a-t-il pas, exactement ou approximativement, simiiicn de facteurs
entre les polydmes AR et MA ?

3. Tests sur les estimations:

e la distribution asymptotique des estimateurs sugg-elle I'emploi d’'un mo-
dele simplifé?
e sile mockle est une tentative pour inclure un pagdra supptmentaire, est-ce
justifie?
4. Tests sur lessidus:

e la moyenne dessidus est-elle proche de 0 ?

e n'y a-t-il pas un ou plusieurssidus excessifs (positifs o@gatifs) qui indi-
queraient la prsence de valeurs aberrantes?

e le graphe desésidus en fonction du temps semble-t-il approximativement
compatible avec une suite de variablasatbires non coelees?

e les fonctions d’autocoédation et d’autocoélation partielle n’'indiquent-elles
pas la @cessi de compdter le moéle en ajoutant des termes dans les
polyndbmes?

e letestglobal (Ljung et Box, 1978) sur les auto@&bations ésiduelles suggre-

t-il de rejeter le modle?
e I'hypothese de normaktdu processus n’est-elle pas mise en doute?
e le mockle est-il valable de fagcon homége au cours du temps?

Au sujet du testQ’ de Ljung et Box, qu'il ne faut pas confondre avec le @st
de Box et Pierce (1970a(proscrire sauf pour des seriesstongues), il ne faut pas
mésestimer I'importance du nomblred’autocorélations utili€es dans la&finition

L

Q =n(n+2) ﬁ—‘?
2

=l

En premeére approximation, prendteproche den/5 semble bon si lI'on se base
sur les simulations produites par Ljung et Box (1978).

5.6. La prévision

Le calcul des gvisions ne pose pas de pretrle s'il n’y a pas eu de transforma-
tion préalable. Notonsz;t € Z) le processus qui nous &resse efw;t € Z) le
processus transfo@rau moyen de = g(w; ). Supposons que le p.@u;t € Z) soit
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gaussien et errement sgcifie, donc ne dpende pas de paratnes. Supposons de
méme que la fonctiog(-) soit enterement s@cifiee et monotone. Congdbns une
S.C. Geréréea partir du p.a(z;t € Z) que I'on conni pourt < n et que 'on doit
prévoir pourt =n+1,....n+ £. Toutes les distributions sont donc conditionnelles
a (z;t < n). Notonsw(i) la prévision d’horizoni faite enn, donc pour pévoir
Wnyi, et ceterminonsz(i) = g(Wn(i)). Ce qui nous iréresse, c’est la distribution
liee de(z,11, ..., Zn+¢) ou d’'une fonction de ces variables, par exemple la valeur cu-
muléezy[l] = zni1+ ... + Zy1. Par hypotRse, la distribution &e de(Wn .1, ..., Wn¢)

est normale et le vecteur des moyennes(@gtl),...,Wn¢). Notonsr, la matrice

de covariance de césvariables. Par cogsjuentwy[¢] = Wn(1) 4 ... +Wn(¢) est la
moyenne devn[{] = Wny| + ... + W, et la variance dev,[¢] peutétreévaliee par la
formule vafWn[/]) = 1'I ;1001 = (1,...,1) . La distribution |ee d&(z,,, ..., Zn ()
doit alorsétre determirée par un praede nunérique. La seule affirmation simple
est la suivante. Si I'on note, le quantile d’ordrea de la distribution normale
centée eduite eton i I écart type dez, i, alorsg(Z,(i) + Uy Oni) est le quantile
d’'ordre o de la distribution dez,,;. Le fait que le processus das et la fonction
g(+) soient pararatrés et que ces paratres doivenétre estines complique encore
les perspectives.

5.7. Interprétation du modele

Linterprétation d’'un moéle ARMA n’est pas toujours simple:

e interpetation des @ros complexes du polpme AR donnant lieé des pseudo-
cycles dont la priode est de la former®|w| ou w est 'argument (en radians)
des deux &ros imaginaires conju@s,écrits sous la formpe® et pe'©;

e interpietation de la gFsence de quelques termes des pafiyas en relation avec
I'existence de coflations avec retard.

Cependant, des meétks tels que ceux psenés aux paragraphes 3.5 et 4.5
sont nettement plus riches. On les appellera desehasdnterpetables. Sous cer-
taines conditions, ils peuve@tre mis sous la forme d’'un mekk ARIMA. lIs ne
constituent pas la seule voie possible car on peut encaelei c¢compositions
saisonnéres (Hillmer, S.C. and Tiao, G.C., 1982), kcdmposition d’'une grandeur
connue comme somme de plusieurs grandeurs (Granger et NewB@7), la con-
sidération d’'un moéle univare comme uné&quation finale d’'un masle éconong-
trique (Zellner et Palm, 1974). Cependant, dans beaucooasi€approche de Box
et Jenkins peuétre utilie pour cette classe plus large de gled, en proedant
comme suit:

1. identifier, estimer et valider un melg ARIMA ;
2. rechercher un made interpetable parmi ceux envisag ci-dessus dont la repr
sentation sous forme ARIMA est proche de celle ti@erau point 1 ;
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3. estimer les paraétres du modle interpétable gventuellement en profitant de la
repiesentation ARIMA, compte tenu des contraintes sur les patras qui sont
induites par le mogle interpétable.

Cette approche @té suivie par Mlard et Rouland (1986) sur un certain nombre
de mockles considrés au paragraphe 3.5.



Chapitre 6

LESTIMATION DES PARAM ETRES DE
MODELES ARMA

Ce chapitre est consd@cen entier aux algorithmes d’estimation des pataes de

mockles ARMA, constants oavolutifs, univarés ou multivas. L'estimation est
realiea 'aide d’'un algorithme d’optimisation. Nous n’abordesqras cet aspect.
En revanche, on examineeValuation de la fonction de vraisemblance (f.v.)&spr
avoir traie — sur un exemple — du calcul de la somme desesaconditionnelle

(s.c.c.) et de la somme des &smon conditionnelle (s.c.n.) .

La section 6.2 est bas sur Melard (1982c) qui @sente en plus les rapproche-
ments qu’on peuétablir entre la rathode de Ljung et Box (1979) et lesthodes
propo®es ar#rieurement. La section 6.3 est bassur Ansley (1979) et #ard
(1982a). La section 6.4 commence par wveloppement du filtre de Kalman
(Kalman, 1960) qui s’inspire de Hannan (1970) (voir ausawiaski, 1970, Ander-
son et Moore, 197%Astrom, 1970 et Goodwin et Payne, 1977). Pour I'application
a I'évaluation de la f.v. par ce pred, on peut citer Harvey et Phillips (1979) et
Ansley et Kohn (1983). L'algorithme rapide qui fait I'objée la section 6.5 repose
sur les travaux de Morf, Sidhu et Kailath (1974), Lindqui€i{4), Rissanen (1973),
Pearlman (1980) et Blard(1984).

6.1. Les nethodes bages sur la somme des caées

Ces nethodes cBvaluation de la somme des d@srsont tés simples, bien connues
et leur inerét s’est éduit. Nous allons donc nous contenter de lkaspnter sur un
exemple, celui du processus unialA(1).

4 :Q_eafla

ou le coefficientd est constant et les sont les innovations, de variancg.
La méthode MCC base sur la somme des casrconditionnelle (s.c.c.) consiste
a calculer

67
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6) = t;etz(e),

ou e (0) n'est autre que; calcuk par Ecurrence, avec une valeur initigg 6) = 0,
et consi@rée comme une fonction d& On a donc

e(0) =z,
e(0)=2+06e1(0)=2+0z7,

e3(0) =23+ 0ex(0) = 23+ 62> + 6%z,
(6) (6) 2 1 6.1)

t—1
a(f)=z+6a_1(0)=Y 0'z_;.
1; j

Notons quea (6) n'est pas une fonction lgmire def. C’est d'ailleurs un des rares
cas a! il est possible dcrire I'expression explicite d§(9)

n t-1
) =t;(];9’2t—1)2-

La fonction de vraisemblance conditionnelle (f.v.&jant donBeey = 0, est lee
a5(8), sous I'hypotlese comm@mentaire que = (z,...,z,)" a une distribution
normale. En effet, cette f.v.c. peugstire

L(6,0%z|ep=0) = f(z,0,0%|ey = 0), (6.2)

ouf (v; Blu = up) repiesente, de faconégérale, la fonction de densitdev condi-
tionnellementa u = up, dépendant des parasres spcifies parf. On effectue le
changement de variable&gifie par (6.1), qui €crite= Tz ouz =T e, avecT

qui est une matrica x n triangulaire inérieure:

1
6 1 0

T_1| 6% 61
ot 61

Notons que le jacobien de la transformation va(#) = |detT| = 1. Lesg
ont une distribution Be normale et sont non cétees. Ce sont donc des v.a.
indéependantes, normalement distées, de moyenne zero et de varian@eD’ou
(6.2) devient
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. o n _ B &
L(9,02,2|eo—0)—J(Q)tEl{(zn) 124 1eXp(—ﬁ)}

= (2m) 20 "exp{ - T; Zief},
t=

ou I'on écrite poure(60). Le logarithme de la f.v.c. &crit donc,a une constante

additive pes,
n

2. _og__"n Z_L
((6,0%2/e, =0) = — 5 logo 202;18?'

L’ équation de vraisemblance correspondeoit est

ol n 10
p— 0 _— —_— e
0o? ou 202 + 204 t;qz 0

dont la solution est

G% = itze? = %3(9).

Par conéquent, on est ramé& maximiser ldogarithme de la fonction de vraisem-
blance concentre:

0. N, ., n
£(6,0%zlep=0) = 2Ioga >
ce qui revientt maximiser—log 4?2 oua minimiser la s.c.cS(9).

La méthode MCN base sur la somme des casrnon conditionnelle (s.c.n.) con-
siste, pour le mogle MA(1) consi@ré ici, a supprimer la condition portant sey,
en reculant d'un rang dans le pas®n remplace donc la preéne relation de (6.1)
parei(8) =z + 6&(6) et on ajoute une relatiosy(6) = Zp. On évaluez; comme
prévisiona reculons, obtenué partir du moéle en temps invegés

% :e{_ee{ﬂ»

ol € est I'innovation en temps invegsau temps. Dés lors,

n-1 n
2 2

La méthode base sur la s.c.n. n'est p&gjuivalentea la néthode du m.v., pour
deux raisons essentiellement:

1. Zy n'est pas I'esprance matbmatique dep, conditionnellemendz, dont on peut

veérifier gu’elle vaut
n 92t _ 92n+2

t
- tzl 6 1— g2n+2 4

ce qui converge vers (6.3) quand- «, en supposand| < 1;
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2. g(0) déepend de tous les, par I'intermédiaire dezg; par congquent, la matrice
jacobienne n’est pas triangulaire; en fait, le jacobiert vau

(rom)

ce qui ne tend pas vers 1 quaméd- oo,

6.2. La méthode de Ljung et Box

La méthode de Ljung et Box (1979) est I'aboutissement d'une esgion de
méthodes parues depuis Newbold (1974) et qui via@valuer la f.v. exacte dans le
cadre de la rethode MV. Appliquons-la directemeatun processus ARM{p, q).
Pour calculer les; a partir desz au moyen de la relation

Z—Qza1—..—@rp=a—6ia1—..— &g, (6.4)

il est necessaire de disposer de valeurs initialgss (7, ...,z’Lp, &), ...,eij)T. En
écrivant (6.4) pout = 1,...,n, on obtient la relation matricielle

Aiz=A'e+Bvg (6.5)

OUA1, Agl sont des matrices triangulairesénieures, comportant des 1 sur la diag-
onale principale (donc ce sont des matrices inversibleB)estt une matrice x h,
avech = p+q, dont seules lesn = max(p,q) premires lignes sont non nulles car
les valeurs initiales n’interviennent directement daespression de; que pour

t < m. Notonso?Z la matrice de covariance dg. Puisque les; sont des v.a. non
corrélees avec le paésiu p.a., on @ L vp et donc

|A1Z||> = o*(A1ASTT +BEBT).

Or ||A1z||2 = 02A1AA] si I'on note o?A la matrice de covariance des (t =
1,...,n). D'ou
A=A7YAIAYT +BEBTATT.

NotonsB = (@i,..., %, 01,...,6q) | le vecteur des paragires. Sous I'hypotse que
zaune distribution normale, de vecteur moyefieéde matrice de covarianc@A,
la f.v. s'écrit

L(B,0%;2) = (2m) 20 "(detA) /2 exp<—lizzTAlz> : (6.6)

On peut éterminerA~* & partir de

A1=ATA](1h+ABZB A))1AA;,
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d'ou
z'A1z=8"(1,+ABZBTA]) &

ou &= AA1z est le vecteur deg que I'on obtient en remplacant dans (6.5},
par O, c’esta-dire en appliquant la @hode conditionnelle de la section 6.1 . Le
but est déviter I'inversion d’une matrice x n. On part de la remarque suivante : le
produitA;B peutétre remplaé par le produiA3B* ot B* est la matricen x h desm
seules lignes non nulles deet A5 est la matricen x m constitlee desn premeres
colonnes de\,. Cette substitution conduit

Z'A1z=8"(1,+A;B'ZB*TA;") 1B

On a deja utilise piecedemment uneegle d’inversion pour matrice partitioéa
(4.14) . Avec les rames notations mais en permutant les indices 1 et 2, on arrive
pourA?2 & I'expression

AL+ AANAMA LAY avec  AM= (A1 —ApRATA) L
Enégalant les deux expressionsA, on obtient

(A2~ A2lATTA1) 1 = As) + A A2 (A1 — A12A A1) TALALS.
On applique ici cette idenéitavec

A {An Alz} _ [—(B*ZB*T)l AsT
Ao1 A A3 In

pour obtenir
2N z=8"[l,—Ax{(B*=B ) 1+ AsTA} AL TR,

ce qui ne kcessite plus que deux inversions de matnaesm. Il n’est pasttonnant
que lesélements deA; puissent s’obtenir assez ament puisque la matrio@:gl
gu’on avait au @part est une matrice triangulaire et de bande. De plus)(#hi4
plique que

detA) = det(A11) detAzy — AziAT A1)
= det(Az2) det(A11 — A1A A1),
d’ou, avec les rames notations que ci-dessus,
detl,+A3B*ZB*TA;") = det{(B*ZB* " )det(B*ZB* ") 1+ A3T A3}

Le développement @sené ici est baé sur un article (Mlard, 1982c) qui
présente notamment laéthode de Ljung et Box sous une forme plus simple que
dans larticle original et dans lequel les liens avec unaierhombre d’autres
méthodes sont explicites (voir aussi Kestemont, 1983). leshode de Ljung et
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Box aéte geréralige aux processus MA multivés par Hillmer et Tiao (1979).
Mis sous la forme grsente, I'algorithme peétre geréerali€ aux processus ARMA
évolutifs. Les diferences essentielles sont les suivantes :

- I doit étre remplaé par une matrice diagonale dont Eéments sont inverse-
ment proportionnels aux variances des innovations;

- le calcul deA3, non cktaillé ici, devient plus complicg

6.3. La méthode de factorisation de Cholesky

La méthode de Ansley (1979) estf simple dans son principe. Elle est é&mas
sur la factorisation de Cholesky de (Voir Section 6.2), qui esté&finie positive :
A =PP', oll P est une matrice triangulaire &rfieure dont leg¢lements diagonaux
pii sont strictement positifs. Ansley&idemment @seng la nethode dans le cas
de processus ARMA constants mais elle est conceptuelleprestiue incharege
pour les processus ARMAvolutifs, en supposant que des hypstbs ont permis
de ceterminerA (voir Section 3.6).

Consicerons la @composition de Wold-Cra@én du p.p.i.(z;t > 1). Notons
l'innovation en t sous la formk&, ou varg) = 0?; hyo est donc lecart type de
cette innovation. La&composition de; s’'écrit

t—1

z=h&+) op (h—j&—j).
=

Afin de mettre cette relation sous forme matricielle, notidnia matrice diago-
nalen x n comportant lesy dans I'ordre croissang= (&,...,&,)" et ¢ la matrice
triangulaire inérieure comportant le¢j;. Plus péciment, lat-ieme ligne dep
s'écrit:

(pt—1ts-..,91t,1,0,...0).

Dés lors, il vient

z=¢He et e=H ¢z
Puisque le® sont des v.a. non cdkes, de variance?, on a successivement
A=072?|z|*=¢HH ¢,
A—l — ¢71TH71TH71¢71
n
72TA 72 = ZT¢—1TH—1TH—1¢—1Z —gle= Zé’
t=
et

detA) — (detd)?(detH)? — [H2
efA) = (detg)"(detH) ﬂh‘
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Il suffit donc de calculer les innovations normakse et lesh; Par substitution
dans (6.6) , on obtient :

n

18,0721 = 2 o ([9) Forn{ 552 3 ).

Il s’ensuit que

((B,0%2) = —g logo? — % log (ﬁhﬁ) — liztié‘z'

L’ équation de vraisemblance relative? donne comme solutiod? = ¥ &/n, d’ol
le logarithme de la f.v. concerée est

n

Sen(356) - Ewa(119)
_ _2|og[(iti§2) (tlﬂlh?)l/n] - 6.7)

Il suffit donc de minimises™, & ot & =& ([7hy) "

En cepit de la simplicié apparente, rien n'est gagren termes d’efficience
de l'algorithme car le calcul dél et de ¢ est relativement laborieux. C’est ici
gu'intervient I'idee fondamentale de Ansley : s’arranger pour is®it une matrice
de bande dont seulement un nombre restret paraklesa la diagonale princi-
pale soient non nulles. Il suffit pour cela que le processiigise 1)-dépendant, ©
r <n. Partant d€z;t > 1), on peut obtenir un process(s— 1)-dépendant de bien
des marires. Par exemple, on peut poser

X = 4, t:].,,p
T lz—@uz-1—— Optz—p, t=p+1,...,n

((B,0%2)

Le retard maximum dans le&édomposition de Wold-Craén, r, sera dep — 1 pour
Xp et deq pourx,t > p+ 1, puisque peut se mettre sous la forme Nid) :

X =6—0a 1—..— 6g& q

On a doncr = max(p,q— 1). La transformation de ax = (xq,...,x,) ' étant de
jacobien 1, le seul probie est donc @valuer ce que deviewk = ||x/|?/02. On se
base sur la section 3.6 mais le=talls ne seront pas doasici (Mélard, 1982a).
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6.4. La methode bage sur le filtre de Kalman

Consicerons le modle lineaire dynamique (m.l.d., &inition 3.28 ) dont nous rap-
pelons ici les hypothses, pour faciliter leeferences:

H) wy = Fwi1 + Gig (équation de transition)
rx1 rxrrx1l rxm mx1l

(H2) z = Hw + & (équation d'observation)
kx1 kxr rx1 kx1

(H3) Ft, Gt etH; sont des matrices nonésltoires
(Ha) z, w,& eta; sont des v.a. vectorielles
(Hs) & Les, Vt#s etE(a)=0,t

(He) llaf? ==

(H7) a L as,Vt #s, etE(a) =0, Wt

(He) llac]® =S

(Ho) & L es,Vt,s

(H10) E(wp) = 0 et|jwp| = 2o

(H11) wo L &, Vt, etwp L &, Vt.

Introduisons les notations suivantes :
Vi = Vi(z;t) est le sous-espace de Hilbert sous-tendu par

{(zo)i;s<tii=1,..k} et Vo={0};
U : le sous-espace de Hilbert sous-tendu par
{(wp)i;i=1,...k}U{(e)i;s<t, i=1..k}

U{(as)i;s<t, i=1, ..k}

v = P(v|\) : la projection orthogonale dedans\;

& =z —z;_1 : 'innovation dez; au tempg;

5 = |al? _ |

I : le sous-espace de Hilbert sous-tendu{déy);;i = 1,...,k};
Pyi—1 = [[We —Wye_1]|%,(t > 1) etPg_y = Zo.
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Lemme 6.1.

LM 1CM CU CUy,
2.W; L g.

Démonstration.

1. Ona (aM_1 C V; par la Proposition 2.35; (W), C Ui, 1 en vertu d'arguments
similaires; (c)\; C U; car(H1) peut sécrire sous forme de la&édomposition de
Wold-Crarrér de(w;;t > 0):

t—-1 j-1

Wy = J;(LL Fii)Gr-ja-j + (:rIFt—i)WO’ (6.8)

d’ou les composantes dg= H{w; + & sont des combinaisons &aires des v.a.
qui sous-tendenit);. La proposition esulte alors du fait qub; étant un sous-
espace de Hilbert, il est fen

2. La deuxéme partie de la propositioesulte directement degHg) et de(H11),
compte tenu de (6.8). O

Lemme 6.2.Pour tout t> 1 et tout h> 0, on a
(@) &n L Vi1,
(b) an L Vi1

Démonstration.En effet :
aihLwo et anhlwg par(Hi1)

&th,&+hle, s<t—1, par (Hs) et (Ho),
@ih.ahlas, s<t—1, par (Hg) et (H7),

donce p,a.h L Ui_1. Du Lemme 6.1, on @duit queg p, & n L Vi—1 puisque
Vi-1 C U1 0

Lemme 6-3-(Wt\t71)i eViia(i=1,...,k) etw — W1 L Vi

Démonstration.En effet,wy;_; = P(w¢[Vi—1) a ces propétes gace au teoeme
de projection (Proposition 2.17). a0

Lemme 6.4.& =z — Hiwyj;_1 = Hi(Wy — Wy 1) + & etéc .
Démonstration.En effet
zy1 = P(z[Mi-1) = P(Hwt + & [Vi1) = Hiwe 1

grace au Lemme 6.2.

Lemme 6.5.%; = HtF’t|t—1HtT +S.



76 6 LESTIMATION DES PARAVETRES DE MOLELES ARMA
Démonstration.
2 = [|&® = [|He(we — wye 1) +a?
= Hi[[we — Wye_q|[PH{ + [J@]|? + (He(We — Wee—1), &) + (@, He (We — Wy 1))
= HiPy_1H{ +S,

les deux derniers termes disparaissaatgraux Lemmes 64.6.3. ad

Proposition 6.6.Supposons quﬁt = HtPt|t_lHtT + S soit une matrice inversible.
Soit la matrice rx k

a1
Ky = FryaPy_1H{ 2 (6.9)
dite matrice de gain. Les relations suivantes sont alé@nsfiees pour tout & 1:
(Tw) Wit = FtenWehoge, Vh>1

(T2)  Wige = (Frea — KeHowee 1 +Keze

(Ta) Pyajt = FreaPye 1Fis + GriaSriaGliy — KiZK{

(Ta) P10 = F1ZoF] +G1%1G]

Démonstration.La demonstration est subdie en plusieurs parties:

(a) Demonstration dé€T) :

Weihit = P(Ween[Vt) = P(FinWiih-1+ Gran@n[Vt) = FronWen- 1t

grace au Lemme 6.2.
(b) Démonstration déT>) : Par la Proposition 2.38 , on\a = V;_1 @ |, d’ou

Wi = P(Wet1M) = P(Wet1[Vi-1) + P(Wepallr).

Notonsur = P(wi+1]lt) que la Proposition 2.24 permetédtrire

U= (Wei1,8)2 &,
Or (H1) et le Lemme 6.4 entfaent que

(Wi i1,&) = (FroaWe +Grya&y1, He(We —Wye—1) +a)
= (Feaa(We — Wy 1) + FryaWee 1+ Gra@,  He(We — Wy g) +a)
= Ft+lpt\t71HtT

par application des Lemmes 6.1, 6.2 et 6.3 efldg). On a donc
a1 .
U = FpaPoaH{ 2, & =K@

et, par consquent,
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Wit = Wepa-1 + K&
= FrraWye—1 +Ke(z — Hiwge 1),

gracea (T1) etau Lemme 6.4, puis
Wi = (Fpa — KeHo)Wye 1 + Kz
(c) Démonstration déT3) :

Peig = [[Wis1 — Wi gl
= |Frsa(We —Wyp_1) + G841 —Ki&||®2  (par H et Ty)
= Fraa|we —Wye—al[*Fi1 + Grrall@sa)|*Gilis
+(Fta1(We — Wi 1), Gria@41)
+(Gty 1811, Froa(We —Wy_1))
—(Wiy1 — Wes g, K@) — (K@, Wes1 — Wepqe) — K&Ky
= FeiaPy Pl + G Zia Gl — K&K

gracea (Hg) et au fait que les termes rectangles sont nlg; 1 — Wt+1‘t,§‘> par les
Lemmes 6.3 et 6.4, € —Wy;_1,6 1) par les Lemmes 6.2 et 6.3.

(d) Démonstration déT,4) : On aw; = Fiwg+ Gieg etwy o = 0 puis quevp = {0}.
Donc
Pl\O = ||W1H2 = F]_Z()F;_r + GlilGI

O

Proposition 6.7.Supposons remplies les hypesles du m.l.d. et de la proposition
6.6. La cecomposition de Wold-Craandu p.a.(z;t > 1) est alors

t—1
z=8+Y $i& (6.10)
=1

ou les innovation&, leur matrice de covariancﬁt et les coefficientg it s'obtiennent
au moyen des relations :
S = HPy 1H +S
t tht—1Mt )
T"—l
Kt = FryaPye—aHy Z; 7,
& =zt — Hewyeg,

j—2
b, = Ht(rLFt,i)th,-, j=1,..t-1, (6.11)
=

Wit = Froawge-1 +Ki&,

Peiat = FeraPre-aFd i1+ GriaZeaGl g — K&Ky,
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avec les conditions initiales

Pl\O = FlzoFI + GlzlGI

Wl\O =0.

Démonstration.La plupart de ces relations proviennent de la Propositién 6.
restea montrer (6.11) . Partons de

z =& +Hiwy_1,
ou
W1 = Ftwi g2 + Ki—1@-1.

Par I'application de la Proposition 3.6 au procesfug;_1;t > 1}, aveck; au lieu
deq@ etK;_1&_1 au lieu deg, il vient comme coefficientdg_;, j>1:

j—2
(]'L Foi)Ki—j

d'oll (6.11). 0

On peut @duire de ce qui @oede un algorithme pour le calcul de la fonction
de vraisemblance d'un processus ARKpAq) évolutif, vectoriel et gaussien. Con-
sidérons uneé&alisation de longueur nottez = (z],...,z} ). Soit B le vecteur des
paranetres. On @ésigne paf” une matricen x n de blocsk x k, le bloc en position
(t,9) étantlis = (z,zs), pourt,s=1,...,n. On utilise I'algorithme de la section 3.6
pour ceterminer led s requis. Dans ces conditions, la f.vestit

L(B,2) = (2n)*k”/2(detr)’l/2exp{—%zTF’lz}.
On met le processus ARMA, q) évolutif sous la forme d’'un m.l.ca I'aide de
la Proposition 3.32 . Avec les notations ci-dessus, on a dpac0 et doncS; = 0.
Les matrice;, F; et G; dependent des paranesf tandis queH; = H est une

matrice constante. La matri peutétre cetermiree comme suit. Des expressions
donrées pour les blocs constituamt, on ceduit que leh-ieme bloc $crit

p q
(Wi)h = Z-I¢j,t+h—1zt+h—1—j* Z i tih-184n1-j; (6.12)
= i1

ou I'on note By = —Iy. Des lors, le bloch, £) de Zy vaut
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P T
((Wo)n,(Wo)e) = 5 > @inalh-1-iv-1-j@j 1
J:
0 T
- Z @i h1An-1-i-1-10, 1
g

p
T T
- D OinaNr 1 jn1-i® 1

q q
.
+ ; Oin1Zh 1017001
i—fr 12T

ou

o 2, t=s
>:tS{o, t#s

Ais = (z1,65).

Il restea determiner\is pourt etsvérifiant les iregalies—p<t < -let—g<s<
0. Or A¢s Vérifie les relations suivantes

0, s>t
AIS: ztv s=t
Zt]_:si Qithi—js— B -sZs, S<t.

Si I'on suppose quep;,6t et Z; sont constants pour < 1, les expressions
ci-dessus se simplifient. De plus, on peut alogsedminerAs par ecurrence en
commencant par

Ao=A1 1=N =
No_1=@oN1_1-6010Z1=% 1 _>=..
No2=@oA 1 2+ @oN 2 2— 6021 =...

Cet algorithme gréralise celui de Kohn et Ansley (1982) au éslutif. Main-
tenant que tous legléments de base oite determires, les innovation® de
(z;;t > 1) sont donges par application de la Proposition 6.7 (ceEnne que les coef-
ficients de la @composition de Wold-Craen, bien qu’ils ne soient pagnessaires).
Consicérons le vecteué = (¢/,...,€])" et effectuons le changement de variable
qui fait passer de a €. La matrice jacobienneédiuite de (6.10) est triangulaire
inférieure et contient des 1 sur la diagonale principale. Lelj@n de la transfor-
mation vaut donc 1 . Or le§ sont des v.a. vectorielles mutuellement non &lées,
de vecteur moyenn@ et de matrice de covarian@ = HP;H ", grace au Lemme
6.5, c’esta-dire le bloq(1, 1) de la matricePy;_;. Puisque le processus est gaussien,
les& ont une distribution Be normale et sont donc mutuellementipdndants. La
f.v. peut doncttre Eécrite
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n

L(ﬁ;z) = rl(Z]'[)*k/Z[det(it)}fl/ZeXp{ B %,e\t—rit_lé}
t=

= (zn)‘”k/z[ﬁdel(it)] 71/2exp{ - ;tiétTitlé}-

6.5. La méthode rapide pour les mo@les ARMA constants
scalaires

Proposition 6.8.Supposons que pour tout;, Ft, G, Z; et S soient des matrices
constantes nées respectivemeht, F, G, Z et S. Une condition suffisante pour
gu’il existe un p.s.s(z;t € Z) qui soit solution du m.l.d. est

(a)det(l, —AF) =0pour|A| <1,

(b) Pyjo = Zo, ¢’ esta-dire queZ, est solution de Bquation matricielle

o =F3F' +G2G'. (6.13)
Démonstration.La decomposition de Wold-Cra@én de(w;;t > 0) donrée par (6.8)
s'écritici
t—1
Wy = Z}FJGQ_J- + Flwo.
=

On en eduit, poutt <s:

t-1 s1
(wi,ws) = (S FIGea_j+F'wo, $ F'Ges i + Fwo)
2, 2,
t-1 ,
= Z)FJGZG(FT)H“+FtZo(FT)S- (6.14)
=

Multiplions (6.13)a gauche paF! eta droite pafF " )S ' et sommons membie
membre poufj =0,...,t — 1. Il vient

-1 .
ZoF° = FEo(F)*+ 5 FIGZGT (FT)e (6.15)
j=

Par comparaison de (6.14) avec (6.15) , on voit uews) = ZoFS ! ce qui ressem-
ble & la fonction d’autocovariance d'un p.s.s. &R Si la condition (a) est remplie,
la Proposition 4.6 nous assure de I'existence de ce p.srsi@oons un b.b.s.c.
(a;t € Z) tel quea; L es pour toutt, savect # s. Définissongz;t € Z) a partir de
(H2) pour toutt € Z. Puisque

<ZtazS> - H<WtaWS>HT+<ataaS>
=HZF'HT +S8 s
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(ou & est le symbole de Kronecker), le p(a;;t € Z) estun p.s.s. O

Proposition 6.9.Soit(z;t > 1) un p.a. univaré qui \erifie les hypotases de Propo-
sition 6.8, aveca; = 0 et S= 0. Notonso? au lieu deZ;, 67 = HPy;_1H " au lieu
deZ;. Dés lors (6.9) et (3) s’écrivent respectivement

Kt = FPy_1H /67,
Py = FPy_1F ' + 07GG ' — 6°K(K{ .

Les relationenon&es dans la Proposition 6.7 peuvétiie remplaées par les suiv-
antes :
o1 =HLy_1/62
t—1 t—1/ -1,

Pye-1=Prgp—2—Licab{/67 0, (6.16)
Qt=Qt-1—0r-1FLi-g, (6.17)
Li=FLt1—0at-1Q¢1, (6.18)
67 = 67 1(1— o), (6.19)
Ky =Qi/d7, (6.20)
& =2z —Hwy_g, (6.21)
¢ =HF K, j>1,
Wi g = Fwyeq + K&, (6.22)
avec les conditions initiales
Qi =Li=FZH",
P10 = Zo,
07 = HPyoH T,
€ =12,
Wy = 0.
Démonstration.Les relations de la Proposition 6.&stivent ici:
Pii_1=FP_1oF " + GG of —Ki_1K{" 167 1, (6.23)
G2 =HPy_4HT, (6.24)
Kt =FPy_H' /62, (6.25)

&=2z—Hwy 1,9t = HFI K¢,
Wiy gt = FWye 1 +Kié,

avec les conditions initiales
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Pyjo = FZoF +GG' 02,
W1|0 =0.
Montrons que si les relations expi@@s dans la proposition sont valables au temps

elle le sont encore au temps 1. Notonsas = HL s/62 = L{HT /62 et Qs = 62K g
pour touts. Il suffit donc de montrer que

Peia = Pe1— Lily /67, (6.26)
Qt+1=Qt— atFLy, (6.27)
651 =67 (1—ap), (6.28)

pour que les autres relations soient automatiquement lealalotons qu’on n'a
pas besoin dtablir la relation relativex L. 1 qui est une éfinition alors que la
relation donnanPy ;; ne sert que dans leéchonstration mais peétre omise de
I'algorithme. Partons de I'expression Be, y; tirée de la Proposition 6.7 :
Peap = FPy aF T +GG 0% — KK{ &7
= F(Pe_qj—2— Li-a1l{ 1/62 1)FT + GG 0? — QiQ /&7
gracea (6.16) eta (6.20) . En ajoutant et retrancha®t 1Q," ; /62 ; on obtient
apres groupement et prise en compte de (6.23) et (6.19)
Pt = FPiag oF +GGT0% - QuaQl4/67
+Qi1Q 1/6% 1 —FLiaL{F' /621 —QQ/ /&¢
= Py1+(1/6){(1-af 1)(Q-1Q 1 —FLi1l{ ;F") —QQ/ }
= Py1+(1/){(1—af 1)(Q-1Q 1 —FLiaL{4F")
—(Qt-1—0t-1FLt1)(Q-1—at-1FLi—1) '}
gracea (6.17) . En effectuant, il vient
Pergt = Pyo1— (1/69){af 1Qu1Q 1 +FLe 1L F " —or 1Qu sl 4F'
—o-1FLi1Q 1}

= Pye-1— (FLi-1— o-1Qt-1)(FLi—1 — ot—1Qt—1) ' /7
= Pye_1— Lily /&7

apres avoir explo# (6.18) . Cecgtablit (6.26) . On @montre (6.27) comme suit ;
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Qui1 = 6711Ke41

= FPqH '

= F(Py_1—LiL{ 65)H"

= FPy_(H" —ar_1FL,

= 67Ky — a_1FLy

= Q¢ — atFL¢
en utilisant successivement (6.25) , (6.26) , (62%)uveau et (6.20) . Ensuite, il
vient de (6.21)

071 = HPyqHT

= H(Py_1—LiL{ )HT

= 67— (HL)?/&¢

=67 (1-ap),

ce qui cemontre (6.28) . Il reste doracétablir la validie des conditions initiales.
Les valeurs d&?, & et Wy|g Viennent directement de la Proposition 6.7. On veut

K1 = FPyoH" /G2 en vertu de (6.25) , don@Q; = 67Ky = FPyoH " = FEoH T,
compte tenu de la Proposition 6.8 . Finalement, paréenm argument
Py1—Pijo = FPyoF ' +GG ' 0% — KK 6 — Py
= —K1K/ 62
= -QiQ{ /&7,
On choisit dond.; = Q; = FZgH " pour satisfaire (6.26) en= 1. Mais alors

Q2= 05Ko =FPyH  =F(Pyo—LiL{/6f)HT
=FPyoH" —FL1L{H" /67
=F3H" —asFL,
= Q1—aiFLy,
ce qui \erifie (6.27) ert = 1. O

Proposition 6.10.Soit (z;t € Z) un processus ARMA,q) constant sous forme
d’un m.l.d. comme dans la Proposition 6.9 , avee max(p,q+1). Si p> q,
les équations correspondant aux lignes=jg+ 1, ...,r de (6.22) peuvenritre rem-
placées, pour t p—q+1, par

(Wepgit)j = Wep—1)j+1+ @

Démonstration.Puisque le processus ARMA, q) est univaré et constant, les ma-
tricesH, F etG de la Proposition 3.32 &trivent ici
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@ 1
H=(10,..,0, F=|' 11 |, G=| @
@0 .. 0 —6 1

Deés lors, (6.21) implique = & + (w;—1)1 tandis que (6.22) peuté&crire

(Wye—1)1 = @(We_1—2)1 + (Ki-1)18 -1+ (We_1jt2)2
(We_11t-2)2 = G(We 2 -3)1+ (Ki—2)2& -2+ (W2 3)3

(We_rp1pt—r)r = G (We_rp—r—1)1+ (Ke—r)r&-r,

ou

(Wi jjt—j-1)1=2—j—&-j.
On en eéduit donc que

A p(t) q(t)
+Zlq)j(zt—j Z (Ke—j)
= =1

oll on a pogé p(t) = min(t — 2, p) etq(t) = min(t — 1,r), tenant compte de ce que
@ =0 pourj > p etwyg = 0. Définissons

p(t)
X=2%—Y @zj  pour t>1
=1

Puisque les "sont les innovations d&;t > 1), ce sont aussi les innovations de
(x;t > 1) (Proposition 2.38 , remarque 2). Il s’ensuit que

o Fen,

est la &écomposition de Wold-Craen du processugg;t > 1). Pourt > p+2,0n a

p q
X=z-) @z j=a— ) baj
=1 =1

donc le processus estdépendant. Sa&tomposition de Wold-Cra@én, qui est
unique, est donc telle que les termes pgur g sont nuls, ce qui entiae que
(Kt—j)j = @; pourj > qgett > p+2. Pourj = g+ 1 cette simplification appaitedes
quet > p—q+1, de sorte qué¢Ky); = ¢ pour j =q+1,....r. La relation (6.22)
devient alors
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(Weiap)j = @ (Wye—1)1+ (Wee-1)j+1 + @&
= (Wyt—1)j+1+ @jz.

O

Proposition 6.11.Les composanteg; de u = ZgH' peuvent s’obtenir par les
équations

r

uh = zh((ﬁ ijh+1 - ejflAjfh)a h= 17 N (628b|s)
]:
ou
min(p,i)
A =—-60%+ > @A, i=0,..,r (6.29)
j=1
et donc
(Qu)i = (L1)i = @1+ Hit1, i=1..r (6.30)
avecly+1 =0.

Démonstration.On peut écrire (6.12) sous la forme

r

Wh = (@z—j+h-1— Bj—18jin).
J;’I ] J J J

Puisque(w; )1 = z, il vient en notant; = (z, &) :

Hn = (Zo)ns = ((We)n, (We)1)

r

= (S (#z_jih-1— Bj-18_j+h), %)
J; 1 Z—j+ i i+

r

= > (@Yj-nr1—0j-1Ajn).
é Vi i—14]

Or (6.4) entréne (6.29) . Consigrons maintenar®; = L1 = FZoH " = Fu. De par
la forme prise paF, il vient (6.30). a0

Des propositions de ce paragraphe on péduire un algorithme rapide de la f.v.
d’'un processus ARMA univagiconstant. Il s’agid nouveau dgvaluer (6.7) a les
innovationshe sonta remplacer pag et leurécart typeh; o esta remplacer pad.

Par congquent esta remplacer pafo& /6;) dans les notations de ce paragraphe-
ci. La méthode consiste en I&apes suivantes :

1) calcul des rapportg /a2 pour j = 0,...,r au moyen de I'algorithme de la section
4.13,pourlesy (i=1,....p) et@, (i=1,....q) donrés;

2) calcul des rapport /o2 et u, /02 par les relations (6.28bis) et (6.29) ;
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3) calcul des rapport®; /o2 etL;/a? au moyen de (6.30) et d&?/0? = p1/0? ;

4) on poseer = z; etwyp = 0 puis on calcule les par ecurrence en utilisant les
relations (6.17) , (6.18) , (6.19) , (6.20) , (6.21) et (6.2@) les deux membres des
trois premeéres sont divigs paro? ;

5) simultarement, on a calcélh? = 62/02,t = 1,....n, dont on @duit[{_, h .

Un programme en Fortran est disponibleette fin (Melard, 1984).

6.6. Comparaison des rathodes dévaluation de la fonction de
vraisemblance

Le tableau qui suit porte sur les principaux algorithmesppsds pourévaluer la
fonction de vraisemblance des processus ARNIA). Les deux criéres utilig€s
sont

(i) le nombre de multiplications et de divisions;

(i) le nombre de mots de @moire de zones de travail.

Seuls les termes principaux par rappor, p etq sont conser®s. De plusp et
g sont regligés devanh et 1 est kgligé devanip ouq.

Des ex@riences pratiques rappees par Mlard (1984) confirment I'efficience
de I'algorithme de la section 6.5 . En pratique, cet alganétpeutre modife afin
d’exploiter la convergence dé¢ky); versg;, ce qui peut fournir une approximation
aussi proche que I'on veut de la vraie valeur de la f.v. en mpteplus court que
la méthode de la s.c.n., voisiné@me du temps utiles par la néthode de la s.c.c.
Or, la nmethode de la s.c.n. est unéethode approde, au comportement incertain,
surtout lorsque destzos des polydmes AR ou MA sont proches de la frogre de
stationnarié ou d’inversibilig, respectivement. Il n’y a donc plus aucune raison de
I'employer.

La discussion qui f@aede vaut seulement pour les processus ARMA constants.
Pour ce qui concerne les processus ARBMIutifs, un seul algorithme est disponible.
Cependant, I'algorithme bassur le filtre de Kalman propés la section 6.4 , par-
ticularise au processus univaridevraitetreéquivalent.
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Tableau 6.1 Comparaison des principaux algorithme®wdiluation de la f.v. Notations: =
max(p,q+ 1), s=min(p,q), m=maxp,q), v = horizon de la pevision Etrospective.

Algorithmes Feferences Nombre de Nombre de Remarques
multiplications mots de
et divisions némoire
Approches
M. delas.c.c. (MCC) Box&Jenkins (1976) n(p+aq) 0
M. de la s.c.n. (MCN) Box&Jenkins (1976) (2n+2v)(p+0q) 2v avec une seule
iteration

Exacts
(ARMA constants)
M. directe (inversion dé) n3/2 n?
M. de Levinson Khabie- n?/2 n?

Zeitoune (1980)
Newbold (1974) n?/2 n?
Ljung et Box (1979) m 4 p/2 2m?

+n(p+ 20+ 2m)
Factorisation de Cholesky ~ Ansley (1979)  3p®+n(p+3d?) m?
de matrice bande Blard (1982a)

Filtre de Kalman Gardner, Harvey 3p?r®+n(p+ 3r?) ré

& Phillips (1980)
M. rapide Peariman (1980) (p?+ 302+ 2pm+gs avec I'algorithme

p
Mélard (1984) +3m?)+n(p+3g+s) 3(r+1) de Wilson (1979)
Exacts
(ARMA évolutifs)
Factorisation de Cholesky ~ &fard (1982a) P +n(p+9?) m(p+q)
de matrice bande +2n?
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Chapitre 7 . o )
LE MOD ELE ARIMA G ENERALISE

Dans les chapitres peedents, une large partede laisg€e aux processus ARMA
évolutifs ai les coefficients varient dans le temps de facon quelcqremiqui est
trop géréral sur le plan pratique. En revanche, on a toujours s@pas le p.a.
est cente, hypotlese trop restrictive pour les applications, et que les iations
sont distrib@es selon une loi normale. Le nwd ARIMA gérérali€, fruit de la
synthese d’apports egtieurs et de contributions personnell&sinit plusieurs voies
de geréralisation des mades ARIMA, bages sur des principes simples. Afin de
pouvoir repésenter des s.c. le méle doitétre
1. suffisammentéréral;

2. parangtre au moyen d’'un nombre linGitde paramatres susceptibles &lre in-
terpiétes;

3. exprimable sous forme d'un algorithme de calcul desiduse a partir des
donreesz.

Un logiciel aét mis au point afin d’estimer les paratres de ce made. Sous
le nom de ANSECH (ANalyse des SEries CHronologiques3lévtl, 1982b, 1983),
il a éte develop@ pourétre utili€ sur les ordinateurs Control Dat&(gs 6 000,
Cyber 70 et 170) . Pour un exemple d'illustration desédéghtes composantes du
mockle ARIMA gérérali€, nous renvoyons le lecteaMélard (1985) qui utilise le
méme exemple que Kashyap et Rao (1976).

7.1. Le mockle ARIMA géneéralisée

Le mockle ARIMA gérérali€ que nougtudions ici est éfini par les troigquations
suivantes:

e (le sous-modle de la variable)

DI0RACA (&~ W)/ fi} = 0P+ etm) (7.1)
%4 7 |

89
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e (le sous-modle ARMA évolutif)
p q
W — Zl‘”t""t*i =a— Z Bjtaj, (7.2)
i= =1

e (le sous-modle de 'innovation)

a=a{ya+w} (7.3)

dans lesquelles les notations suivantes sont &gfis

(z;t € Z) est le processustudi, qui n'est pas @écessairement un p.a.s ;

(w;t € Z) est un p.a.s. qui n'est pagecessairement un p.s.s.;

(ai;t € Z) est le processus innovation, congtitie v.a. indpendantes mais qui
n'est pas Bcessairement de moyenne nulle ni stationnaire;

e (&;t €Z) estle processus innovation norméligui est b.b.s.c. de moyenne 0 et
de variances? ;

o Vi fo, ¥, e, my, @ (i=1,...,p), 6t (j=1,...,0), ¥, o etyM sont des fonctions
déterministes dé de forme analytique&termiree mais @pendant d’'un nombre
fini de parangtres inconnus;

09 est I'operateur de difirence ordinaire, & d fois;
02 est l'operateur de diférence saisonaie, de priodes, iteré D fois;

o C,(.) est une fonction épendant de para¥tresi inconnus.

On suppose que les domes sont transforées en innovations normadisse, par
la succession des émtions suivantes:

1. on soustrait}, fonction nulle partout saufl ol I'on désire repesenter I'effet
d’interventions (voir-ci-dessous) ;
. on effectue une transformation instarée@, (.) ;
. on divise par la tendance multiplicatiVig
. on applique les diffrences afin d’obtenir un p.a.s.;
. on soustraiyP, qui est une autre fonction d’intervention, capable deé&sgnter
les changements brusques de niveau;
. on soustrait une tendancetdrministev;, fonction polynomiale dé;
7. on soustrait une composante saisenmmiceterministem, qui est une fonction
périodique de, de somme nulle sur un intervalle de longuegalea une griode;
8. on applique le filtre ARMAévolutif ;
9. on divise les&sidus pag; qui repésente une tendance ecart type des innova-
tions ;
10. on soustraiy} qui est une fonction d’intervention portant sur la moyenas d
innovations;
11. on divise payy , ol yP estégalement une fonction d’intervention, qui agit donc
sur I'eécart type des innovations.

a b~ wiN

(e2)

Remarque.Les fonctionsf;, g;, y¢ ety sont suppadss strictement positives.

Exemples.
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1. y} prend en compte les interventions, les changementéfifétibn de la grandeur
étudie, les valeurs aberrantes;

2. C, (.) peutétre la transformation logarithmique ou une transfornmatie puis-
sance;

3. une tendance multiplicative peut appamapar I'influence de Bvolution demo-
graphique ou des prix ;

4. I'emploi de differences permet de réggenter desssies qui n’ont pas de moyenne
ni de variance;

5. la fonction d’interventionyP est pratique pour maiser un changement de
niveau dans la&ie;

6. silatendance est polynomiale, il sera plus facile depfemer directement sous
la forme dey; plutdt que de leliminer par diferences ordinaires;

7. de néme, si le saisonnier s’exprime sous forme d'une fonctienogiquem,
I'inclure dans le modle évitera de devoir Bliminer par diference saisonéie ;

8. le filtre ARMA évolutif ou le filtre ARMA constant permet de calculer les in-
novationsa partir des observations pass, pealablement transforees, et des
innovations pagses ;

9. la division pag; stabilise la variance des innovationsé&iminant une tendance
éventuelle dans cette variance ;

10. la fonction d'interventioy permet d’agir directement au niveau de la moyenne
des innovations qui est donc susceptiblétc non nulle;

11. lafonction d'interventiont a le méme effet au niveau dedtart type des innova-
tions, afin de ref@senter, par exemple, unérde troubde au cours de laquelle
la dispersion &té plus grande.

Il est @évidemment inconcevable déunir simulta@ment toutes ces extensions
dans l'analyse des doéas d’'une &rie. Toutefois, une ou deux d’entre elles peut
s’averer utile, voire indispensable.

7.2. Les interventions

L'approche habituelle pour traiter les interventions estles repesenter sous la
forme d’une fonctiory} avec

| .
=3 (74

avecyl) = vi)(B)&", o les & constituent des fonctionseterministes, par ex-
emplea valeur binaires pour indiquer lageence d’intervention ou I'absence. Les
seriesv() (B) dependent de parairesa estimer et peuvent dorétre plus parci-
monieusement repsenkées par le rapport de deux pobmesaw (B)/& (B).

Cette approche est ekinement iriressante pour métiser I'effet d’'interventions

réelles sur la grandewgtudiée (changement degfinition, de Eglementation, de
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circonstances,...), voir par exemple Box et Tiao (1975)tBitharyya et Layton
(1979), Roy et Pellerin (1982), pourvu que ces effets pnisé@e dcrits sim-
plement. Quand le but est de corriger les degs) afin de diminuer I'influence de
phénonenes passagers (CriseReEs,...) sur les parartres du moédle stochastique
ou de repesenter des effets de nature complexe, &hode bae sur les fonc-
tions de transfert est la fois peu pratique et peu eff|C|ente En effet, pour chaque
phénonenea faire mtervenlr il faut introduire une s& et deux poly®mesw (B)
et & (B). Pwsque{t est souvent presque partout nulle, la plupart des calculs so
effecties sur desaros. De plus, la repsentation d’interventions complexes s
des difficuleés dans le choix de ces s.c. et des poiyes.

Une approche plus apprope pour traiter ces cas consis‘ierepésentery{

comme fonction ligaire par morceaux du type (7. 4) Notoﬁ@ [31 yene [3,(72>
des Eels (constantes ou paratres) et < t() < tm des instants figs, pour
i=1..1.0npose
O S A
%= Bo 3B ) B ) 8, <<t (k=2..m)
ailleurs,
(7.4)

corrigeant ainsi (Mlard, 1981). De plus, en permettant I'usage des foncyyPns
etyM dans le modle ARIMA gérérali, on dispose de trois regsentations entre
lesquelles on peut choisir ou que I'on peut combiner:

@B)0(z—y)=06(B)a

@(B)(0z —yP) =
@(B)0z = 6(B a+y“"

Cette derrére repésentation est apgs intervention sur I'innovation (Fox,
1972, Chang et Tiao, 1983 et Bell, 1983). Formellement, ii@s approches sont
équivalentes puisqug, y° etyM sont liees par les relations

=0y et @B)y =0BW.

Du point de vue de I'estimation des paraimes, il n'y a pagquivalence entre
I'emploi deyP ouy!, d’une part, et dg, d’autre part. En effet, la psence dgM
introduit une modification dansévaluation de la f.v. qui sera traga la section
7.9.

Les types d'interventions dis@#gs auparavant ont un effet sur la moyenne. Il est
aussi utile de disposer d'intervention su&dart type, sous la forme d’une fonction
yp dans le modle (Mélard, 1981):

@(B)0z = 6(B)(y7a).
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Il s’agit clairement d’'un moéle ARIMAG , défini a la section 3.5. Dans ce cas,
la f.v. exacte doitetre évallee au moyen d’un algorithme pour mids ARMA
evolutifs, neme s'il N’y a qu’un seul instant d’intervention.

7.3. Les transformations

La famille de transformations qui est utis le plus fequemment est celle des puis-

sances
(z+0*, A#0
log(z +c¢), A =0,

en supposar(z + ¢) > 0 pour tout. Afin que la famille soit continue comme fonc-
tion deA, méme em = 0, on cefinit plutbt

(z+0* -1
Cz)=4 3 270 (7.5)
log(z+c), A=0.

On suppose que peutétre approch par un processus gaussien égligeant le
fait que le domaine deddinition est borg inférieurement sk > 0 ou su@rieurement
siA < 0. Box et Cox (1964) et Ansley, Spivey et Wrobleski (1977) oqia=e une
méthode pour I'estimation simultée deA et des autres parastres du moéle. Cer-
tains logiciels kcessitent encore d’essayer le rledpour quelques valeurs desn
laissanta I'utilisateur le choix de la valeur finale. En ce qui con@sznon sait (par
exemple, Hill, 1963) que I'estimateur du m.v. vaumin(zi, ..., z,). Il est donc sité
sur la frontere de I'espace des paratres puisque; + ¢ = 0 pour au moins um.
De plus, la f.v. est non boge. Il convient donc dviter I'estimation dec . A la
section 7.8, onéveloppe la rathode d’estimation simult&e,c exclus, en utilisant
la transformation sous forme normaés:

zZ -1
Gz =4 a1 270 (7.6)
Glog(z), A =0.

ol G = ([, z)Y/" est la moyenne &netrique des dor@es. Signalonséai que
les facteurs introduits dans (7.6) proviennent égdluation du jacobien de la trans-
formation, tel qu'il iesulte de (7.5).
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7.4. La tendance multiplicative et la tendance egcart type des
innovations

La tendance multiplicativef;, et la tendance eBcart type des innovations,
sont introduites afin d’obtenir un mekk FARIMAG (Dgfinition 3.15). On suppose
fi > 0 etg; > 0. Ces deux fonctionsépendent d'un petit nombre de parnes.
Compte tenu de ce que la tendance en dispersionéestajement &s moérée,
une fonction lirgaire ou une fonction exponentielle donnent souvent @ssltiats
suffisants, presque identiques d’ailleurs.

Il N’y a pas inéréta inclure simultaBmentf; etg;. Dans le cas particulier d’'un
processus FARMA aveé; = exp(ft), donc tel quefi_; = frexp(—fBj), on peut
réécrire 'équation d'un modle FARMA

p q
'S gexpBiza-j=Y o
IJZOJ JJ_ZOJJ

sous la forme d’'un magle ARMAG

Ji‘/’fzt—j = iej’(gta_,-)

o =@expBj), 6 =6expBj), g="

(Kiehm, Lefevre et Melard, 1980). Ceci montre qu'il peut y avoir confusion entre
les effets def; et deg:. On verra ulérieurement qu'il y a avantagenormaliserf; et

g: de sorte que
n n
ft = O = 1
ne=n

avec

ouh=d+Ds+1.

7.5. Le sous-moéle ARMA évolutif

Le sous-modle ARMA évolutif est un cas particulier du mel&étudié au chapitre

3, dans lequel on veill@ employer un nombre linétde paramtres. Le but est
souvent de disposer d'un méleé quiévolue lentement avec le temps au lieu de
rester constant. & lors, il est acceptable de se limiter, pour les coeffisignet 6;;

a des fonctions ligaires (owa des fonctions exponentielles) du temps. Cela permet
d’interpréter ai€ment le caraéreévolutif du moale et de simplifier au maximum
I"évaluation de ces coefficients quemendent du temps. En considntg; a titre
d’exemple, on a donc la paratnisation suivante:

w=qg+q'(t-v)
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ou
@ =@ expg'(t—v)]

avecv = d+ Ds+ (n+1)/2. Nous n'avons pas envisaglans le logiciel d'autres
possibiliés telles que les coefficients variant de facériqgrique (Pagano, 1978) ou
par saut (Bagshaw et Johnson, 1977).

Le sous-modle ARMA évolutif contientévidemment le sous-mete ARMA
constant comme cas particulier. Celui-ci est pagaede fagcon multiplicative, c’est-
a-dire

¢(B) = go(B)¢s(B).  6(B) = 6o(B)6s(B),

(les indice<D et Srepiesentent respectivement ordinaire et saisonnier).

Une autre paragtrisation du sous-maéte ARMA est disponible afin de cou-
vrir les mockles particuliers sous-jacents au lissage exponentietigid , au lis-
sage exponentiel avec tendance, au lissage exponentiadltd&\iters (Melard et
Rouland, 1986).

7.6. La difference ordinaire et la tendance éterministe

On sait que la solution d’unequation aux diférences telle que
[(1-B)"*z] —p=(1-B)'a (7.7)
est de la forme

r .
D% — Z)Bjt’ =@
j=

avecf; = u/(r!). On peut donc utilement inclure une tendanegedministe dans un
mockle, par exemple lorsqu’'un mékk ARIMA estiné sur base de doéses four-
nit une équation ressembla@t (7.7). Plus gréralement, le magle ARIMA avec
tendance polynomiale additiveégrit

®(B)[0% — ] = 6(B)a,

ou g est un poly@me ent de degé r. On peut utiliser une paraétrisation par le
biais des polyimes orthogonaux, par exemple, pour un pdlye de dedr 3:

, M1 3% -7

b= o Bult V) o (v T 4 -0 - T v

ouv = (n+1)/2 estle milieu de l'intervalle des observations,egpapplication des
différencegventuelles.

Il estévident qu’une s.c. pisentant une tendance polynomiale sera mieuxrepr
senée de cette fagcon que par un netelavec diference eguliere puisque celui-ci
risque détre non inversible, comme l'est (7.7).
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7.7. La différence saisonrére et la composante saisonare
déterministe

La solution d’'uneequation aux difrences telle que
(1-B%z=(1-B°a

n'est pas de la formg = & mais bienz = u +m + &, ou m est une fonction
periodique de priodes, doncm = m_s pour toutt, telle quey;_;m = 0 et est
une constante (Abraham et Box, 1978).

Plus gereralement, on a le médte ARIMA avec composante saisoare ceterministe

@(B)[0% —m] = 6(B)a.

La fonctionm peutétre pararétree a l'aide de(s— 1) valeurs, par exemple en
t=12,..,5s—1, oualaide degs— 1) coefficients de Fourier, c’est-dire les co-
efficients de la @composition finie de Fourier

l(s-1)/2 2mjt L
m = ajsin——+
J; S =

s/2] i
bj 003271%7 (7.8)

ou x| est le plus grand entier contenu dansAfin d’obtenir un moeéle parci-
monieux, il peut s’agrer utile de combiner partiellement les deux pagtisations

sous la forme
m =m +ny,

ou nY etm’ sont deux fonctionségriodiques de @riodes, dependant respectivement
dek’ etk” parangetres k' +k” < s—1 et cefinies comme suit : on choidit instants

t dans{1,2,...,s}. On introduitk’ paranetresc; (i = 1,...,k’) qui servent cfinir
m comme Suit :

”f{ G, sit=t (i=1,...,K)
o —ﬁzq Sit%{tl,...,tk/}

de sorte qug;_, m = 0. On cEfinit ensuitem’ commeétant la somme de’ termes
de (7.8), diminée d'une constante telle qyg_, m’ = 0.

Une justification de l'introduction de la composante samere deterministe
est donige par Abraham et Box (1978). Elle convient mieux que laédéffice
saisonngre lorsque le mouvement saisonnier est rigide. Au cosiréirdifference
saisonnére permet une meilleure rég@entation d’un mouvement saisonnier qui
évolue au cours du temps. Dans certains cas il y @@h& combiner les deux
procades comme le montre I'exemple suivant. Supposons{gue m(1+ngt);t €
Z} soitun p.s.s.,om etn; sont des fonctionsariodiques de @riodes. Appliquons
'opérateurls = 1 — BS. Il vient Osz — Osmy — Osmyngt = Osz — smng. Posons
my = smn;. On voit qu'on a inkrét & consi@rer Osz — m{'. Une s.c. engenée
par ce p.a. appaitgta comme ayant un mouvement saisonr@eoluant de fagcon
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réguliére, lirkairement de fait. Plus @ciment,ny est I'accroissement annuel du
coefficient saisonnier du mois

7.8. Lestimation des paranetres: la méthode conditionnelle

Le mockle ARIMA gérérali$ contient un certain nombre de pakgtnes:

e la varianceo? des innovations normaBese,

les paramtres inclus dans les polymes AR et MA, y compris ceux qui car-
acérisent |évolution en fonction du temps,

les paranatres inclus dans les fonctions d'interventignyP, yM ety?,

le paranétreA de la transformation de puissance,

les parargtres inclus dans les fonctioniset g;,

les paramtres inclus dans la tendanogeterministeL,

les paramtres inclus dans le saisonnigterministan.

Nous symbolisons par le vecteFensemble de ces parasinesa I'exception de
02. On dispose d'une s.€z, ..., z,) & partir de laquelle on veut estimgret o2 au
moyen du criére du maximum de vraisemblance, sous I'hypsthque leg; sont
des v.a. in@pendantes de moyenne 0 et de variaméeNotons/ = d + Ds, ol d,
D etssont respectivement I'ordre de la difence ordinaire, I'ordre de la déffence
saisonngre et la @riode saisongire. Remarquons que n’est pas gcessairement
unev.a.s. lorsqué> 0. Dans ce qui suit, on congitke donc la f.v. conditionnelle par
rapporta zg = (z,...,z) ' . Dans une prengre approche, onéveloppe la rathode
du m.v.c., ce qui consisgesupposer figes, non seulement, ..., z;, maiségalement
les z et lese qui doivent servir de valeurs initiales I'équation aux dirences
(7.2), cesta-dire ., 1,...,Z,p €t €p_q+1,-.-,€p. NOtONSVy le vecteur de ces
valeurs initiales. La f.v. €crit alors, en posatit=/+ p+1etN=n— ({+p)

1 n
5]
On doit exprimelg; en fonction des observatioans ..., z,, ce qui introduit en facteur
le jacobien de la transformatial{B), c'esta-dire le é&terminant de la matrice des

(dea/0z,) pourt,u=h,...,n. Cette matrice est triangulaire &rfeure puisque; ne
dépend pas deg pouru > t. Le jacobien est donc le produit deféments diagonaux

L(B,0%220,v0) = (2110%) /2 exp

n de
3B =T 55
t=
Or
98 _ gyd 202
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da _ ow _ . 19C(z—W)
0z 9z ! 9z
compte tenu de 7.5).& lors

=flza-y+ ot
B = ﬁ[gﬁfﬁ(yﬁ)lm Yoty
t—

Normalisons les fonction§, g ety? de fagon telle que

fe-fe=nf-

n

I(B) = |1(Zt Vot =GN,

t=

Par congquent,

ol G est la moyenne@pnetrique degz —y} +c), pourt = h,...,n. On a donc

L(B. 0% 2|20, o) = (2110%) N/2GNA "V exp [;z ief(ﬁ)] 7
t7

ou &(P) est la valeur de détermiree en fonction deg, a I'aide des relations de
recurrence (7.1-3), pour les valey8sles pararatres. Posons

0. =0G A1

de sorte que

L(B.0% Zj20.v0) = (2710%) N/2exp [— : i{@me“lﬂ |

207 2

Notons queg(B) = &(B)G~*~1 s’obtient simplement en remplagant dans les

relations (7.1-3%, (z — i) parC, (z — Y} ), défini par (7.6). Le logarithme de la f.v.
concentee

5

2B aec sp-yE@P

i t=

logL = logL(B. 0% 22,.vo) = — 3 log(210?) -

peutétre maximig par rapporh g2. Or

dlogL N 1 SB)

do2 202 204

s’annule pou? = S(B)/N. On pro@&de donc en deugtapes :
(i) on minimiseS(B) par rapport B et on noteB I'estimateur ainsi obtenu;
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(i) on determine I'estimateur du m.v. d&, 62 = S(B)/N.

L’ étape (i) requiert I'utilisation d’un algorithme d’optisdtion. Compte tenu de
ce que la fonctiora minimiser a la forme d’'une somme de &syron peut songer
I'algorithme de Marquardt (1963) quéalise un compromis entre laétihode de la
plus grande pente et celle de Gauss-Newton, qui utilise pppaimation quadra-
tique de la fonction.

En plus deg et ded?, cet algorithme fournit une estimation de la matrice de
covariance dg3, calcuke sur base de laébrie asymptotique des estimateurs du
maximum de vraisemblance, en supposant que celle-ci siifige, ce qui n'est
pasévident lorsque le processus ARIMA estolutif au lieu détre constant. On

part de
w53
2 -1
-2 (< (ogag)]
Or
e T T

Dans le cas d’'un processus ARIMA nogrgrali®, les paramtres degB8 sont em-
ployés exclusivement dans les coefficientseda(B) et z_; pouri > 1, de sorte
que(d¢e’(B)/dB)= (da(B)/dP) est une v.a. non castee aved (). L'espérance
mattematique du second terme de (7.9) est donc nulle, ce quiiguisistimation
de||B||* par

* 0BT OB

comme fourni par I'algorithme de Marquardt. En revanchasda cas d’'un mogle
ARIMA gérerali, certains paragires tels ceux contenus dafasg;, y ainsi que
A, apparaissent dans le coefficientzleLa simplification mentionee plus haut ne
survient donc plus, ce qui imposeédaluer (7.9) en tenant compte de leridlee
partielle seconde (Brubacher, 1977).

6Zl“ ob; (B) abé(i%)]‘
t

7.9. L'estimation des paranetres: la méthode non conditionnelle

On veut @éterminel (B, 02; z|z) c’esta-dire laf.v. conditionnellazp = (z, ..., ) "
mais sans gifications de valeurs initiales. On suppose que la digdtah liee de

x = 092 {C (2 —yh)/ 1) (t=C+1..0)
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... est normale, de vecteur moyerivieet de matrice de covariande de sorte que,
en notanx = (Xp11,...,Xn) :

L(B,0?;2z|z0) = (2712)(”f)/z(detl')l/zexp{—;(x ~M)"Tr(x—Mm )} .

Le probEme est de &terminerM et d’appliquer 'algorithme de la section 6.5
dans le caswon se raranea un processus ARMA constant ou I'algorithme de la
section 6.3 dans le casi@n se rarane plubt a un processus ARMAvolutif. On
sera dans ce dernier cassde momentg; # 1 ouyP # 1 pour au moins uhou si
au moins un des coefficients du sous-ledARMA depend du temps. En revanche,
la presence d€) (z —y}) ou de f; n’a aucune incidence puisque ces composantes
du mockle agissent au niveau du sous-raledde la variable, donc avant que le sous-
mockle ARMA n’entre en jeu.

Consicerons donc la &termination deEg(x;), I'esperance conditionnelle de
sachantzy, ce qui est lElement gréral deM. De (7.1-3) on @duit les relations de
récurrence:

Eo(x) = Eo(wt) +Y{ + ki +m,
p q
Eo(Wt) = Eo(a) + ) @Eo(Wi-i) — ) BjtEo(a—j),
2, Folho0) ™ 2 Brole
Eo(a) = Yot
Le probbEme est donc de trouvervaleurs initiales pouEg(w;) (t =¢—p+1,...,¢)

qui permettront de &erminer les valeurs suivantes pacurrence. Skp(a;) est de
forme connue pour todif on peut partir de lagtomposition moyenne mobile infinie

de(w;t € Z)
W = E Yjrag—j.
J: ] J

En pratique, on utilisera une somme finie @égyligeant les termes, tels qug | < €
pour toutj > J(¢g), mettons, a € est fixe a priori. On emploie alors

J(g)
Eo(w) = J;]wltEO(al—J)-
Dans des cas particuliers, il est possible de simplifier tmitaNotons
q
M =Eo(a) — i;(911 Eo(aj)-

SiyM = 0 pourt < ¢, alorsA; = 0 et doncEg(w) = 0 pourt < . SiyM = ' est
une constante non nulle pouk /4, et si I'on suppose comnila section 6.4 que
@ = @y, Bt = 6, g = gy pourt < ¢, alorsA; est une constante = A,, et donc
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S NS b ¥ L W,
1- Zipzo @ 1- Z.pzo Qe '

Dans les rémes conditions concernant l@s, les 6;, et lesg;, on peutégalement
consicerer le cas 0 yM = m{ + p’, ol m{ est une fonction griodique, de priodes et
dontla somme sur uneepiode vaut 0 e’ est une constante non nulle. NotaméB)
et 6,(B) les polyrdmes AR et MA, respectivemerg, 1'instantt = ¢ et Y (B) =
@ 1(B)6,(B) = 35 o Wj/B. Géreralisant (7.10), il vient

Eo(w) t<e. (7.10)

Eo(wt) = getpe(B)(m{ + 1)

s—1 Y
=g Wis htoe e .
gfLZ)(iZﬁ +h>”fh » (1)6(u)
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Glossaire

Z Ensemble des entiers 1
R Ensemble de<tels 1

z Variableétudie (scalaire) 1
z Variableétudiee (vectorielle) 1
k Nombre de dimensions de large chronologique 1
s.C. Serie chronologique 1
p.a. Processusé&toire 1

n Longueur de la&rie chronologique 1
f.d. Fonction de distribution 3
F(.) Fonction de distribution 3
N Loi normale 4

€ Non corgélation 4
i Indépendance 4
E() Esperance matbmatique 7
v.a.s. Variable &atoire cen&re du second ordre 8
var Variance 8
cov Covariance 8
- Norme d’un vecteur 8
li.m. Limite en moyenne 9
() Produit inérieur, gramien 8
1112 Care de la norme 8
2 =0 8
P(.[.) Projection orthogonale 9
@ Somme directe d’espaces 9
(.t;t € Z) Processus &éhtoire 11
C Ensemble des complexes 7
T Symbole de transposition 7
|| Valeur absolue ou module, selon le cas 8
N Symbole de conjugaison 8
\Y2) Espace de Hilbert des variableg¢afoires du second ordre 8
v Quel que soit 9
ssi Si et seulement si 7
>0 Matrice cefinie positive 10
>0 Matrice cefinie strictement positive 10
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b.b.s.
b.b.s.c.
b.b.s.n.
b.b.c.
b.b.n.
V2(Z;t)
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b (B)

D
ARIMA

Pn

Il existe
Appartenant
Bruit blanc
Processusédtoire du second ordre
Bruit blanc du second ordre
Bruit blanc du second ordre constant
Bruit blanc du second ordre normalis
Bruit blanc constant
Bruit blanc normales
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12
12
12

Sous-espace leaire ferné sous-tendu pdrs);;i=1,....k,s<t 13

Inclusion

Intersection
Vs (z1)

Processus purement &tdrminable
Processusaterminable
Autorégressif moyenne mobile
Autorégressif
Moyenne mobile

Processus innovation

ARMA d’ordre (p,q)

AR d’ordre p

MA d'ordre q

Opérateur de retard droite
Ogerateur polynomial de retagldroite
Opérateur de diffrence ordinaire
Opérateur de diffrence saisonéie
Matrice unié d'ordrek

Inverse de I'0.p.r.d. constamiB)
Mockle linéaire dynamique
Prévision d’horizorh fait ent
Processus stationnaire du second ordre
Méthode des moindres cas conditionnelle
Méthode des moindres casrnon conditionnelle
M éthode du maximum de vraisemblance
Somme des cas conditionnelle
Fonction de vraisemblance conditionnelle
Somme des cas non conditionnelle
Fonction de vraisemblance
Fonction de covariance
Fonction d’autocovariance
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