
BA3 en mathématiques
Exercices d’analyse

Séance 14 bis

Systèmes orthogonaux

1 Introduction
Soit ]a, b[⊂ R, avec −∞ ≤ a < b ≤ ∞, et soit µ une mesure boré-

lienne sur ]a, b[. Supposons que P |]a,b[ ∈ L2(]a, b[, µ) pour tout polynôme P .
Appliquant le procédé de Gram-Schmidt dans L2(]a, b[, µ) à la base ordon-
née {1, x, x2, x3, . . .} du sous-espace des polynômes, on obtient un système
orthogonal {p0, p1, p2, p3, . . .}.

Cette procédure produit des systèmes orthogonaux de fonctions dont
certains sont très utilisés en physique (particulièrement en mécanique quan-
tique). En voici quelques exemples avec dµ = w(x) dx, où w ∈ C∞(]a, b[).
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En pratique, le procédé de Gram-Schmidt n’est pas toujours la façon la
plus commode d’obtenir l’expression de ces polynômes. Alternativement, on
peut par exemple utiliser

— des relations de récurrence (voir exercices 1 et 3) ;
— les formules de Rodrigues :

Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n, (1)

Ln(x) = ex

n!
dn

dxn
(xne−x),

Lαn(x) = x−αex

n!
dn

dxn
(xn+αe−x),

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x

2 ;

— la méthode des fonctions génératrices (on voit les polynômes
pn(x) comme les coefficients d’une série de Maclaurin en t d’une fonc-
tion F (x, t)) :

∞∑
n=0

Pn(x)tn = FP (x, t) = 1√
1− 2xt+ t2

, (2)

∞∑
n=0

Ln(x)tn = FL(x, t) = e
−xt
1−t

1− t ,

∞∑
n=0

Lαn(x)tn = FLα(x, t) = e
−xt
1−t

(1− t)α+1 ,

∞∑
n=0

Hn(x)
n! tn = FH(x, t) = e2xt−t2 .

2 Exercices
1. Soit {pn |n ∈ N} une suite de polynômes orthogonaux dans L2(]a, b[, µ),
avec deg pn = n. Montrer que pour tout n ∈ N0, il existe an, bn et cn ∈ R
tels que la relation de récurrence

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + cnpn−1(x)

soit satisfaite.

Les exercices suivants concernent plus spécifiquement les polynômes de
Legendre.

2. Démontrer comme suit les formules (1) et (2). On pose

PRn (x) = 1
2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n.
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(i) Vérifier que PRn est de degré n, et que PRn ⊥ PRm dans L2(−1, 1) si
m 6= n.

(ii) Vérifier que
∑∞
n=0 P

R
n (x)tn = FP (x, t).

(a) En considérant PRn comme une fonction à variable complexe, dé-
duire de la formule de Cauchy que PRn est donnée par l’intégrale
de Schläfli :

PRn (x) = 1
2n+1πi

∫
C

(z2 − 1)n

(z − x)n+1 dz,

où C est une courbe fermée simple bordant un domaine D conte-
nant x.

(b) Fixant x et C, montrer par le critère de Weierstrass que si ε > 0
est assez petit, la série

∞∑
n=0

(z2 − 1)ntn

2n+1πi(z − x)n+1

converge uniformément en z ∈ C pour tout t ∈ ]− ε, ε[.
(c) En déduire que

∞∑
n=0

PRn (x)tn = − 1
πi

∫
C

dz

tz2 − 2z + 2x− t

= − 1
tπi

∫
C

dz

(z − z−)(z − z+) ,

où
z± = 1±

√
1− 2xt+ t2

t
.

(d) Si t est suffisamment petit, D contient z− mais pas z+. En déduire
que

∞∑
n=0

PRn (x)tn = 2
t

1
(z+ − z−) = 1√

1− 2xt+ t2
, (3)

(iii) Vérifier que PRn (1) = 1 en utilisant (3).

3. Les relations de récurrence de l’exercice 1 s’obtiennent explicitement en
dérivant la fonction génératrice F (x, t) par rapport à t et en identifiant les
coefficients des mêmes puissances de t. Montrer ainsi que

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0. (4)

4. En dérivant F (x, t) par rapport à x et en identifiant les coefficients des
mêmes puissances de t, on obtient des équations différentielles satisfaites par
les polynômes.
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(i) Montrer ainsi que

P ′n(x)− 2xP ′n−1(x) + P ′n−2(x) = Pn−1(x). (5)

(ii) En déduire que(
(1− x2)P ′n(x)

)′ + n(n+ 1)Pn(x) = 0.

Indications pour (ii). Montrer que(
(1− x2)P ′n(x)

)′ = λPn(x)

pour un certain λ ∈ R. Afin de déterminer λ, obtenir la relation

P ′n(x)− nPn−1(x)− xP ′n−1(x) = 0

en combinant (4) et (5), et en tirer

P ′n(1) = n(n+ 1)
2 .

5. Les polynômes de Legendre forment un système orthogonal complet de
L2(−1, 1) : si f ∈ L2(−1, 1) est orthogonal à toutes les polynômes de Le-
gendre, alors f = 0.

(i) Montrer que la transformée de Fourier

ĝ(ξ) =
∫ 1

−1
f(x) e−ixξ dx

se prolonge en une fonction holomorphe sur C tout entier.
(ii) L’hypothèse faite sur f est équivalente à∫ 1

−1
f(x)xn dx = 0 pour tout n ∈ N.

Montrer qu’elle implique

(∂nξ ĝ)(0) = 0 pour tout n ∈ N.

(iii) En déduire que ĝ = 0, d’où f = 0.
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