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Statiqgue des milieux déformables

m Efforts dans les milieux déformables
— Notion d’efforts internes
— Définition des contraintes et interprétation
m Equations d’équilibre
— de translation et de rotation
m Cercle de Mohr
— Changement d’axes d’un tenseur
—[Frey, 1998, Vol. 3, Chap. 2] ou [Warzée, 2003]
— [Studer, 1997, Chap. 8 & 11]
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Ce chapitre contient les concepts de base a la statique des milieux déformables indispensables a la
modélisation du comportement mécanique des structures et des matériaux.
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Ce chapitre contient uniquement des rappels du cours CNST-H-200 (BA2)
Le contenu de [Frey, 2000, Vol. 2, Chap. 1] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.

Par milieu déformabile, il faut entendre indifféremment solide ou fluide
Le contenu de [Frey, 2000, Vol. 2, Chap. 1] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.

Par milieu déformabile, il faut entendre tout solide ou structure. En effet, avec le cours du Pr. P.
Lambert, vous avez abordé la statique du point matériel, cad des solides indéformables. Le but de ce
chapitre consiste a introduire les variables mécaniques qui nous permettront de décrire les efforts
internes et, plus tard, la résistance des matériaux

Le contenu de [Studer, 1997] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.

Pour aborder la fiabilité des structures et des matériaux, il est indispensable de se doter des variables
mécaniques décrivant les efforts internes. C’est I'objet de ce chapitre.

Par milieu déformabile, il faut entendre tout solide ou structure.
Le contenu de [Lescouarc’h, 1995] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.



Efforts externes

v | i,

EQUILIBRE

Pont de Sclayn, Andenhe,
Credits: Roland Nizet, Structurae, 2006
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Considéré comme le premier pont en béton précontraint en Wallonie, le Pont de Sclayn a
été construit en 1949-1950. Les travées ont une porté de 62,7m ainsi qu’une travée
d’approche de 10m. L’épaisseur du tablier varie entre 1,43m et 4,75m. La largeur du tablier
est de 10,6m. (d’aprés Structurae, 2006).

La structure (ici le pont) est en équilibre sous I'action des forces externes (poids propre,
charges d’exploitation — les convois, et les appuis.
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Efforts internes

m Principe de la coupe

PAS-EQUILIBRE
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Le raisonnement qui est mené ici sur le pont de Sclayn est évidemment valable pour tous
les milieux continus, solide ou fluide, déformables ou non. L'illustration n’est la que pour
offrir une contextualisation réaliste.

L’idée consiste a isoler par la pensée une partie de la structure. Lorsque I'on considere les
efforts externes sur cette structure, il ne peut y avoir équilibre. D’ou la nécessite d'imaginer
qu’il existe des efforts internes.




Efforts internes

R
, !'!'!vb
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m Les efforts internes R et C — sollicitations
m Sollicitations = efforts internes + convention de signe

m Sollicitations dans les poutres 2D : N (effort normal),
T (effort tranchant) et M (moment fléchissant)
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Les efforts internes sont un concept applicable a tous les milieux, déformables ou non,
solide ou fluide. lls traduisent I'équilibre global du milieu. R et C sont en équilibre avec les
forces externes appliquées sur la partie conservée du pont.

EQUILIBRE

x \
N
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C’est déja un outil puissant qui nous permet de comprendre comment les efforts se
transmettent dans les structures. Mais, comme nous le verrons plus loin, ce concept ne
suffit pas pour aborder la résistance des matériaux et des structures.

Le concept de MNT sera explicité au chap. 11.3.
Dans la littérature francaise, R et C sont appelés un torseur.

Le concept de MNT sera explicité au chap. I1.3.

Le concept de MNT est celui qui a été introduit dans le cours de Mécanique de BA1.

Le concept de MNT sera explicité au chap. 11.3.



Notion de contraintes

m Les efforts internes sont des résultantes dans
le plan de coupe

m |lIs ne rendent pas compte de la variation
éventuelle des efforts dans ce plan de coupe

m Nécessité d’'introduire une notion a une
echelle de représentation plus fine

(sans descendre a I'échelle des liaisons interatomiques !)
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Les efforts internes (sollicitations) ne suffisent pas pour étudier la résistance des matériaux.
En effet, une résultante de traction, par exemple, peut la résultante d’efforts locaux tous de
traction mais aussi d’une variation d’efforts dans la section de coupe. Du point de vue de la
résistance, ces deux situations sont trés différentes.




Définition du vecteur contraintes

m Considérons un solide a I'équilibre

\
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Définition : les contraintes mécaniques (en anglais, stress) sont des efforts internes par
unité de surface. Lorsque I'on pratique une coupe par la pensée dans un milieu en
équilibre, on peut définir les efforts qui apparaissent pour maintenir I'équilibre sur un
élément de surface dA. Ces efforts sont appelés vecteurs contraintes et ont donc une
composante normale et une (ou deux a 3D) composante tangentielle.

D’aprés (Coirier, 1997), il est remarquable de constater que la résultante s’applique au
centre de la facette dA. C’est justifié par I'observation et la validation du modéle ainsi que
par le caractere infinitésimal de I'élément de surface dA.

Cette définition du tenseur des contraintes porte le nom de contraintes de Cauchy. Cette
définition est valable dans la configuration déformée. Ce n’est pas la seule possible. En
mécanique géométriquement non linéaire, il est parfois plus avantageux de définir les
contraintes dans la configuration initiale.

Concept fondamental a maitriser.

Concept fondamental a maitriser.

Concept fondamental a maitriser.



|

Rappel : la pression
m Grandeur scalaire o F/
/A4

m Un plongeur subit
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Définition : La pression est une mesure d'une force exercée sur une surface, exprimée par
le quotient de son intensité, par I'aire de la surface. C’est une grandeur scalaire. Elle
s’exerce toujours normalement a une surface, dans le sens opposé a la normale. Elle est
par définition isotrope. Ses unités sont le Pascal.

Exemple : py, = 101325 Pa = 1 atm = 1,01325 bar

La distribution de pression représenté sur la figure est supposée uniforme ne variant pas
avec la profondeur. On suppose donc que les dimensions de la téte sont négligeables
devant la profondeur.
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Permet d’introduire la notion de contraintes par généralisation de la pression.

Permet d’introduire la notion de contraintes par généralisation de la pression.

Permet d’introduire la notion de contraintes par généralisation de la pression.



Analogie de la pression

m Un « plongeur » dans un solide subirait

= Le vecteur contraintes dépend de I'orientation
m Le vecteur contraintes a 2 composantes
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Il s’agit bien évidemment d’une expérience par la pensée. La figure est la pour insister sur
le fait que les contraintes dépendent de la direction d’observation et que le vecteur
contraintes a deux composantes : la contrainte normale et la contrainte tangentielle.
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Illustration du caractére tensoriel.

Généralisation du concept de pression, valable dans les solides et les fluides (lorsque ces
derniers ne sont pas au repos).

Geénéralisation du concept de pression.

Geénéralisation du concept de pression.




Lien efforts internes/contraintes

EQUIVALENT

i

[ 6 =
V‘V' ;:

les efforts internes sont les résultantes
des contraintes
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Ayant introduit les concepts d’efforts internes (sollicitations) et de contraintes (efforts
internes par unité de surface), cette dia a pour but de montrer que les sollicitations ne sont
rien d’autre que les résultantes des contraintes.
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lllustration : traction simple
= Etat de traction unixiale (simple)

r 1"

o=—
A

A = section
transversale
l Fotense l F
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Cette application préfigure I'essai de traction (essai en laboratoire, Chap. I11.11). Sa
compréhension est d'importance capitale pour manipuler correctement le concept de
contraintes.
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La somme (continue, donc l'intégrale) des contraintes ¢ sur la face A doit étre égale a la
force appliquée F pour réaliser I'équilibre.

La valeur de contrainte ¢ est clairement une valeur sous I'hypothése de petites
déformations.

Dans la figure de droite, on aurait pu imaginer des contraintes de cisaillement auto-
équilibrées, mais c’est n’était pas acceptable (pourquoi?).




lllustration : traction simple
m Etat de traction unixiale (simple)

1
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Cette dia a 'avantage de montrer que lorsque I'on coupe une structure aussi élémentaire
que celle-ci, on voit déja apparaitre contraintes normales et des contraintes de cisaillement.
Nous verrons d’ailleurs plus loin (Chap. Il. 11) que certains matériaux se rompent
perpendiculairement aux forces (rupture par contraintes normales), d’autres selon un plan a
45¢ (rupture par cisaillement).




Définition du tenseur des contraintes

m Le vecteur contraintes dépend de la direction
d’observation
= |a normale extérieure au plan de coupe
m Les contraintes forment donc un tenseur

d’ordre 2

* Mémes propriétés que le tenseur d’'inertie

m Le vecteur contraintes est la projection du
tenseur des contraintes sur la normale
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(n) _
T =T,N,
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Mémes propriétés que le tenseur d’inertie par exemple.

Mémes propriétés que le tenseur d’inertie par exemple.

Hors propos.

Hors propos.




Les contraintes dans un milieu 2D

» A chaque facette élémentaire, définie par sa
normale extérieure, est associée un vecteur

A2 AN |

contraintes (défini par ses composantes)

y
O, A . ., N
4 Ty T;; - contrainte associee a
— une facette de normale i
@ pointant dans la direction j
A
>
GX
X

* T,, = G, = ¢ = contrainte normale
* 1, = T = contrainte tangentielle (ou de cisaillement)
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Figure montrant comment les composantes des contraintes apparaissent positives :
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-En traction pour les contraintes normales
-Pointant dans la direction y (resp. x) pour la contrainte associée a la normale x (resp. y).




Les contraintes dans un milieu 3D
m ldem en 3D

Tyz
ve Tay
Ox
yd Al
y oy

(Warzée, 2003)
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Le reste du cours étant surtout baseé sur les poutres, nous ne serons pas souvent
confrontés a des situations 3D. Cette dia présente toutefois les contraintes au sein d’un
solide 3D.
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Rappel. A maitriser pour la mécanique du solide (dans les cours de théorie des structures).

(hors propos).

(hors propos).

(hors propos).




Interprétation physique

m Le vecteur contraintes est une force par unité
A Arrvfmmaa [(irrmib iAo A DA
uc surliadce (urles . Ic rra)
m La pression est un cas particulier de vecteur
contraintes 7z, =—pJ,
 La pression est un tenseur isotrope (en fait, un scalaire)
» La pression agit toujours en sens oppose a la normale
m [mportance des contraintes normales et

tangentielles
» Exemple de la rupture d’'une feuille de papier
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L’exemple de la rupture de la feuille de papier illustre tres bien la nécessité d’étudier la
résistance des matériaux sous contraintes normales et sous contraintes tangentielles.
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Equilibre dans un milieu déformable

doy
Oy + 5y dy X
y y (Warzée, 2003)
i TY * Tyx + a‘ry, dy
- A dy .
D [

T

T
y Txy ¥ 5%

A * B
equilibre de translation suivant x (a 2D) :

oo,

0
o dxjdy - 7,dx + (ryx + %dyjdx +f,dxdy =0

-o,dy + (ax +
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Une des manieres classiques de décrire un systéme mécanique consiste a exprimer
I'équilibre (de translation et de rotation). Dans le cas d’'un milieu déformable, il faut écrire
ces equations sur tout élément infinitésimal dx, dy. On isole donc un rectangle infinitésimal,
on représente toutes les forces qui s’y appliquent : externes (forces de volumes) et internes
(contraintes). Ensuite, il suffit d’écrire que la somme des forces (selon x et y) est nulle.
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Cette démonstration, plus intuitive, est moins générale que la démonstration de [Warzée,
2003] qui démontre les équations d’équilibre a partir de la conservation de la quantité de
mouvement (loi de la résultante cinétique).

Pour information.

Uniguement pour illustration d’équations d’équilibre locales.

Hors propos.




Equations d’équilibre de translation 2D

m aprés simplifications  (do, . 07,y

— —=+f =0
ox oy
<
m de méme or,, 0o
’ T+ +f, =0
| Ox
m en général, on ne peut pas résoudre ces

équations
— approximations numériques (éléments finis)
— approximations de la résistance des matériaux
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L’équilibre d’'un milieu peut donc s’exprimer en toute généralité par un systeme d’équations
aux dérivées partielles. Il convient, bien entendu, d’établir les conditions aux limites pour
que le probleme soit bien posé (voir Chap. I1-10-2).
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Ces équations sont rappelées pour information. Le but d’'un cours de résistance des
matériaux est de trouver des solutions approchées a ce systéme d’équations en faisant des
approximations basées sur la géométrie des structures.

Ces équations sont données pour information. Le but d’'un cours de résistance des
matériaux est de trouver des solutions approchées a ce systeme d’équations en faisant des
approximations basées sur la géométrie des structures.

Ces équations sont données pour information. Le but d’'un cours de résistance des
matériaux est de trouver des solutions approchées a ce systéme d’équations en faisant des
approximations basées sur la géométrie des structures.

Hors propos.



: Equations d’equilibre de translation 3D
- m Généralisation 00, , 9% | 0T, +7.=0
. ox Oy 0z

- or, oo, O0r, Ff =0
q ox oy o0z 7

0

= : . aT"Z+ T"y+ao-z+f2=0
- = Notations abrégées | ox o &

: 3 o7,

E Zarjl+fi:0 ou 0,7,+f=0

§ j=t X notations indicielles d’Einstein
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Pour rappel.

Pour information.

Hors propos.

Hors propos.




Equilibre de rotation

doy
Oy + 5y dy X
y y (Warzée, 2003)
A Ty * Tyx + 9%y dy
- A ay .
D [

A
21 L /72 Jt
1*«% fy Tay + gt dx

X
o L f L
dy x Oy + ac;" dx

Tyx I -
- ly

equilibre de rotation autour de c”

oo dy (oo, de d
7, dydx—7, dxdy+ [a—xx dxdy];y—(—yj dydx]7+ (f dxdy);y— (£, dxdv)==0
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0
apres simplifications | Txy = Tyx
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Equations d’équilibre de rotation : on exprime que la somme de tous les couples par rapport
a un point arbitraire (ici C) est nulle.

Les termes d’ordre 3 sont négligés devant les termes d’ordre 2.

Pour rappel.

Ne pas étudier la démonstration mais étre capable d’exploiter et d’'interpréter le résultat.

Ne pas étudier la démonstration mais étre capable d’exploiter et d’interpréter le résultat.

Le résultat est capital et sera exploité encore par la suite. Son interprétation est donc utile.



Réciprocité des contraintes tangentielles
m Résultat universel pour tous les milieux

— sous ies hypothéses de miiieux continus
m Le tenseur des contraintes est symétrique
m « réciprocité des contraintes tangentielles »

y
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Résultat capital a maitriser.




Interprétation physique

= Equilibre de rotation

<—
Tyx

Pas équilibre ! Equilibre !
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Observez que la figure de gauche tourne sous I'effet des forces appliquées. Donc, il n’y a
pas équilibre !
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Changement d’axes d’un tenseur d’ordre 2

y

m Passage de (x, y) vers (u, v)

O-_O-y . X
o + 5 cos2¢p+7,, sin2¢p

c.—0, .
- cos2¢p—1 , sin2¢p

Ty sin 27, 08 2¢
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centre du cercle (m,oJ rotation d’un angle -2¢
2
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Ce résultat est donné sans démonstration. Il traduit I'expression du tenseur des contraintes
dans les axes (u, v) a partir de ses valeurs dans les axes (x, y). Ces relations sont les
relations qui définissent un changement d’axes pour tous les tenseurs d’ordre 2. Pour la
démonstration de ces relations, voir par exemple (Warzée, 2003).

Rappel. Ces relations ne doivent pas étre mémorisées.

Ces relations ne doivent pas étre mémorisées. Elles sont explicitées pour justifier la
construction graphique du cercle de Mohr qui suit.

Hors propos.

Hors propos.



Cercle de Mohr

m Représentation géométrique des contraintes
— abscisse o (contraintes normaies)
— ordonnée 1 (contraintes tangentielles)
— angle ¢ dans le plan physique
= 2¢ dans le cercle de Mohr

— un point N représente
* un vecteur contraintes associé la direction n
* pour un état de contraintes donné
+ en un point physique du milieu continu
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Rappel.

Le cercle de Mohr est un outil graphique permettant de trouver aisément I'expression des
contraintes dans un autre systéme d’axes ou les directions principales. Cet outil est
dépassé par I'outil informatique disponible mais reste d’'usage courant en mécanique des
sols pour décrire le comportement de certains sols (loi de Mohr-Coulomb, voir cours MA1).

Hors propos.

Hors propos.




Tracé du cercle de Mohr

m soitun état,>0,5,>0etr,, >0

Txy

figures extraites de [Warzée, 2003] .
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Rappel.

Procédure:

-Se donner une systeme d’axes s, t (t est dirigé vers le bas)
- Porter le point X (o, t,,)

- Porter le point Y (o, -T,,)

- Le segment XY constitue un diamétre du cercle de Mohr. Le tracer.

Hors propos.

Hors propos.




Changement d’axes

UNIVERSITE D'EUROPE

figures extraites de [Warzée, 2003]
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Rappel.

La direction u est déphasée d’'un angle ¢ dans le plan physique, 2¢ dans le plan du cercle
de Mohr.

Hors propos.

Hors propos.



Directions principales
m Dans le plan, il existe 2 directions telles que
— la contrainte normaie est extrémaie (max ou(min)
— les contraintes tangentielles sont nulles

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
N

figures extraites de [Warzée, 2003]
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Rappel.

Outil graphique pour déterminer immédiatement les directions principales (concept défini ci-
apres)

Hors propos.

Hors propos.



Directions principales

m Relations analytiques
— directions principaies

27
tan20 = —2
o, -0,

— valeurs principales
O o, +0O o, — O 2
D=t g XY
o, 2 2
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Les directions principales sont définies comme étant les directions selon lesquelles les
contraintes normales sont extrémales. On démontre qu’elles correspondent aux directions
de contraintes tangentielles nulles. Dans le plan (2D), il existe 2 directions principales
orthogonales. Dans I'espace (3D), il en existe 3 (orthogonales). Ce concept est illustré ci-
apres.

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

Rappel.
Maitriser le concept. Ne pas connaitre les formules.

Maitriser le concept. Ne pas connaitre les formules.

n Maitriser le concept. Ne pas connaitre les formules.




Directions principales

m Propriété . les contraintes tangentielles

PN Y W PN T

IJUIIILCIIL VIS .I.

5 __%%/ 2_.0;
7 I <

figures extraites de [Warzée, 2003]

-1
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Résultat commenté, démonstration non donnée
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La démonstration est disponible dans (Warzée, 2003)
I est la direction principale majeure (celle qui porte la contrainte normale maximale)




Cercle de Mohr : exemples

Traction pure Compression pure Etat isotrope

q : AL a it
=N
T"’:(g OJ T”:(O —q] T”:(Z q]

o=q  oq

L’état isotrope est parfois dit « sphérique » ou « hydrostatique » (par analogie avec la
pression, grandeur scalaire).
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Rappel.

lllustrations surtout pour vous.

Hors propos.

Hors propos.



« Trajectoires » des contraintes

UNIVERSITE D'EUROPE

(@) ®)

les : (a) trajectoires des i principales illustrant la diffusion d’une

force cor:cenr.rzc (principe ée Saint-Venant) ; (b) cercle de Mohr au point D.

[Frey, 1998, Vol. 3]
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Cette figure illustre les directions principales dans une poutre soumis a essai de
compression. Les directions principales permettent de se donner une idée sur la ‘trajectoire’
des efforts internes.

C
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« Trajectoires » des contraintes

m Poutre en flexion
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Trajectoires des contraintes principales d’une poutre simple avec charge uniforme :
(a) trajectoires ( traction; — — — compression) ; (b) croix.

[Frey, 1998, Vol. 3]
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Id. pour une poutre isostatique sur 2 appuis soumise a une charge répartie. Observez
comment les efforts de compression se transmettent aux appuis et comment la traction
apparait sur la face inférieure.




Etude de cas : le Berlaymont

m Contexte : rénovation du Berlaymont
— Bureaux de ia commission européenne
m But de I'étude (@smc-uis, 2001)

— vérifier la reprise de la poussée des terres par les
noyaux suite aux modifications des parkings

RSP
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Etude menée en 2001 par une équipe du Service des Milieux continus (ULB) pour le
compte du bureau d’études Berlaymont 2000 (K. Saadé, T. J. Massart & Ph. Bouillard).

Cette étude vous est présentée pour montrer I'importance pratique des directions
principales.
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(© SMC-ULB, 2001)
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Berlaymont : résultats
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Efforts dans Contraintes principales

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES,

les passerelles

(© SMC-ULB, 2001)
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Le calcul avait pour but de déterminer si les efforts transmis aux noyaux de batiment
n’étaient pas modifiés substantiellement par la modification des niveaux des dalles et de
I'ajout de nombreux trous dans la dalle.




Structure osseuse du fémur

direction principale
g&mineure (I) : compression

UNIVERSITE D'EUROPE

direction principale
majeure (l) : traction

figure extraite de [Fung, 1990]
reproduisant un article de Wolff (1870)
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Selon les spécialistes, I'ostéogenese se fait préférentiellement selon les directions
principales [Fung, 1990]. Une polémique existe pour savoir si elle est plutdt régie par les
déformations ou par les contraintes. Dans le cas linéaire, les directions principales sont
les mémes, mais ce n’est plus le cas si la loi de comportement du matériau est non
linéaire, ce qui est bien le cas dans l'os.

Belle illustration du concept des directions principales dans un matériau vivant.

Hors propos.

Hors propos.



Autres définitions

m Lorsque le probleme est géométriquement
non linéaire
— grands déplacements

— grandes déformations

m il existe de nombreuses autres définitions du
tenseur des contraintes, parfois plus pratiques
— [Criesfield, 1997]
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Pour information et pour ouverture d’esprit !
Hors propos.

Hors propos.

- Hors propos.




