
Version initiale : 7 septembre 2006

Correction : 24 septembre 2006 (dia 5-10, orientation des efforts résultants + dia 7, 
déplacée et mise à l’échelle)



Ce chapitre contient les concepts de base à la statique des milieux déformables indispensables à la 
modélisation du comportement mécanique des structures et des matériaux.

Ce chapitre contient uniquement des rappels du cours CNST-H-200 (BA2)
Le contenu de [Frey, 2000, Vol. 2, Chap. 1] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.

Par milieu déformable, il faut entendre indifféremment solide ou fluide
Le contenu de [Frey, 2000, Vol. 2, Chap. 1] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.

Par milieu déformable, il faut entendre tout solide ou structure. En effet, avec le cours du Pr. P. 
Lambert, vous avez abordé la statique du point matériel, càd des solides indéformables. Le but de ce 
chapitre consiste à introduire les variables mécaniques qui nous permettront de décrire les efforts 
internes et, plus tard, la résistance des matériaux
Le contenu de [Studer, 1997] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.

Pour aborder la fiabilité des structures et des matériaux, il est indispensable de se doter des variables 
mécaniques décrivant les efforts internes. C’est l’objet de ce chapitre.
Par milieu déformable, il faut entendre tout solide ou structure.
Le contenu de [Lescouarc’h, 1995] suffit largement suffisant pour le propos de ce cours.



Considéré comme le premier pont en béton précontraint en Wallonie, le Pont de Sclayn a 
été construit en 1949-1950. Les travées ont une porté de 62,7m ainsi qu’une travée 
d’approche de 10m. L’épaisseur du tablier varie entre 1,43m et 4,75m. La largeur du tablier 
est de 10,6m. (d’après Structurae, 2006).

La structure (ici le pont) est en équilibre sous l’action des forces externes (poids propre, 
charges d’exploitation – les convois, et les appuis.



Le raisonnement qui est mené ici sur le pont de Sclayn est évidemment valable pour tous 
les milieux continus, solide ou fluide, déformables ou non. L’illustration n’est là que pour 
offrir une contextualisation réaliste.

L’idée consiste à isoler par la pensée une partie de la structure. Lorsque l’on considère les 
efforts externes sur cette structure, il ne peut y avoir équilibre. D’où la nécessite d’imaginer 
qu’il existe des efforts internes.



Les efforts internes sont un concept applicable à tous les milieux, déformables ou non, 
solide ou fluide. Ils traduisent l’équilibre global du milieu. R et C sont en équilibre avec les 
forces externes appliquées sur la partie conservée du pont.

C’est déjà un outil puissant qui nous permet de comprendre comment les efforts se 
transmettent dans les structures. Mais, comme nous le verrons plus loin, ce concept ne transmettent dans les structures. Mais, comme nous le verrons plus loin, ce concept ne 
suffit pas pour aborder la résistance des matériaux et des structures.

Le concept de MNT sera explicité au chap. II.3.

Dans la littérature française, R et C sont appelés un torseur.

Le concept de MNT sera explicité au chap. II.3.

Le concept de MNT est celui qui a été introduit dans le cours de Mécanique de BA1.

Le concept de MNT sera explicité au chap. II.3.



Les efforts internes (sollicitations) ne suffisent pas pour étudier la résistance des matériaux. 
En effet, une résultante de traction, par exemple, peut la résultante d’efforts locaux tous de 
traction mais aussi d’une variation d’efforts dans la section de coupe. Du point de vue de la 
résistance, ces deux situations sont très différentes. 



Définition : les  contraintes mécaniques (en anglais, stress) sont des efforts internes par 
unité de surface. Lorsque l’on pratique une coupe par la pensée dans un milieu en 
équilibre, on peut définir les efforts qui apparaissent pour maintenir l’équilibre sur un 
élément de surface dA. Ces efforts sont appelés vecteurs contraintes et ont donc une 
composante normale et une (ou deux à 3D) composante tangentielle.composante normale et une (ou deux à 3D) composante tangentielle.

D’après (Coirier, 1997), il est remarquable de constater que la résultante s’applique au 
centre de la facette dA. C’est justifié par l’observation et la validation du modèle ainsi que 
par le caractère infinitésimal de l’élément de surface dA.

Cette définition du tenseur des contraintes porte le nom de contraintes de Cauchy. Cette 
définition est valable dans la configuration déformée. Ce n’est pas la seule possible. En 
mécanique géométriquement non linéaire, il est parfois plus avantageux de définir les 
contraintes dans la configuration initiale. 

Concept fondamental à maîtriser.

Concept fondamental à maîtriser.

Concept fondamental à maîtriser.



Définition : La pression est une mesure d'une force exercée sur une surface, exprimée par 
le quotient de son intensité, par l'aire de la surface. C’est une grandeur scalaire. Elle 
s’exerce toujours normalement à une surface, dans le sens opposé à la normale. Elle est 
par définition isotrope. Ses unités sont le Pascal.

Exemple : patm = 101325 Pa = 1 atm = 1,01325 bar

La distribution de pression représenté sur la figure est supposée uniforme ne variant pas 
avec la profondeur. On suppose donc que les dimensions de la tête sont négligeables 
devant la profondeur.

Permet d’introduire la notion de contraintes par généralisation de la pression.

Permet d’introduire la notion de contraintes par généralisation de la pression.

Permet d’introduire la notion de contraintes par généralisation de la pression.



Il s’agit bien évidemment d’une expérience par la pensée. La figure est là pour insister sur 
le fait que les contraintes dépendent de la direction d’observation et que le vecteur 
contraintes a deux composantes : la contrainte normale et la contrainte tangentielle.

Illustration du caractère  tensoriel.

Généralisation du concept de pression, valable dans les solides et les fluides (lorsque ces 
derniers ne sont pas au repos).

Généralisation du concept de pression.

Généralisation du concept de pression.



Ayant introduit les concepts d’efforts internes (sollicitations) et de contraintes (efforts 
internes par unité de surface), cette dia a pour but de montrer que les sollicitations ne sont 
rien d’autre que les résultantes des contraintes.



Cette application préfigure l’essai de traction (essai en laboratoire, Chap. II.11). Sa 
compréhension est d’importance capitale pour manipuler correctement le concept de 
contraintes.

La somme (continue, donc l’intégrale) des contraintes σ sur la face A doit être égale à la 
force appliquée F pour réaliser l’équilibre.force appliquée F pour réaliser l’équilibre.

La valeur de contrainte σ est clairement une valeur sous l’hypothèse de petites 
déformations.

Dans la figure de droite, on aurait pu imaginer des contraintes de cisaillement auto-
équilibrées, mais c’est n’était pas acceptable (pourquoi?).



Cette dia a l’avantage de montrer que lorsque l’on coupe une structure aussi élémentaire 
que celle-ci, on voit déjà apparaître contraintes normales et des contraintes de cisaillement. 
Nous verrons d’ailleurs plus loin (Chap. II. 11) que certains matériaux se rompent 
perpendiculairement aux forces (rupture par contraintes normales), d’autres selon un plan à 
45°(rupture par cisaillement).45°(rupture par cisaillement).



Mêmes propriétés que le tenseur d’inertie par exemple.

Mêmes propriétés que le tenseur d’inertie par exemple.

Hors propos.

Hors propos.



Figure montrant comment les composantes des contraintes apparaissent positives :

-En traction pour les contraintes normales

-Pointant dans la direction y (resp. x) pour la contrainte associée à la normale x (resp. y).



Le reste du cours étant surtout basé sur les poutres, nous ne serons pas souvent 
confrontés à des situations 3D. Cette dia présente toutefois les contraintes au sein d’un 
solide 3D.

Rappel. À maîtriser pour la mécanique du solide (dans les cours de théorie des structures).

(hors propos).

(hors propos).

(hors propos).



L’exemple de la rupture de la feuille de papier illustre très bien la nécessité d’étudier la 
résistance des matériaux sous contraintes normales et sous contraintes tangentielles.



Une des manières classiques de décrire un système mécanique consiste à exprimer 
l’équilibre (de translation et de rotation). Dans le cas d’un milieu déformable, il faut écrire 
ces équations sur tout élément infinitésimal dx, dy. On isole donc un rectangle infinitésimal, 
on représente toutes les forces qui s’y appliquent : externes (forces de volumes) et internes 
(contraintes). Ensuite, il suffit d’écrire que la somme des forces (selon x et y) est nulle.(contraintes). Ensuite, il suffit d’écrire que la somme des forces (selon x et y) est nulle.

Cette démonstration, plus intuitive, est moins générale que la démonstration de [Warzée, 
2003] qui démontre les équations d’équilibre à partir de la conservation de la quantité de 
mouvement (loi de la résultante cinétique).

Pour information.

Uniquement pour illustration d’équations d’équilibre locales.

Hors propos.



L’équilibre d’un milieu peut donc s’exprimer en toute généralité par un système d’équations 
aux dérivées partielles. Il convient, bien entendu, d’établir les conditions aux limites pour 
que le problème soit bien posé (voir Chap. II-10-2).

Ces équations sont rappelées pour information. Le but d’un cours de résistance des 
matériaux est de trouver des solutions approchées à ce système d’équations en faisant des 
approximations basées sur la géométrie des structures.

Ces équations sont données pour information. Le but d’un cours de résistance des 
matériaux est de trouver des solutions approchées à ce système d’équations en faisant des 
approximations basées sur la géométrie des structures.

Ces équations sont données pour information. Le but d’un cours de résistance des 
matériaux est de trouver des solutions approchées à ce système d’équations en faisant des 
approximations basées sur la géométrie des structures.

Hors propos.



Pour rappel.

Pour information.

Hors propos.

Hors propos.



Equations d’équilibre de rotation : on exprime que la somme de tous les couples par rapport 
à un point arbitraire (ici C) est nulle. 

Les termes d’ordre 3 sont négligés devant les termes d’ordre 2.

Pour rappel.

Ne pas étudier la démonstration mais être capable d’exploiter et d’interpréter le résultat.

Ne pas étudier la démonstration mais être capable d’exploiter et d’interpréter le résultat.

Le résultat est capital et sera exploité encore par la suite. Son interprétation est donc utile.



Résultat capital à maîtriser.



Observez que la figure de gauche tourne sous l’effet des forces appliquées. Donc, il n’y a 
pas équilibre !



Ce résultat est donné sans démonstration. Il traduit l’expression du tenseur des contraintes 
dans les axes (u, v) à partir de ses valeurs dans les axes (x, y). Ces relations sont les 
relations qui définissent un changement d’axes pour tous les tenseurs d’ordre 2. Pour la 
démonstration de ces relations, voir par exemple (Warzée, 2003).

Rappel. Ces relations ne doivent pas être mémorisées.

Ces relations ne doivent pas être mémorisées. Elles sont explicitées pour justifier la 
construction graphique du cercle de Mohr qui suit.

Hors propos.

Hors propos.



Rappel.

Le cercle de Mohr est un outil graphique permettant de trouver aisément l’expression des 
contraintes dans un autre système d’axes ou les directions principales. Cet outil est 
dépassé par l’outil informatique disponible mais reste d’usage courant en mécanique des 
sols pour décrire le comportement de certains sols (loi de Mohr-Coulomb, voir cours MA1).

Hors propos.

Hors propos.



Rappel.

Procédure:

-Se donner une système d’axes s, t (t est dirigé vers le bas)

- Porter le point X (σx, τxy)

- Porter le point Y (σy, -τxy)

- Le segment XY constitue un diamètre du cercle de Mohr. Le tracer.

Hors propos.

Hors propos.



Rappel.

La direction u est déphasée d’un angle ϕ dans le plan physique, 2ϕ dans le plan du cercle 
de Mohr.

Hors propos.

Hors propos.



Rappel.

Outil graphique pour déterminer immédiatement les directions principales (concept défini ci-
après)

Hors propos.

Hors propos.



Les directions principales sont définies comme étant les directions selon lesquelles les 
contraintes normales sont extrémales. On démontre qu’elles correspondent aux directions 
de contraintes tangentielles nulles. Dans le plan (2D), il existe 2 directions principales 
orthogonales. Dans l’espace (3D), il en existe 3 (orthogonales). Ce concept est illustré ci-
après.après.

Rappel.

Maîtriser le concept. Ne pas connaître les formules.

Maîtriser le concept. Ne pas connaître les formules.

Maîtriser le concept. Ne pas connaître les formules.



Résultat commenté, démonstration non donnée

La démonstration est disponible dans (Warzée, 2003)

I est la direction principale majeure (celle qui porte la contrainte normale maximale)



L’état isotrope est parfois dit « sphérique » ou « hydrostatique » (par analogie avec la 
pression, grandeur scalaire).

Rappel.

Illustrations surtout pour vous.

Hors propos.

Hors propos.



Cette figure illustre les directions principales dans une poutre soumis à essai de 
compression. Les directions principales permettent de se donner une idée sur la ‘trajectoire’ 
des efforts internes.



Id. pour une poutre isostatique sur 2 appuis soumise à une charge répartie. Observez 
comment les efforts de compression se transmettent aux appuis et comment la traction 
apparaît sur la face inférieure.



Étude menée en 2001 par une équipe du Service des Milieux continus (ULB) pour le 
compte du bureau d’études Berlaymont 2000 (K. Saadé, T. J. Massart & Ph. Bouillard).

Cette étude vous est présentée pour montrer l’importance pratique des directions 
principales.



Maillage : terme technologique de la méthode des éléments finis qui désigne l’assemblage 
d’éléments simples (triangles, quadrilatères) qui décompose la géométrie.



Le calcul avait pour but de déterminer si les efforts transmis aux noyaux de bâtiment 
n’étaient pas modifiés substantiellement par la modification des niveaux des dalles et de 
l’ajout de nombreux trous dans la dalle.



Selon les spécialistes, l’ostéogenèse se fait préférentiellement selon les directions 
principales [Fung, 1990]. Une polémique existe pour savoir si elle est plutôt régie par les 
déformations ou par les contraintes. Dans le cas linéaire, les directions principales sont 
les mêmes, mais ce n’est plus le cas si la loi de comportement du matériau est non 
linéaire, ce qui est bien le cas dans l’os.

Belle illustration du concept des directions principales dans un matériau vivant.

Hors propos.

Hors propos.



Pour information et pour ouverture d’esprit !

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.


