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26 octobre 2010 : calcul des équations d’équilibre de rotation en surface éclaté en 2 dias.
15 juillet 2011 : précision hypothese Bernoulli (dia I1.5.6).




Apercu
m Définition
m Sécurité des pieces fléchies
— calcul du moment d ’inertie
— forme rationnelle

m Poutres composées de 2 matériaux
—[Frey, T. ll, Chap. 5]
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Flexion pure

m définition : flexion pure ou circulaire
— poutre soumise a M constant

—T=dM/dx = T =0 () d'apres [Frey, 2000, Vol. 2]
A .
M—CL—;—::RBT:';-* B%
IR ™ :
(a) ® - Qa

Flexion pure (M constant) et flexion simple (M variable).
? Dispositif expérimental :
flexion 4 points
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Une situation pratique de flexion pure n’existe pas. Les deux schémas proposés sont des
exceptions. Le deuxieme correspond a un dispositif expérimental qui a été créé pour
reproduire les conditions de la flexion pure et ainsi valider les modeles vus dans ce
chapitre.
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Le premier est illustré a la dia suivante.

En pratique, nous ne rencontrerons que des cas de flexion simple ou I’effort tranchant
n’est pas nul. Ce cas sera traité au chapitre suivant mais anticipons déja en disant que,
sous certaines conditions, le modele proposé dans ce chapitre restera d’application.




Application pratique ?

m Voyez-vous une application pratique a ce
schéma statique ?
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Photo de la boite a sardines : http://www.alyon.org/~gdelorme/my_html/index.html

Mais peut-on vraiment parler d’application industrielle ?




Un exercice intuitif

Réaliser un « pont » entre deux tables (ex10cm)
permettant de déposer un stylo en toute sécurité
a l'aide d’une feuille de papier A4
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Solution :
Feuille pliee ou ondulée
< augmenter L /y

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES,

[CIM béton, 2000]
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Mustration intuitive pour illustrer que la rigidité en flexion dépend de Iinertie de la
section : il faut éloigner la matiere du centre géométrique.

Le concept de 1z/y est introduit ci-apres.




Hypothése (cinématique) de Bernoulli
— « Les sections planes et normales a la fibre

moyenne avant la déformation restent planes et

normales a l? fibre moyenne aprés la déformation »

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
=

N\ /0
La p&{tre fléchie de R. Hooke (De Pol%ia Restitutiva, 1678).
R \
y .
rayon du cercle\. ./
\. /~/ (reproduction Frey, 2000, Vol. 2)
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Pour déterminer les contraintes 6x a partir du moment Mz, il faut faire une hypothese
cinématique. Celle-ci est la plus simple, restreinte (voir chapitre suivant) aux poutres
minces (de faible hauteur).




Bernoulli : mise en équations
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“ /

: 4 R, est le rayon du cercle
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On isole un trongon s d’une poutre fléchie soumise & un moment négatif. On dessine dans
la section de coupe de droite le diagramme des déformations linéaires porté sur la
configuration non déformée. On identifie 2 triangles semblables (hachurés) et on exploite
les propriétés de proportionnalité pour la démonstration.

En flexion pure, Ry est le rayon du cercle. Lorsque nous passerons a la flexion simple
(avec effort tranchant), Ry deviendra le rayon de courbure.



Méthode inverse

m supposons le matériau élastique linéaire
(=>o,=Ez¢g)

m postulons _Ey
5j=| Ry
0 0

m équations d’équilibre de translation en volume
Ot +1,=0 satisfaites avec f=0
m eéquations de compatibilité satisfaites
— car 7 linéaire

M i r Flexion pure II-5-8

Comme au chapitre précédent, la méthode inverse consiste a postuler une solution en
contraintes, déduite par la loi de Hooke de 1’hypothese cinématique, et de vérifier a
quelles conditions cette solution satisfait aux équations d’équilibre et de compatibilité.
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Equilibre de translation en surface

m equations d’équilibre de translation en surface

_ _ Diagramme des contraintes normales en flexion (section en T).
N=0=y=0enG! (Frey, 2000, Vol. 2)
Par ailleurs,

T, = jA 7,dA=0 T, = L r,dA=0
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L’axe x doit passer par le centre de gravité de la section pour que le modele soit valable !
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Equilibre de rotation en surface (1/2)

m equations d’équilibre de rotation en surface

M, = | aydA:—Ej VA =—
z A X Ry A Ry z

|, = moment d’inertie (géométrique) autour de I'axe z (m#)
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Attention : on introduit ici des moments d’inertie géométriques (# moments d’inertie
massiques introduits dans un cours de dynamique du point matériel). Les notations sont
également un peu différentes : I’indice fait référence au moment fléchissant auquel le
moment d’inertie est associé.




Calcul des contraintes

m calcul de la courbure de 2 maniéeres :

z

g Bernoulli : gx=_—y:>0'x=_—Ey:>L=—o-"

: R, R, R, Ey

: Equilibre : Mz:—£12 - 1 __M

R, R,  EI

= m on en déduit la contrainte normale

. M . .

= o, = ]—Zy #+x  (équation de Navier)

m o, = 0eny=0:définition de 'axe neutre
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La différence de signe par rapport a la référence [Frey, 2000, Vol. 2] s’explique par
I’orientation de I’axe y. Peu importe ! Dans les 2 cas, un moment positif doit donner des
contraintes normales de traction a la fibre inférieure.




Equilibre de rotation en surface (2/2)

m equations d’équilibre de rotation en surface

E E
My = J.A_ O'XZdA = R_y.[A YZdA —R—Iyz

y
l,, = produit d'inertie

m Et,
M, = IA (z'xzy - rxyz)dA =0
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My n’est donc nul que si le produit d’inertie est nul. Voir dia suivante.

Pas de commentaires particuliers sur le moment de torsion Mx.




Flexion plane
m Définition : M, = 0
— flexion dans le plan O,, uniquement
m Possible ssil, =0
— cad si yz sont les axes principaux d’inertie

— ce qui le cas des qu'd un axe de symétrie
— pas possible pour les sections :

E—
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Pour que le produit d’inertie soit nul, il faut que les axes y,z soient les axes principaux
d’inertie, c’est-a-dire que la section présente un plan de symétrie. C’est le cas de la
plupart des sections courantes, sauf les poutres en L (cornieres) ou en Z, pour lesquelles
la loi de Navier n’est donc pas d’application dans les axes y,z (mais bien dans les axes
principaux d’inertie, a déterminer).
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Sécurité des pieces fléchies

m contraintes extrémales aux fibres extrémales

- Mysup/inf (équation d’equarrissage)
O'x S
1

¥4

m méethode des contraintes admissibles (déterministe)

_ Mysup/inf < -
Gsup/ inf — Ji = Gadm
z

, , .. I
m méthode des états limites M, <My, _VFOelz

Ysup/inf

m ATTENTION : fibres comprimées = déversement !!!
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Comme il apparait des contraintes de traction et de compression dans la section
transversale, il y a lieu de vérifier que la contrainte maximale en traction est inférieure a
la contrainte limite en traction ET que la contrainte maximale (en valeur absolue) en
compression est inférieure a la contrainte limite en compression.
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Le déversement sera illustré dans le chapitre d’instabilité.




Conception des pieces fléchies

M
O =

x ]Z
Y sup/inf

I/Y supsint €St 1€ module de résistance en flexion

1 M

El, est le module de rigidité en flexion
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Le calcul de déplacements des pieces fléchies fait I’objet d’un chapitre spécifique. On
peut néanmoins, en interprétant 1/Ry comme la courbure, prendre conscience que le
module Elz est effectivement le module de rigidité (si la courbure est petite, la structure
s’est peu déformée, donc elle a un grand module de rigidité).
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Moments d’inertie geométriques

m la théorie de la flexion fait apparaitre des
moments d’inertie géomeétriques

(analogie des moments d’inertie du mouvement
du solide plan mais ne pas confondre)

Iyy =1, = J.A ysz I, = Iy = Lzsz Iyz = IA yzdA

m |; est un tenseur d'ordre 2
(et en a les propriétés !)
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Moments d’inertie des figures planes
m moment d’inertie par rapport aux axes x ety
I, = IA y dA| 1, = ijsz (toujours > 0)
m produit d’inertie
I =IAxydA (nul si axe de

Xy
m moment d’inertie polaire

2
L= [rdA | = |1, =1+,
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(Frey, 1990, Vol. 1)
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Moment d’inertie d’un rectangle

e = [ YA = Tyzbdy o
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h
2 3
- Calcul du moment d'inertie d’un rectangle. bh
(244 _ 2 _
(Frey, 1990, Vol. 1) L coriral = _[Y dA = _[Y bdy = ——
12
A b
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En pratique, on calcule toujours les moments d’inertie par rapport aux axes de la poutre,
centrés en le centre géométrique de la section.




Formule de Huygens/Steiner

I =1_+b’A
C
_ 2
I, =1, +a’A b
I, =1, +abA - -

Théoréme des axes paralléles.

(Frey, 1990, Vol. 1)
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l, et I, sont donc minimaux au centre
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Rappel de la formule qui permet de calculer un tenseur dans un systeme d’axes a partir
des valeurs du méme tenseur dans un systeme d’axes translaté.




Calcul par décomposition

m décomposition en somme algébrique

Autre décomposition de la section en I.

(Frey, 1990, Vol. 1)
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Section en I, somme de trois rectangles.
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Le calcul d’inertie d’une section composée peut se faire par décomposition et application
successive de la formule de Steiner/Huygens.




Axes principaux d’inertie

= moments d’inertie I, et |,
extrémaux

m produit d'inertie I, nul
— si un axe (au moins) de

symeétrie

m détermination des axes
principaux par loi de
changement d’axes Axes princpaus centraus o proflé 25,
(cercle de Mohr) (Frey, 1990, Vol. 1)
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Maintenant que le tenseur d’inertie est défini, on peut déterminer (analytiquement ou
graphiquement) les axes principaux de n’importe quelle section.
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Forme rationnelle

: My

: m O0x=7—  diminuer c, = augmenter |, /y
« z

: m or, augmenter |, = augmentery

: I = ydA

R

= m profil ‘idéal’ RS A

w=23(3) 2=

: |k
5 Lin J _ E A ! '

g YSup/inf th 2 2 )
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Le profil ‘idéal’ est un profil (fictif) ou I’on a placé 2 demi-sections A/2 le plus loin
possible du centre géométrique de la section (hauteur h). On calcule les caractériques de
résistance Ith/y et de rigidité Ith de ce profil idéal.




Rendement géométrique

1/ YSup/ inf

77 =
‘ (I/ YSup/ inf )th
——— 7

TOE® 9

n.=2/3 n~1/2 n=1/3 n=1/4 n=1/6
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On compare différentes sections au profil idéal et on définit un (pseudo) rendement pour
quantifier les performances vis-a-vis de la flexion de différentes sections.

DN
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Remarques (1/3)

m limitations du profil en |
— progrés du laminage
— encombrement transversal des sections
— largeur efficace
— résistance au cisaillement
— corrosion
m facilité de mise en ceuvre du profil
rectangulaire
— matériaux peu onéreux (bois, béton)
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Le profil en I pourrait apparaitre comme une solution universel pour les poutres fléchies.
Ce n’est pas le cas, voici quelques arguments de limitations technologiques.
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Remarques (2/3)

m position de I'axe neutre
— sections dissymeétriques
— o, €gaux en traction/compression = section
symetrique optimale
— o, différents — calcul de la section optimale
m axe fort - axe faible d’'une poutre fléchie

m aucun axe de symétrie : attention a la flexion
gauche (rappel)
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. :: Ilr Flexion pure IT-5-25

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Remarques (3/3)

m Bernoulli : valable
méme si hon homogene
transversal (béton
armé, bois, fibres)

m déformation
transversale : effet de
Poisson

Déformation de la section droite due au coefficient de Poisson
(1: axe de la poutre ; 2 : axe neutre ; 3 : surface neutre).

(Frey, 2000, Vol. 2)
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Poutres composées de 2 matériaux

UNIVERSITE D'EUROPE

-3
@ I ® © @

Flexion plane d’une poutre faite de deux matériaux (plan de flexion vertical) :
(a) section droite (1: dalle de béton; 2 : profilé en acier; 3 : plan de flexion); (b) plan des dilatations (élévation);
(c) plans des contraintes (élévation) ; (d) section droite équivalente en fiexion (4 : acier équivalent ;
G : centre géométrique de la section tout acier).
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Dans cette dia, on proceéde par homogénéisation. Comme au chapitre précédent, la
méthode consiste a définir n comme le rapport des modules de Young (Ea/Eb), ce qui
indique qu’on homogénéise en le matériau a. On cherche alors a calculer le moment
d’inertie de la section homogénéisée : comme la section apparait au premier degré dans
le calcul d’inertie, on travaille sur cette variable. Le diagramme (c) est particulierement
important pour la bonne compréhension de cette méthode.
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lllustrations des poutres fléchies

m revétements routiers sous poids des essieux

compression

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

1
sol ou plate-forme support

[CIM béton, 2000]
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IMustration d’une piece fléchie : un revétement routier et sa fondation sont calculées a la
flexion.




Effets thermiques

m un gradient de température fait apparaitre une
déformation de flexion

échauffement

refroidissement

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

[CIM béton, 2000]
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Les mémes conclusions que celles obtenus pour les élévations uniformes de température
sont valables. La structure sur la figure se déforme librement sans contraintes. Ce n’est
pas le cas des chassis qui sont des structures typiques soumises a gradient de température
et dimensionnées en conséquence.

Les éléments permettant de calculer le déplacement dii a un gradient thermique sont
exposées au chap. I1.10.




Poutre en béton armé
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M, armatures principales de flexion
[TGC???, 2000]
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[ustration des poutres en béton armé : les armatures principales de flexion sont
destinées a reprendre les contraintes de traction qui ne peuvent pas étre reprises par le
béton. Elles sont donc placées du coté des moments fléchissants (concordance des deux
figures).
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Poutre a inertie variable
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WEISSWERK BiuAcH

Eléments porteurs d’'un mur rideau.
Photo en phase de construction
[références manquantes]
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M, Inertie variable
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Pour limiter le poids des poutres fléchies, on peut les concevoir a inertie variable :
I’inertie est la plus grande 1a ol le moment fléchissant est maximal.




Poutre ajourée
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[http://oikos.com/products/metals/smisteel/]
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Toujours pour limiter le poids, on peut penser a ajourer (faire des trous) les poutres en 1.
cette technique est tres utilisé dans les batiments car les trous permettent le passage des
fluides (HVAC) ou autres ciblages.




Flexion d’'un arbre mécanique

d’apres [Burr, 1982]
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Iustration sur une piece mécanique.




Evolution de la conception des ponts

[réf. manquantes]

arc en encorbellement

La technologie dépend de la portée - ponts haubanés
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Il existe évidemment d’autres technologies intermédiaires non citées : ponts
hyperstatiques, pont a béquilles, etc.




La jambe du nageur

s e
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A simply-supported beam.
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[Fung, 1990]

: A I i r Flexion pure II-5-35

Le schéma statique proposé est discutable. Si I’appui a gauche symbolisant la rotule
(I’0s) par une rotule (mécanique) est incontestable, on ne voit pas bien ce qui fournirait
I’appui a droite. Il semble que I’auteur ait voulu étudier le probleme réellement
dynamique par un calcul statique. Ce qui se révele un peu hasardeux. Sionen ala
possibilité, le modele pourrait étre amélioré en considérant que le tibia repose sur une
série de ressorts élastiques qui représenterait la réaction de 1’eau. Une difficulté

supplémentaire se présenterait alors néanmoins : comment évaluer la raideur des ressorts
{)




Flexion de la colonne vertébrale

http://www.1backpain.com/
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