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IT - 6 - 1 Flexion simple

m Définition [Frey, T. Il, Chap. 9, 157-172+180]

m Effet du cisaillement sur les piéces fléchies

[pas de référence pour la dém.]

m Moments statiques
m Parois minces
m Déformation due au cisaillement
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Flexion simple

mM,=0etT, =0

m larelation %=, reste valable car

z
— I'effort tranchant perturbe peu les contraintes
normales

— la courbure est également peu sensible a I'effort
tranchant
m |'effort tranchant est la résultante des

contraintes de cisaillement
T, = 7,,dA
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Hypotheses : voir illustration expérimentale a la dia suivante et quantification de 1’effet
de I’effort tranchant sur la déformé dans le chapitre de calcul des déplacements (IL.10).
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Dans ce chapitre, comme dans ceux consacrés a N et a M, I’enjeu consiste a trouver un
modele permettant de calculer T, en fonction de T,.




Flexion simple

m Essai de flexion 3 points
— lllustre que la déformée est peu influencée par T

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

http://www.si.ens-cachan.fr/ressource/r14/r14.htm
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Un essai de flexion 3 points est le dispositif expérimental le plus simple pour étudier la
flexion simple (Etre capable de dessiner le schéma statique et les diagrammes M et T
correspondants). Sur cette figure, la grille en blanc est la déformée obtenue apres
application de la charge. On voit que, si on s’éloigne des appuis (principe de Saint-
Venant), les sections planes restent planes (hypothese de Bernouilli a la base de
I’équation de Navier). Sous certaines conditions (sur lesquelles nous reviendrons), le
modele de calcul de contraintes normales vu au chapitre précédent est d’application en
flexion simple.




Calcul des contraintes de cisaillement

m théorie de Jourawski

m calcul de I'effort rasant car réciprocité des

contraintes tangentielles 1, = t,,

largeur b lF
A

i\ ]
| j
(a)

" Mise en évidence des efforts rasants.  [Frey, 2000, Vol. 2]
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Jourawski est un ingénieur russe qui, confronté a la nécessité de vérifier ou de renforcer
des ponts en bois, a étudié 1’effet de I’effort rasant. A partir de sa théorie pour calculer
les contraintes rasantes T,x OUS €n déduirons, par réciprocité, un modele de calcul pour
les contraintes de cisaillement T,,.




Effort rasant

m comparons les assemblages de sections
carréeesaxa

@ @ ®
sections @ et @ section ®
a’ a(2a)’ .
=2 [ =200 ® est 4x plus rigide
12 ? 12
[, _ Zi R a(2a)’ ® est 2x plus résistant
Ymax O ¥ max 6
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Une petite incise avant de commencer : cette dia illustre I’enjeu du renforcement des
poutres en flexion. Vaut-il mieux placer 2 poutres 1’une sur 1’autre ou cote a cote (rép:
indifférent si elles ne sont pas liées)? Vaut-il mieux liaisonner les poutres (rép. les gains
en résistance et en rigidité sont calculés dans cette dia)?




Calcul de I'effort rasant

dx

Equation d’équilibre de translation horizontal TS = 0
(en I'absence de forces de volume f,=0) §s X -

jz TNdS + JZ'T,EX)dS #[ TdS+ | TiMds=0

lat
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Attention : cette démonstration ne se trouve pas dans I’ouvrage de référence de F. Frey.
Elle est pourtant intéressante si I’on veut bien comprendre le modele de Jourawski qui
suit.

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
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La démonstration consiste a considérer une poutre en flexion simple. On consideére une
coupe horizontale (dans la figure, la coupe est courbe ABC définissant la section X). On
écrit ensuite I’équation d’équilibre de translation horizontale sur le trongon coupé en
supposant qu’il n’y a pas de forces de volume horizontales.



Calcul de I'effort rasant

j TE0ds + I TOds + I T dS + 0
poutre > > coupe
prismatique =0,

[O'x (x + dx)— o, (x)]dS +I 7, dhdx =0  Pasdeforce

coup tangentielle en

5 surface
J‘ O dde =0
> Ox coup

effort rasant

_[ 9o, a’S+I 7, dh=0
Y Ox AB
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Suite de la démonstration.

On fait d’abord I’hypothese qu’il n’y a pas de forces de surface tangentielles (pas de
frottement — cette hypothese est-elle raisonnable ?).

Ensuite, on suppose que la poutre est prismatique (X=X’) et on restreint la poutre a une
longueur infinitésimale dx. Dans le ‘plan’ de coupe, la contrainte rasante est notée T,,. Sa
résultante dans le ‘plan’ de coupe est I’effort rasant.




Calcul de I'effort rasant

Supposons que o, = 1\1/1 y (hypotheése de Bernoulli)
Or, M " do, T,
T, =

D’ou,

T, .
jABT di=— 0 moment statique de X
z
valeur T s
moyenne L A
M i r Flexion simple (effet de cisaillement) II-6-1-9

Faisons I’hypothése que la contrainte normale dans les sections S se calculent par
I’équation de Navier (hypothese de Bernoulli). Nous pouvons alors calculer le premier
membre de la dia précédente.
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La démonstration fait apparaitre le moment statique S(X). Attention : le moment statique
se calcule sur la section de coupe S et non sur la section transversale A (d’ailleurs
S(A)=0 si on place le systeme d’axes au centre géométrique de la section comme il se
doit !!!).

Enfin, nous faisons I’hypotheése que nous allons calculer une valeur moyenne de la
contrainte rasante sur la largeur. Nous ne serons pas capables de dire comment varie cette
contrainte sur la largeur de la section.




Théorie de Jourawski

m récapitulation des hypotheses simplificatrices
-f. =0
— pas de force de surface tangentielle
— poutre prismatique
— Bernoulli
— calcul de la contrainte moyenne

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

UI-B D A H Flexion simple (effet de cisaillement) II-6-1-10
-,.l lir

Cette dia récapitule les hypotheses simplificatrices faites tout au long de la
démonstration. Il faut étre capable de les interpréter physiquement et de les traduire en
équations.




Cas particulier

m dans le cas ou AB est paralléle a Oz

r =— dans le plan
nx yx de coupe
Tyx = Tyy
formule de
Jourawski
‘ v
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Pour terminer la démonstration de Jourawski, on considere un plan de coupe horizontal,
et on applique le principe de réciprocité des contraintes tangentielles.

Moyen mnémotechnique pour la formule de Jourawski (pour les Bruxellois): STIB.




Centre géomeétrique et moment

statique
m coordonnées du centre géomeétrique
. ijdA g o IA ydA ,
© A ©faa
A A

ou apparaissent les
moments statiques

S,=|,ydA S, =[xdA

Centre géométrique C(x,,y,) d’une figure plane.

[Frey, 1990, Vol. 1]
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Cette dia cherche une interprétation géométrique aux moments statiques a partir du
calcul du centre géométrique d’une figure plane.
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Attention : dans cette dia, ils sont calculés pour toute la section A dans un systeme d’axes
quelconque.




Moment statique

m coordonnées du centre géomeétrique
deviennent S S

m conséquences

— le moment statique de A par rapport a un axe
passant par le centre géomeétrique est nul

— le moment statique d’une surface d’aire S est égal
au produit de l'aire S par la distance de son centre
géometrique a l'axe
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A partir de 'interprétation du calcul du centre géométrique basé sur les moments
statiques, on déduit des informations pratiques.
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Sections massives

= moment statique s(x)= [ Mbydy = g[%z - yZJ

SQDZb[E_YJl(%+YJ:ZYG

2 2
m calcul des contraintes

.
SRR TH IR z

z hf € = —_—
z—_mangl ?
YA _
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Dans cette dia, le moment statique est calculé de 2 manieres: par sa définition d’abord,
par son interprétation géométrique ensuite (calcul pratique: le moment statique est égal a
I’aire multiplié par la distance entre le centre géométrique de la section A et de la coupe
Y).

On en déduit la variation de la contrainte tangentielle dans la section transversale : elle
est quadratique, maximale a I’axe neutre et nulle aux extrémités. Il est intéressant de
constater que la contrainte normale, elle, est nulle a I’axe neutre et maximale aux fibres
extrémes. A nouveau, ceci plaide pour une section en I dans laquelle les semelles
contribuent a la résistance et a la rigidité a la flexion, tandis que I’ame se charge de
I’effort tranchant.
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Application : poutre en béton armé

/ \

armatures de couture armatures secondaires armatures principales

» Armatures principales : traction due a la flexion

« Etriers : effort tranchant

» Armatures secondaires et de couture : fissuration

» Exercice suggéré : déduire de ce plan le schéma statique
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La figure représente le plan d’armatures (vue en élévation) d’une poutre en béton armé.
On identifie plusieurs types d’armatures dont les fonctions varient (flexion, effort
tranchant, fissuration).
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Le calcul des étriers permet de déterminer la section de ceux-ci, ainsi que leur pas. On
remarque que le pas peut €tre variable, en fonction du diagramme de 1’effort tranchant.
kskok

Cette figure a servi de fil conducteur a I’examen de janvier 2011 sous la forme d’un
probleme inverse : déduire du plan d’armatures le schéma statique (exercice suggéré).



Rupture par cisaillement

m Commentaires
— Etat bidimensionnel de contraintes
— 2 directions principales
— Directions de cisaillement max a 45°
— Fissures typiques de cisaillement
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Un état de flexion simple dans une poutre est un état bidimensionnel de contraintes.




Rupture par cisaillement

Essai de flexion 3 points

UNIVERSITE D'EUROPE

Rupture par flexion (contraintes normales) Rupture par cisaillement

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES,

Credits: A. Hellebois (Service BATir, ULB, 2010)
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[ustrations de rupture de poutres fléchies par cisaillement (plan de rupture a 45°) ou par
flexion (contraintes normales, plan de rupture orthogonal a la poutre).




Structures a parois minces

m La formule de Jourawski
I 0>

Xn ~ TXl‘l =
I, t —
donne une bonne précision
pour les parois minces
m flux de cisaillement (N/m)

Contraintes 7 rasantes et tranchantes.

[Frey, 2000, Vol. 2]

T
f =Tt =-=-8(2)= —[—yﬂylds
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La théorie de Jourawski s’applique également tres bien aux structures a parois minces
pour lesquelles il est classique d’introduire la notion de flux de cisaillement obtenu en
multipliant la contrainte de cisaillement par I’épaisseur de la paroi.




Section a parois minces ouverte

m Poutre prismatique a t variable

_ variable
Z.xn =

constant

®

Poutre 2 paroi mince et & section ouverte : (a) vue; (b) section droite ; ¢ = ¢(s)
(et non pas t = t(, s) : poutre prismatique !)

1., Max. lorsque S/t max. [Frey, 2000, Vol. 2]
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Si I’épaisseur de la paroi mince est variable, on peut repartir du modele de Jourwaski en
maintenant I’épaisseur t au dénominateur.




Autres contraintes dues a Ty

m contrainte normale o,

o,(y)= vl

bT.

¥

toujours négligeable

m contrainte tangentielle t,,

0
0o, L0, or,, £ =0
ox 0Oy 0z

or,,
m montre que & ne dépend pas de z

= que 1,, est linéaire en z
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Il est possible de faire une démonstration analogue a celle de Jourawski pour montrer
qu’il existe une contrainte 6, non nulle. En pratique, elle est toujours négligeable.

La démonstration suivante vise a montrer qu’a un effort tranchant T, peut &tre associée
une contrainte T,, non nulle. Si elle existe, elle est forcément linéaire (conséquence de
I’équation d’équilibre dans la dia) et auto-équilibrée (conséquence de 1’équation
d’équilibre général).

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Section en U

UNIVERSITE D'EUROPE

7%
7 NN

[Frey, 2000, Vol. 2]
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Premiere application aux parois minces. On peut commencer par étudier 1’ame, ou I’on
retrouve une forme rectangulaire. La contrainte de cisaillement y varie quadratiquement
et on arréte le diagramme conventionnellement a la fibre moyenne des semelles (la
Justification est donnée au cours oral). Dans les semelles, on voit apparaitre une
contrainte T,, linéaire et auto-équilibrée. Sur cette figure, on voit bien apparaitre le flux
de cisaillement.

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES,




Section en U

m contraintes dans les ailes

Xz 212
c bt T,b*h
Fz= xzZt _ Y
2 41,
résultante

[Frey, 2000, Vol. 2]

aile inférieure
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Calcul de la contrainte de cisaillement T,, et du flux correspondant.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Section en U

m contraintes dans I'ame

UNIVERSITE D'EUROPE

2 2 2 négligeable

Vit o T\ 1(h* ) bth
7 7, =L | —=y|+—
o2l 4 2t

t wx _ TH* T bth
T =——t
xy
81, 211,
T 3 2
Fo=x t.h N bth
I\12 2
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sx)="2 (ﬁ _ y)[%l} . [ correction ]

[Frey, 2000, Vol. 2]

J résultante ame

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES,
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Calcul de la contrainte de cisaillement T, et du flux correspondant.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Sectionen U
m inertie en flexion

t h’  bth?
I, = —
12 2 o
négligeable

=T

w y

m conclusion ;

m solution approchée
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Tout se passe comme si I’effort tranchant était repris uniquement par 1’ame. Cette dia
fournit donc une formule approchée (la contrainte de cisaillement y est supposée
constante sur la hauteur) qui permet de vérifier facilement 1’ordre de grandeur de calculs
plus détaillés.




Sectionen I
- = contraintes tangentielles

: T

= r o~ Tywm lﬁﬁ%‘

“ wm Aw “_—’I

= _—t—r =

E Tmax \ = ? )

= @]ﬁlﬁ; [Frey, 2000, Vol. 2]
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La section en I est obtenue en accolant deux sections en U téte-béche.

Les calculs sont donc similaires aux précédents.




Facteurs de concentration de contraintes

m Tout changement brutal de section induit des
concentrations de contraintes

m Principe de Saint-Venant : ces discontinuités
ne sont pas correctement représentées par
Jourawski

m On introduit des facteurs de concentration de
contraintes

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
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Si les modeles de résistance des matériaux sont limités par les observations de Barrée de
saint-Venant, il existe néanmoins une littérature de modeles empiriques déduits de la
résistance des matériaux et qui procede par I’introduction de facteurs de concentration de
contraintes.




Facteurs de concentration de contraintes

UNIVERSITE D'EUROPE

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES,

[Burr, 1982]
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Exemples de structures mécaniques typiques présentant des concentrations de contraintes
dues a des variations brusques de géométrie.




Facteurs de concentration de contraintes

I
T

sous effort normal

o-max = Kt o-nom

K, = f(Y})

HHH

T
I
I

HHHHHH

11

¥

[Burr, 1982]
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Une méthode usuelle consiste a définir le modele RDM comme une solution nominale
amplifiée par un coefficient Kt obtenu dans des abaques dont cette dia et la suivante
fournissent des exemples.




Facteurs de concentration de contraintes

sous moment fléchissant

O nom = 32%013

Omax = Kto-

nom

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

[Burr, 1982]
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Section a parois minces fermeée

m poutres tubulaires ou caissons

m |la théorie de Jourawski ne s’applique pas
aisément car on ne dispose plus d’'un endroit
ou le flux de cisaillement a une valeur connue
a priori
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En toute généralité, il n’existe pas solutions analytiques sur les structures a parois minces
fermées car il n’existe pas d’endroit ou le flux est connu a priori. Par symétrie, il est
toutefois possible de trouver des solutions simples sur des sections comme les tubes.




Déformation due a l'effort tranchant

m 'hypothése de Bernoulli pas rigoureusement

= satisfaite

= voe

> 1 E

g‘ yxy=arxy avec G=2(1+U)

S Ymax ————— T
i 1,y Pas uniforme !

» . |

= les sections gauchissent | we
= s i

2 hypothése de Bernoulli

z généralisée
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Cette dia illustre la contradiction qui existe entre I’hypothese de Bernoulli (les sections
planes restent planes, donc le gauchissement est nul) avec le modele de Jourawski ou
Yy=Tx/G n’est pas nul. En fait, les sections gauchissent (voir figure), mais le
gauchissement est négligeable si la hauteur de la poutre reste petite devant sa portée.




