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Il — 9 - Torsion uniforme
m Définition
m Arbre cylindrique - hyp. de Saint-Venant
m Essai de torsion
m Sécurité structurale des pieces tordues
m Autres sections - analogie de
I'hydrodynamique
m Parois minces (fermées ou ouvertes)
—[Frey, T. Il, Chap. 8, 133-146]
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Torsion uniforme

m définition

— torsion uniforme (pure, de Saint-Venant)

* M, = constante

— gauchissement libre (non entrave)

— seules contraintes 1, 1,,
— arbre cylindrique : symétrie de révolution

* les sections planes restent planes et normales a 'axe

* les angles au centre sont conserves

:: Iir Torsion II-9-3
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Au contraire des autres sollicitations, il n’est pas possible d’établir une théorie
générale de la torsion des poutres. Comme nous le verrons ci-apres, cela dépend
de la topologie des sections ainsi que des conditions cinématiques. La théorie la
plus simple est celle de Barré de saint-Venant qui s’est intéressé a la torsion
uniforme dont la définition est donnée dans la dia.

Hors sujet. Uniquement analogie hydrodynamique.

Hors sujet. Uniquement analogie hydrodynamique.

Hors sujet. Uniquement analogie hydrodynamique.



Torsion libre vs. entravée

Semelle inférieure
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Les conditions cinématiques imposées par les appuis conditionnement la
déformée, comme le montre la figure. Les deux situations sont statiquement
équivalentes, mais leur déformée est tres différente et ne peut donc €tre
déterminée a I’aide des équations d’équilibre.

Uniquement pour comprendre 1’effet des appuis sur la déformée.

Uniquement pour comprendre 1’effet des appuis sur la déformée.

Uniquement pour comprendre 1’effet des appuis sur la déformée.



Torsion d’un arbre cylindrique

les génératrices )
deviennent hélicoidales
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o
cosg=1——+...

cosa ~1

dx
dx'= ~ dx
cosa

. e, ~0
centre de torsion

Torsion d’un arbre cylindrique (1 : section origine). O X ~
[Frey, 2000, Vol. 2]
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Premier résultat de la théorie de Barré de saint-Venant : en torsion uniforme, les
contraintes et déformations longitudinales sont négligeables.

Sans objet.

Sans objet.

Sans objet.




Torsion d’un arbre cylindrique

m cinématique

abcd devienta’b ’c ’d’
=abc’d’

X

dx

cc'=dd'=y_,dx

cc'=dd'=rd0, } dé
— Vo =T

Cinématique en torsion (section circulaire).

[Frey, 2000, Vol. 2]
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Démonstration de la théorie de Barré de saint-Venant : dia la plus important pour
comprendre le modele. On considere une torsion uniforme d’un trongon
infinitésimal (dx) d’une poutre cylindrique. On considere le rectangle
(cylindrique) abcd dans la configuration non déformée et sa déformée (losange
cylindrique) abc’d’. Comme tout est infinitésimal, on mesure les longueurs cc’ et
dd’ de deux manieres: comme élément d’arc dans un plan orthogonal a I’axe
(angle dOx) et comme élément d’arc dans le ‘plan’ cylindrique (angle yx0).

Sans objet.

Sans objet.

Sans objet.




Loi constitutive

m etat de cisaillement pur
- 1,9 = G v, (loi de Hooke)

m — |ol constitutive en torsion

do
, . . Tx& = Gl" -
m généralisation dx
déo
M, =GJ q A J = constante de torsion (m?)
X
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Méme principe que dans les autres chapitres : une fois exploitée la condition
cinématique, on utilise la loi de comportement (ici Hooke). Elle apparait ici sous
une nouvelle forme (contrainte en fonction de la variation angulaire). Cette
forme va donner 1’idée d’une loi de comportement généralisée du moment de
torsion en fonction de la variation angulaire, introduisant une constante de
torsion J, sorte de moment d’inertie de torsion. Cette derniére relation sera
utilisée dans toutes les théories de torsion.

Hors propos.

Hors propos.

' Hors propos.




Poutres a section circulaire

répartition linéaire
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)
T.,=Gr
T7dA dx
M, =] z,rd
: Tmax
< do
. = x| 42
: [Frey, 2000, Vol. 2] G dx J'Ar dA
3 Contraintes tangentielles 7 d’une section inertie polaire
e circulaire (1 : 7 agissant sur la section droite ; d 9 4
; 2: 7 agissant longitudinalement = G TCR 12
» entre les fibres, par réciprocité). dx
2 M,R
w T = *okk
z max I
2 p
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Démonstration de la loi de comportement généralisée dans le cas de I’arbre
cylindrique. On part de la loi de comportement et on applique I’équation
d’équilibre de rotation autour de 1’axe x. Avec les hypotheses de Barré de saint-
Venant pour la torsion uniforme, la variation angulaire est constante. Apparait
alors naturellement la constante de torsion, qui n’est autre, dans ce cas-ci, autre
que 'inertie polaire, somme des inerties de flexion.

La relation (***) est a maitriser. Elle montre que la contrainte est maximale a la
fibre extérieure. Elle montre aussi qu’il existe des contraintes de cisaillement
dans le plan rx qui tendent a délaminer les structures.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Poutres a section circulaire

m applicable aux sections circulaires

— pleines
ou creuses

(a) (b)

Rupture par torsion dans un matériau raide :
(a) contraintes principales ;
(b) rupture d’une craie (photo A. Herzog).

Reproduit dans [Frey, 2000, Vol. 2]
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La photo représente le schéma typique d’une rupture par torsion d’une poutre
cylindrique. Le ‘plan’ (hélicoidal) de rupture est a 45° du plan normal, ce qui
caractéristique d’une rupture par cisaillement.

La rupture a lieu dans un ‘plan’ orthogonal a la premiere direction principale
(contraintes principales I de traction).

Les formules vues aux dias précédentes sont valables pour les sections
circulaires pleines ou creuses. Les formules sont souvent attribuées dans la
littérature a Bredt.

Commentaires de la photo uniquement.

Commentaires de la photo uniquement.

Commentaires de la photo uniquement.




Exemple

de rupture
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A\ A \
Mir Torsion IT-9-10

De tres belles photo qui m’ont été offertes par un étudiant dont j’ai
malheureusement omis de conserver le nom ®. Cette photo a servi de fil
conducteur a I’examen de BA3 Sciences de I’ingénieur de janvier 2005.

Elle montrent une rupture tres rare d’un arbre sous action du vent. Le schéma de
rupture le plus typique en pareilles circonstances est un glissement de sol
entrainant le déracinement de I’arbre.

Ici, on peut déduire des photos que la combinaison des sollicitations de flexion
et torsion a abouti a la rupture ot I’on observe de la délamination (due a la
torsion) et une flexion proche de I’encastrement.(la ot le moment de flexion est
maximal).




Essai de torsion

m angle de torsion total /{Q
d6, M,L .2M L

HX — X L: X — X4

dx GJ 2GR

m essai de torsion ML
- 70, R*
m coefficient de Poisson
G= L =0
2(1+v)
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L’essai de torsion est un dispositif expérimental assez similaire a ’essai de
traction. On place une éprouvette relié par un fil de torsion a la machine. On lui
applique un moment de torsion et on mesure 1’angle de torsion correspondant.
On veille a respecter rigoureusement les hypotheses de la torsion uniforme et de
la loi de comportement généralisée, on peut donc en déduire la valeur de G.
Avant le développement des méthodes optiques, (appliquées a un essai de
traction) c’était la méthode de mesure la plus précise du coefficient de Poisson,
si la valeur de E était également connue.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Sécurité des piéces tordues

m matériaux ductiles
Ge

T, = g (cf. Von Mises)
— critere déterministe

< Ty, = GJ%“
— E.L.U.
M, 4 <M, 4im
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Pour information.

Nous venons de voir que 1’état de contraintes de torsion est un état de
cisaillement pur. A partir du critere de von Mises (voir II-11-2), on peut en
déduire une valeur de contrainte de cisaillement limite d’entée en plastique Te.
On en déduit un critere déterministe, exprimé en contrainte (avec le coefficient
de sécurité) ou en sollicitation (moment de torsion résistant) dans la théorie ELU.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Sécurité des piéces tordues

m matériaux fragiles
— critére déterministe

-
T<Tygm =

- E.L.U.

M., <M

R x,dim
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Pour information.

Le critere de von Mises ne s’applique qu’aux matériaux ductiles. Pour les
matériaux fragiles, il n’y a pas d’autres solutions que de mesure la contrainte de
cisaillement de rupture Tu.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Autres sections

m pas de solution analytique = solution
approchée

m sections elliptiques

— solution de Saint-Venant
A? A
Jr I =(a®+b*)~ et A=mb
401 avec 1, (a + )4

m analogie hydrodynamique
m analogie de la membrane (Prandtl)

Mir Torsion IT-9-14

Hormis les poutres cylindriques a sections circulaires, nous disposons de tres peu
de solutions analytiques. Une généralisation de la théorie de saint-Venant permet
de traiter les sections elliptiques (mais elles sont assez rares).

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

Pour toutes les autres sections, on a recours soit a des solutions numériques
approchées (tendance contemporaine) soit a des analogies. L’analogie
hydrodynamique, tres simple a comprendre, permet de comprendre les principes
généraux de conception a la torsion.

kekesk

L’analogie de la membrane est une tres belle théorie basée sur le fait que les
équations différentielles de la torsion et des membranes soumises a pression sont
similaires. Elle est toutefois hors propos pour ce cours de tronc commun.

Hskok

Uniquement les principes de 1’analogie hydrodynamique exposés ci-apres.

Uniquement les principes de 1’analogie hydrodynamique exposés ci-apres.

Uniquement les principes de 1’analogie hydrodynamique exposés ci-apres.



Sections massives

m section rectangulaire

UNIVERSITE D'EUROPE

Tmax | A

Contraintes tangentielles de torsion dans une section rectangulaire.

J= 7/bc3 a, B,y = fct(%)

[Frey, 2000, Vol. 2]
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L’analogie hydrodynamique, basée sur la forme similaire des équations
différentielles qui régissent les deux phénomenes. L'idée consiste a considérer un
réservoir dont la section est identique a celle soumise a torsion. Ce réservoir est
rempli d’un fluide que 1’on soumet a un tourbillon (®) analogue au moment de
torsion. Le profil de vitesses qui en résulte est analogue a la contrainte de
cisaillement de torsion.

Les relations de la dia ne doivent pas €tre connues.

Hekosk



Section ouverte a parois minces

ZT'
; dé. bt
i s M, =G—x—
Al ity dx 3
"L - _3M,
1. \ lw' A‘“ Tmax — bt2

@ ©

Torsion d’une poutre 2 section rectangulaire mince : (a) section droite et lignes de cisaillement ;
(b) coupe ss de la b 5 (o) di des i 2 travers I'épai t.

[Frey, 2000, Vol. 2]
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[lustration de I’analogie hydrodynamique sur une section a parois minces
ouverte.
Les relations ne sont pas a connaitre.

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

= = Les relations ont en réalité été établies par ’analogie de la membrane. L’analogie
hydrodynamique ne fournit pas de solutions analytiques aisées.

Uniquement I’ application de 1’analogie hydrodynamique.

Uniquement I’ application de 1’analogie hydrodynamique.

Uniquement I’ application de 1’analogie hydrodynamique.




Section ouverte a parois minces

® remarques
— id. solution section massive avec b/c — «
— bonne approximation lorsque b/t > 10

— concentration de contraintes dans les angles
rentrants
* = congés de raccordement
+ = J augmente

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE
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Pour information.

On peut démontrer que la solution “parois minces’ est la solution ‘section
massive’ lorsque le rapport b/c (c étant 1’épaisseur) tend vers I’infini. La solution
parois minces constitue une bonne approximation lorsque 1’épaisseur est 10X
plus petite de la largeur de la section.

Lorsque la section présente des angles vifs, il y a également des concentrations
de contraintes, qui peuvent étre lissées en réalisant des congés de raccordement
qui augmentent également la constante de torsion (donc de bonne pratique !)
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Section fermée a parois minces

m analogie de I'hydrodynamique

[Frey, 2000, Vol. 2]

T=—2
) dT=§tdF ®  dT =2rdF 20X

Circulation des contraintes tangentielles de torsion : (a) section ouverte ; (b) section fermée.

M)f(erme S>> Miuvert
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L’analogie hydrodynamique est tres limpide (©) pour montrer la nette différence
de résistance et rigidité en torsion entre les sections a parois minces ouvertes et
les sections a parois minces fermées. Les figures ci-dessus doivent €tre analysées
attentivement et comprises. En particulier, on observe que le bras de levier dans
la section fermée (de 1’ordre du diametre) est beaucoup plus grand que pour la
section ouverte (de 1’ordre de I’épaisseur). La variable importante de
dimensionnement des sections a parois minces fermées est 1’aire ‘sectorielle’
(I’air comprise dans la section).

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

Ce raisonnement permet par exemple de justifier pourquoi les véhicules
automobiles décapotables sont plus lourds que leur équivalent berline.
Hskok



Forme rationnelle des sections droites

m sections fermées
m augmenter l'aire sectorielle
m risque d’instabilités
— prévoir des diaphragmes ou des raidisseurs

! l f

_—\ ——

1 =

(@ ()

Déplacement de la section droite : (a) sans diaphragme, d’ou distorsion ;
avec diaphragme (en treillis), d’oll rotation en bloc.
® phragme ( ) [Frey, 2000, Vol. 2]
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Pour information.

Si on congoit une structure a parois minces fermés trés minces (ce qui serait la
tendance si 1’on recherche la plus grande aire sectiorelle a moindre cofit), on peut
faire apparaitre des risques d’instabilité (voir Chap. 14). Pour éviter ou limiter
ces risques, on peut avoir recours, au sein de la section, a des raidisseurs (figure
de droite), appelés aussi diaphragmes.

Hors propos.

Hors propos.

. Hors propos.




