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Calcul des déplacements

m Motivation

m Déformée due a la flexion
— équation différentielle et CL
— intégration directe
— intégrales de Mohr

m Effet de I'effort tranchant

m Introduction aux systémes hyperstatiques
— [Frey, T. Il, Chap. 10 & 12]
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Calcul des déplacements

m Motivation
— Etats Limites de Service (ELS)

* limiter la déformabilité (les déplacements) des
structures
* souvent, critére plus exigeant que celui de résistance
— Structures hyperstatiques
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Le calcul des déplacement fait 1’objet d’une attention particuliere pour deux raisons qui
sont citées dans la dia.

La détermination des inconnues hyperstatiques sera illustrée a la dernicre dia de ce chapitre.




Déformée due a la flexion

m flexion simple plane
m axe initialement rectiligne, actions

ﬁf\l‘ﬁf\ﬂfl IIIﬂIPf\ﬂ

MEI1 Tl 1GiCuiaires

m petits déplacements (linéarisation
géomeétrique)

effets de M et de T dissociés

1IN AW MW IV Wil

m on cherche I'équation de la déformée de 'axe
= ligne élastique
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La nécessité de calculer rapidement les déplacements est valable pour toute application de
structures.
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On démarre toutefois ce chapitre par étudier spécifiquement les picces fléchies (cas
pratique trés courant).

Cette dia contient les hypotheses a la base de la démonstration qui suit.




Ligne élastique
w mOna: 1 M

R, EI

f‘ - Or’ 1 "

é — y 3 ~ yn

= R, (1+y'2 2 \

= linéarisation

= M geometrique

% y = _E (***)
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1¢* méthode de détermination de 1’équation différentielle dont la solution est la ligne
élastique.

Détermination immédiate si on se rappelle 1’expression de la courbure (voir cours de
géométrie différentielle).




Démonstration alternative

m Petits déplacements, petites rotations
ds = Rd6

- T a9

. I do

: R ds

" N

- T

= @

- 0 petit = cosO@~1 = ds ~ dx [Frey, 2000, Vol. 2]
1 d«9 d’y d

= - = ﬁ car 0 = y

R dx dx’ dx
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2¢me méthode (démonstration alternative).

Raisonnements géométriques simplifiées (petits déplacements, petites rotations) pour
démontrer que dans ce cas la courbure est donnée par la dérivée seconde.




Allongement des poutres fléchies

dx+u+du=u+dscos@

~ U+ dx
U
du~0

en petits déplacements,
[Frey, 2000, Vol. 2] la portée d’une poutre fléchie ne varie pas
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Petite incise dans la démonstration pour montrer que I’allongement (selon 1’axe x) d’une
piece fléchie est toujours négligeable (sous-entendu devant la fleche y).
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Equations différentielles des poutres fléchies
= Eh"=-M
(Ely")'=-T car T= a
2 dx
: dr
z Eh")"=q car q=——
: (1) .
; Cas particuilier : Ei constant
E ) _ 9 équation differentielle
z y '= El du 4¢me ordre
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La premiere équation est une version simple de 1’équation différentielle donnant la ligne
élastique. Elle présente toutefois I’inconvénient, sous cette forme, de de voir déterminer
I’équation de M(x). Une alternative consiste a la dériver 2x pour établir une nouvelle
version de cette équation, du 4°™ ordre cette fois, exprimé directement en fonction de la
charge appliquée.

Comme cette équation est d’ordre 4, on en déduit immédiatement que la ligne élastique est
un polyndme de degré 4 (si q n’est pas nul) ou 3 (si q est nul).



Conditions aux limites

m conditions sury
— fleche imposée (appuis)
— A Alibi A~ A s
B CUTUIUOIS SUl' 'y
— rotation imposée (encastrement)
m conditions sury”

— moment fléchissant imposé (extrémite libre)
rl\l\.l\.l \\I NG NI TN TN \I,

m conditions sury "”
— effort tranchant imposé (extrémité libre)
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A I’équation différentielle précédente, il convient d’ajouter des conditions aux limites dont
les plus importantes sont illustrées a la dia suivante.

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Conditions aux limites

7

0=0=>y'=0 \(A

PO M=0=y"=0

S T=0=)"=0

— g d
(o =
M=0=y"=0 \777 Y, =Yy
© =0 2\ Ve =V
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[ustration des conditions aux limites les plus courantes.

Dia a maitriser, en particulier pour esquisser les déformées des poutres: toujours veiller a
respecter ces conditions.




Intégration directe

A 1.::11 F gr,

i !

i—————ﬁc
B =
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Déformées cubiq:les; inflexion ; discontinuité de la courbure (AB' et B'C : arcs de cubique;
D' point d’inflexion ; B’ : point de discontinuité). [Frey, 2000, Vol. 2]
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[ustration sur une structure tres simple (1X hyperstatique, 1 changement d’inertie) de la
lourdeur a déterminer 1’équation de Mz ou de résoudre 1’équation différentielle du 4°™ ordre
avec les conditions aux limites de raccordement en B. Cette lourdeur est accentuée par le
fait que I’on sait a priori que le déplacement maximal est proche du point B. On pourrait se
contenter de déterminer le déplacement en ce point, sans nécessairement calculer la ligne
élastique et son maximum.



Intégration directe

iz ol

i y,vi

= q

= A '

= Q1= B L

& M - Mo

= v3

- v(z)
= v —

~ ~1_ Y2~

Calculs des déplacements

[Frey, 2000, Vol. 2]

Déformée par intégration et conditions aux limites (EI = cste).

IT-10-1-12

Idem sur une poutre isostatique (Cantilever) avec un chargement simple. La fleche
maximale est proche du point B et en constitue une bonne approximation.




Intégration directe

m avantage
— on trouve y(x) en tout point
m inconvénient
—en géneéral, on cherche y et 6 en quelques points

— — trouver une méthode de calcul plus adaptée
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La méthode d’intégration directe est rarement appliquée car, en pratique, on doit déterminer
le déplacement d’un certain nombre de points, en général connu a priori.




Remarques (1)

m cas de la flexion pure
— M = cste = y”= cste = y est une parabole

1/RB=_NMN/El — s act 11n ~rarnla
171\ IvVi/ -1 — y Col Uil uTluic
— I'approximation vient de 1 I
— "

~
~

Ry ) (l—i-y'z)%

— valable uniquement si les déplacements sont
petits
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Commentaires visant a rappeler que les hypotheses simplificatrices doivent étre maitrisées.
Les deux premieres lignes illustrent qu’il pourrait y avoir une contradiction pour la flexion
pure entre un raisonnement sur M constant ou sur la courbure constante. Cette contradiction
apparente résulte de I’hypothese des petits déplacements pour laquelle les deux déformées
(parabole cercle) se confondent.
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Remarques (2)

m grands déplacements

déformée
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Petit rappel : si le probleme n’est plus linéaire (par exemple parce que les déplacements sont
grands), le principe de superposition n’est plus valable.

En outre, les sollicitations (qui, en toute rigueur, se calculent toujours dans la configuration
déformée) dépendent désormais de la déformée. Une illustration simple de ceci est de
considérer une poutre Cantilever avec une charge concentrée a I’extrémité. Plus la poutre
fléchit, plus petit sera le moment.




Théoremes des travaux virtuels
m T.V. : forces réelles - déplacements virtuels
[] (l’l) ! _ ! '
J‘Vfl.u,.dV+§qTi u', ds —IVrUaUdV YVu',
m T.V.: forces virtuelles - déplacements réels
[ Fruav+§ T udS=[ ¢ adv
Jyo vt Js bt Jv vy
vr'., T'l(.”) ,T'; enéquilibre
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Rappel des théoremes des travaux virtuels pour les solides déformables.
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(pour ceux qui n’ont pas vu ces théoremes préalablement, se référer au chapitre II-10-2 qui
synthétisent les principaux concepts et résultats).

En toute généralité, le théoreme des TV (« a I’équilibre, le travail virtuel total est nul pour
tout champ de déplacements virtuels ») est valable pour un champ de forces virtuelles et un
champ de déplacement virtuel. Ici, on scinde en 2 grands classes :

- Les forces sont réelles, les déplacements virtuels : permet typiquement de déterminer
facilement les réactions de liaison

- Les forces sont virtuelles, les déplacements réels: permet typiquement de déterminer le
déplacement en un point. C’est cette deuxieme version qui sera exploitée dans ce chapitre.




Intégrales de Mohr

-~ choisir les forces et les contraintes virtuelles

= en équilibre en plagant une force unitaire dans
le sens du déplacement cherché

|, fiwav+§ 1 uds =15
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La méthode des intégrales de Mohr est basée sur 1’idée que 1’on peut définir un champ de
forces virtuel qui ne ferait travailler que le déplacement que 1’on cherche. Pour cela, il suffit
de considérer un champ de forces virtuelles réduit a une force unitaire placé au point ol
I’on cherche le déplacement et dans le sens de celui-ci. Dans ce cas, le travail des forces
externes se réduit au déplacement cherché (multiplié par 1N, la force unitaire).




Contribution de M

—jM'y—dV
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Le travail des forces externes étant connu (9), il convient maintenant de calculer le travail
des forces internes. Pour cela, nous allons étudier successivement la contribution des
sollicitations M, N et T.
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Le calcul du travail virtuel interne se fait en calculant les contraintes virtuelles (obtenues
par les modeles RDM pour le systeme de la force unitaire virtuelle) et les déformations
réelles (obtenues par les modeles RDM et par application de la loi de Hooke).

Les démonstrations sont toutes basées sur le méme principe: 'intégrale de volume est
décomposée en intégrale linéique (le long de I’axe de la poutre /) et de surface (dans la
surface transversale A). On sort de I’intégrale de surface tous les variables qui ne varient
pas dans la section transversale et on calcule I'intégrale de surface restante. Ici, elle fait
apparaitre le moment d’inertie 1z.




Contribution de N

L z"l.j a.dlV = E—dV

vy L 4

V
- [k
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Méme principe de démonstration. L’intégrale de surface se réduit ici a la surface.




Contributionde T

'T_ST_SdV

Ib GIb y= facteur de correction
TT'( A ¢ S°

) GA/lz et

TT'

—dx
ZGA

IV T a,dV =

"

h.

I
ey

L
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Méme principe de démonstration.

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

Cette fois, I’intégrale de surface est difficile a calculer puisqu’elle fait apparaitre le moment
statique au carré et I’inverse de la largeur au carré. Pour éviter de devoir calculer ces
intégrales, on utilise un artifice de calcul: on construit un nombre géométrique
adimensionnel en multipliant par A. Ce nombre, noté , est appelé facteur de correction da
au cisaillement transversal. Il est calculé pour toutes les sections typiques et disponibles
dans des abaques. Ce facteur est toujours > 1, tout se passe donc physiquement comme si
une section réduite A/ reprenait le cisaillement transversal.




Intégrale de Mohr
-\ EI \Kgé GA
N

moment fléchissant d a une force
unitaire placée au point ou I'on
cherche le déplacement dans la
direction et le sens de celui-ci

moment fléchissant
dd aux actions réelles

En général, MM

L
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Superposition des contributions de M, N, T.
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Attention : remarquez que ces termes sont quadratiques, le principe de superposition n’est
pas applicable. En fait, on peut démontrer que les contributions des 3 sollicitations
énergétiquement orthogonales, ce qui permet la sommation ci-dessus.

En pratique, pour des structures courantes, on négligera toujours 1’effet de T et de N devant
M. Par contre, en I’absence de M, ne pas oublier la contribution de N.
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Ce tableau est un outil pratique de calcul d’une intégrale le long d’un segment de droite de
longueur 7 du produit de deux fonctions polynomiales M’ et M™.

Pour I'utiliser dans la méthode des intégrales de Mohr, ne pas oublier de multiplier par Zet
de diviser par les facteurs adéquats (EIL, EA, ...).
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[lustration de la méthode des intégrales de Mohr au calcul du déplacement vertical en A
(poutre Cantilever uniformément chargée q).

Le systeme virtuel consiste a placer une force unitaire en A.

On exploite ensuite le tableau de la dia précédente:

fleche en A
- ] 2 4
gL lat” _dqL

| " EI4 2 SEI
k I MMy




Exemple 1b : rotation

TRIERERY! S

T

UNIVERSITE D'EUROPE

1
17 (M) + Moy
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)
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F Ib rotation en A
- T
R ’

M

L quzl— qL3
' El3 2 6FE]
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MEéme structure, mais cette fois on cherche la rotation en A.
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Le systeme virtuel est obtenu cette fois en placant un moment unitaire a I’endroit ot I’on
veut calculer la rotation (le produit du moment par la rotation donne le travail, raison pour
laquelle on dit que le moment est énergétiquement conjugué a la rotation). Le sens du
moment n’a pas d’importance, il détermine le sens de mesure de la rotation.




Exemple 2
jj N/m]

= Nasswnnnsnily

= YA . ET ;%B

> M(z) ’

5 | + :

z l !

S u(z) :\I M

= —_—t— ;)

= o vmax [Frey, 2000, Vol. 2]
w Déformée d’unc poutre simple uniformément chargée (£1 = csie)

= pl+ V-l s qr

"CEL 3 8 4 384 EI
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Calcul de la fleche a mi-portée d’une poutre bi-appuyée uniformément chargée.




Effets thermiques

m €lévation uniforme de température

“ — AT = Taprés - Tavant &, = aAT

> B Jyrauiclit uicerirgue (courisialii)

e , 4

= _ AT’/ _ AT

; E.=a ’ y
a h/2

s . SEN— -

- h/2

c
-
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Prise en compte des effets thermiques dans la méthode des intégrales de Mohr.

On distingue I’effet d’une élévation uniforme de température (AT=T, ;- T,yan0)> qui
s’apparente un allongement type effort normal, du gradient de température (AT =T,,-T,,),
qui s’apparente a une déformée type moment fléchissant.




Effets thermiques
m contribution du gradient thermique
M'y AT’
I a,dV = I h ydV
= jaAT’M'dx
h

m contribution de I'élévation uniforme

[ 7yaar= j—aATdV

= jaATN’dx

L
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Méme principe de démonstration que pour les différentes sollicitations.




Intégrale de Mohr

+ Jf a%M'dx + Jf oATN' dx

L L
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Formule la plus générale des intégrales de Morh avec la contribution au déplacement,
respectivement, du moment fléchissant, de 1’effort normal, de 1’effort tranchant, du gradient
de température et de I’élévation uniforme de température.




Effet de l'effort tranchant

T7=0 y=0

-

§ : %n#, 8
e A2 BN AL [

§ Tc’ c_D/ D \
@
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\

=0 dz
®) ©)

Déformation d’une tranche dz d’une poutre 2 section rectangulaire sous 1’effet de I’effort tranchant :
(a) diagramme 7 ; (b) gauchissement des sections ; (c) angle de glissement moyen.
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_, aire réduite [Frey, 2000, Vol. 2]
y=x
GA A
~GB X
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On étudie la déformée d’un tron¢on dx d’une poutre soumise a flexion simple (M+T). On
représente d’abord le diagramme de variation de t (formule de Jourawski) et on en déduit
(Hooke: y=1/G) la variation de la déformation angulaire des sections, appelée
gauchissement. Le gauchissement est nul aux fibres extrémes et maximum au centre.

Grace a la contribution de T dans les intégrales de Mohr, on peut en déduire une valeur du
gauchissement qui fait apparaitre une aire réduite (B). Physiquement, tout se passe donc
comme si le cisaillement n’était repris que par une aire réduite. Des exemples de valeurs de
% sont données plus loin.




Effet de T : équation différentielle

m La contribution additionnelle due a T est
donnée par

o, b o 2 dtb
YZXG6A 7Y TGA dx

m La ligne élastique est solution de

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

: A I i r Calculs des déplacements II-10-1-30
L

Pour déterminer si I’effet de T est négligeable, on va résoudre I’équation différentielle du
calcul de déplacement en superposant les contributions de M et de T.




Effetde T : exemple

m poutre isostatique sur 2 appuis, charge q

uniforme 5 gLt 12
YM=55 o7 s YT =X q
384 EI 8GA
5 qL* h?
=Yyt Y= | 142,5—
Y I YT T e R ( LZ}

m section rectangulaire en acier

2=%:V =0/ v=03E/ =26

LV N N X e S i
L 10 y L y
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On restreint le calcul a une poutre bi-appuyée, chargée uniformément, de section
rectangulaire en acier. Si la poutre présente un rapport h/L de 1/10, la contribution de T a la
fleche est de 2,5%, ce qui est bien négligeable. Plus ce rapport augmente, plus la
contribution de T augmente.
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Effet de T : aires réduites

: v " v vy | www | AX

@ Section droite %4 p t i 2

e B | | | ETH T

S tranchant Vy) i Tube Pt A =' Aw

= carré 2

e 5 2 5 1 A ~ A ~0,8A

N Aire réduite B A = A T A 3 w , 8 Aw

s 6 22 12 2

- [Frey, 2000, Vol. 2]
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Exemples de valeurs d’aire réduite B, dont on peut déduire la valeur de x (B=A/Y).




Gauchissement entravé

m résultats valables si la poutre est libre de

UNIVERSITE D'EUROPE

gauchir
= N o1 T viaria ~AntiniTmAant
B \UJI\NOlI I valiT VUIILITIUIITITIIL

La console est soumise 2 une charge verticale
répartie paraboliquement sur 1’extrémité libre.
L'échelle des déplacements est exagérée d’un
facteur 250 (dessin du post-processeur du pro-
gramme d’éléments finis SAFE, Prof. J. Jirou-
sek, LSC, EPFL).

[Frey, 2000, Vol. 2]

Déformée d’une console 2 section rectangulaire, en tenant compte de 1'effort tranchant.

A cause de I’encastrement, le gauchissement varie, bien que I’effort tranchant seit constant.
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Attention : la cinématique de la déformée d’une poutre en flexion simple ne se réduit a
I’application de loi de Hooke au modele de Jourawski. Si le gauchissement est entravé
(empéché), comme pour un encastrement, la cinématique dépend des conditions d’appui.
C’est ce qui rend la recherche d’une cinématique générale du cisaillement beaucoup plus
complexe.




Intro aux systemes hyperstatiques

m illustration sur un systeme 1x hyperstatique
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[lustration du calcul des poutres hyperstatiques.
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La poutre est 1X hyperstatique (1 appui redondant). 1l y a 4 inconnues statiques a
déterminer (4 réactions de liaison), a I’aide de 3 équations d’équilibre, il y a donc une
inconnue hyperstatique (choix arbitraire). La méthode consiste a « libérer » 1’inconnue
hyperstatique (ou les inconnues, s’il y en a plusieurs, ce qui revient a supprimer le ou les
appuis correspondants), déterminer les réactions de liaison de la poutre rendue isostatique,
calculer le déplacement qui correspond au point ou on a libéré I’inconnue hyperstatique et
déterminer I’effort X qui faudrait appliquer a cette poutre pour obtenir un déplacement égal
et opposé a celui-la. La superposition des deux systemes (la poutre rendue isostatique avec
les charges appliquées, la poutre isostatique avec la force qui produit le déplacement
opposé) est égal au systeme hyperstatique étudié. La force X est en fait la réaction de
liaison.

Cette méthode sera généralisé dans les cours de calculs de structures hyperstatiques
(Méthode Miiller-Breslau). Rappel : hormis le calcul des réactions de liaison, tout le reste
du cours de RDM reste d’application;



