
Création (commentaires): 6 décembre 2010

5/12/11 : correction des bornes d’intégrales de Mohr (L)





Le calcul des déplacement fait l’objet d’une attention particulière pour deux raisons qui 
sont citées dans la dia.

La détermination des inconnues hyperstatiques sera illustrée à la dernière dia de ce chapitre.



La nécessité de calculer rapidement les déplacements est valable pour toute application de 
structures.

On démarre toutefois ce chapitre par étudier spécifiquement les pièces fléchies (cas 
pratique très courant).pratique très courant).

Cette dia contient les hypothèses à la base de la démonstration qui suit.



1ère méthode de détermination de l’équation différentielle dont la solution est la ligne 
élastique.

Détermination immédiate si on se rappelle l’expression de la courbure (voir cours de 
géométrie différentielle).géométrie différentielle).



2ème méthode (démonstration alternative). 

Raisonnements géométriques simplifiées (petits déplacements, petites rotations) pour 
démontrer que dans ce cas la courbure est donnée par la dérivée seconde.



Petite incise dans la démonstration pour montrer que l’allongement (selon l’axe x) d’une 
pièce fléchie est toujours négligeable (sous-entendu devant la flèche y).



La première équation est une version simple de l’équation différentielle donnant la ligne 
élastique. Elle présente toutefois l’inconvénient, sous cette forme, de de voir déterminer 
l’équation de M(x). Une alternative consiste à la dériver 2x pour établir une nouvelle 
version de cette équation, du 4ème ordre cette fois, exprimé directement en fonction de la version de cette équation, du 4ème ordre cette fois, exprimé directement en fonction de la 
charge appliquée.

Comme cette équation est d’ordre 4, on en déduit immédiatement que la ligne élastique est 
un polynôme de degré 4 (si q n’est pas nul) ou 3 (si q est nul).



À l’équation différentielle précédente, il convient d’ajouter des conditions aux limites dont 
les plus importantes sont illustrées à la dia suivante.



Illustration des conditions aux limites les plus courantes.

Dia à maîtriser, en particulier pour esquisser les déformées des poutres: toujours veiller à 
respecter ces conditions.



Illustration sur une structure très simple (1X hyperstatique, 1 changement d’inertie) de la 
lourdeur à déterminer l’équation de Mz ou de résoudre l’équation différentielle du 4ème ordre 
avec les conditions aux limites de raccordement en B.  Cette lourdeur est accentuée par le 
fait que l’on sait a priori que le déplacement maximal est proche du point B. On pourrait se fait que l’on sait a priori que le déplacement maximal est proche du point B. On pourrait se 
contenter de déterminer le déplacement en ce point, sans nécessairement calculer la ligne 
élastique et son maximum.



Idem sur une poutre isostatique (Cantilever) avec un chargement simple. La flèche 
maximale est proche du point B et en constitue une bonne approximation.



La méthode d’intégration directe est rarement appliquée car, en pratique, on doit déterminer 
le déplacement d’un certain nombre de points, en général connu a priori.



Commentaires visant à rappeler que les hypothèses simplificatrices doivent être maîtrisées. 
Les deux premières lignes illustrent qu’il pourrait y avoir une contradiction pour la flexion 
pure entre un raisonnement sur M constant ou sur la courbure constante. Cette contradiction 
apparente résulte de l’hypothèse des petits déplacements pour laquelle les deux déformées apparente résulte de l’hypothèse des petits déplacements pour laquelle les deux déformées 
(parabole cercle) se confondent. 



Petit rappel : si le problème n’est plus linéaire (par exemple parce que les déplacements sont 
grands), le principe de superposition n’est plus valable.

En outre, les sollicitations (qui, en toute rigueur, se calculent toujours dans la configuration 
déformée) dépendent désormais de la déformée. Une illustration simple de ceci est de déformée) dépendent désormais de la déformée. Une illustration simple de ceci est de 
considérer une poutre Cantilever avec une charge concentrée à l’extrémité. Plus la poutre 
fléchit, plus petit sera le moment.



Rappel des théorèmes des travaux virtuels pour les solides déformables.

(pour ceux qui n’ont pas vu ces théorèmes préalablement, se référer au chapitre II-10-2 qui 
synthétisent les principaux concepts et résultats).

En toute généralité, le théorème des TV (« à l’équilibre, le travail virtuel total est nul pour 
tout champ de déplacements virtuels ») est valable pour un champ de forces virtuelles et un 
champ de déplacement virtuel. Ici, on scinde en 2 grands classes :

- Les forces sont réelles, les déplacements virtuels : permet typiquement de déterminer 
facilement les réactions de liaison

- Les forces sont virtuelles, les déplacements réels: permet typiquement de déterminer le 
déplacement en un point. C’est cette deuxième version qui sera exploitée dans ce chapitre.



La méthode des intégrales de Mohr est basée sur l’idée que l’on peut définir un champ de 
forces virtuel qui ne ferait travailler que le déplacement que l’on cherche. Pour cela, il suffit 
de considérer un champ de forces virtuelles réduit à une force unitaire placé au point où 
l’on cherche le déplacement et dans le sens de celui-ci. Dans ce cas, le travail des forces l’on cherche le déplacement et dans le sens de celui-ci. Dans ce cas, le travail des forces 
externes se réduit au déplacement cherché (multiplié par 1N, la force unitaire).



Le travail des forces externes étant connu (δ), il convient maintenant de calculer le travail 
des forces internes. Pour cela, nous allons étudier successivement la contribution des 
sollicitations M, N et T.

Le calcul du travail virtuel interne se fait en calculant les contraintes virtuelles (obtenues Le calcul du travail virtuel interne se fait en calculant les contraintes virtuelles (obtenues 
par les modèles RDM pour le système de la force unitaire virtuelle) et les déformations 
réelles (obtenues par les modèles RDM et par application de la loi de Hooke).

Les démonstrations sont toutes basées sur le même principe:  l’intégrale de volume est 
décomposée en intégrale linéique (le long de l’axe de la poutre l) et de surface (dans la 
surface transversale A). On sort de l’intégrale de surface tous les variables qui ne varient 
pas dans la section transversale et on calcule l’intégrale de surface restante. Ici, elle fait 
apparaître le moment d’inertie Iz.  



Même principe de démonstration. L’intégrale de surface se réduit ici à la surface.



Même principe de démonstration.

Cette fois, l’intégrale de surface est difficile à calculer puisqu’elle fait apparaître le moment 
statique  au carré et l’inverse de la largeur au carré. Pour éviter de devoir calculer ces 
intégrales, on utilise un artifice de calcul: on construit un nombre géométrique intégrales, on utilise un artifice de calcul: on construit un nombre géométrique 
adimensionnel en multipliant par A. Ce nombre, noté χ, est appelé facteur de correction dû 
au cisaillement transversal. Il est calculé pour toutes les sections typiques et disponibles 
dans des abaques. Ce facteur est toujours > 1, tout se passe donc physiquement comme si 
une section réduite A/χ reprenait le cisaillement transversal.



Superposition des contributions de M, N, T.

Attention : remarquez que ces termes sont quadratiques, le principe de superposition n’est 
pas applicable. En fait, on peut démontrer que les contributions des 3 sollicitations 
énergétiquement orthogonales, ce qui permet la sommation ci-dessus.énergétiquement orthogonales, ce qui permet la sommation ci-dessus.

En pratique, pour des structures courantes, on négligera toujours l’effet de T et de N devant 
M. Par contre, en l’absence de M, ne pas oublier la contribution de N.



Ce tableau est un outil pratique de calcul d’une intégrale le long d’un segment de droite de 
longueur l du produit de deux fonctions polynomiales M’ et M’’. 

Pour l’utiliser dans la méthode des intégrales de Mohr, ne pas oublier de multiplier par l et 
de diviser par les facteurs adéquats (EI, EA, …). de diviser par les facteurs adéquats (EI, EA, …). 



Illustration de la méthode des intégrales de Mohr au calcul du déplacement vertical en A 
(poutre Cantilever uniformément chargée q).

Le système virtuel consiste à placer une force unitaire en A. 

On exploite ensuite le tableau de la dia précédente:
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Même structure, mais cette fois on cherche la rotation en A.

Le système virtuel est obtenu cette fois en plaçant un moment unitaire à l’endroit où l’on 
veut calculer la rotation (le produit du moment par la rotation donne le travail, raison pour 
laquelle on dit que le moment est énergétiquement conjugué à la rotation). Le sens du laquelle on dit que le moment est énergétiquement conjugué à la rotation). Le sens du 
moment n’a pas d’importance, il détermine le sens de mesure de la rotation.



Calcul de la flèche à mi-portée d’une poutre bi-appuyée uniformément chargée.



Prise en compte des effets thermiques dans la méthode des intégrales de Mohr.

On distingue l’effet d’une élévation uniforme de température (∆T=Taprès-Tavant), qui 
s’apparente un allongement type effort normal, du gradient de température (∆T’=Text-Tint), 
qui s’apparente à une déformée type moment fléchissant.qui s’apparente à une déformée type moment fléchissant.



Même principe de démonstration que pour les différentes sollicitations.



Formule la plus générale des intégrales de Morh avec la contribution au déplacement, 
respectivement, du moment fléchissant, de l’effort normal, de l’effort tranchant, du gradient 
de température et de l’élévation uniforme de température. 



On étudie la déformée d’un tronçon dx d’une poutre soumise à flexion simple (M+T). On 
représente d’abord le diagramme de variation de t (formule de Jourawski) et on en déduit 
(Hooke: γ=τ/G) la variation de la déformation angulaire des sections, appelée 
gauchissement. Le gauchissement est nul aux fibres extrêmes et maximum au centre.gauchissement. Le gauchissement est nul aux fibres extrêmes et maximum au centre.

Grâce à la contribution de T dans les intégrales de Mohr, on peut en déduire une valeur du 
gauchissement qui fait apparaître une aire réduite (B). Physiquement, tout se passe donc 
comme si le cisaillement n’était repris que par une aire réduite. Des exemples de valeurs de 
χ sont données plus loin.



Pour déterminer si l’effet de T est négligeable, on va résoudre l’équation différentielle du 
calcul de déplacement en superposant les contributions de M et de T. 



On restreint le calcul à une poutre bi-appuyée, chargée uniformément, de section 
rectangulaire en acier. Si la poutre présente un rapport h/L de 1/10, la contribution de T à la 
flèche est de 2,5%, ce qui est bien négligeable. Plus ce rapport augmente, plus la 
contribution de T augmente. contribution de T augmente. 



Exemples de valeurs d’aire réduite B, dont on peut déduire la valeur de χ (B=A/χ).



Attention : la cinématique de la déformée d’une poutre en flexion simple ne se réduit à 
l’application de loi de Hooke au modèle de Jourawski. Si le gauchissement est entravé 
(empêché), comme pour un encastrement, la cinématique dépend des conditions d’appui. 
C’est ce qui rend la recherche d’une cinématique générale du cisaillement beaucoup plus C’est ce qui rend la recherche d’une cinématique générale du cisaillement beaucoup plus 
complexe.



Illustration du calcul des poutres hyperstatiques.

La poutre est 1X hyperstatique (1 appui redondant).  Il y a 4 inconnues statiques à 
déterminer (4 réactions de liaison), à l’aide de 3 équations d’équilibre, il y a donc une 
inconnue hyperstatique (choix arbitraire). La méthode consiste à « libérer » l’inconnue inconnue hyperstatique (choix arbitraire). La méthode consiste à « libérer » l’inconnue 
hyperstatique (ou les inconnues, s’il y en a plusieurs, ce qui revient à supprimer le ou les 
appuis correspondants), déterminer les réactions de liaison de la poutre rendue isostatique, 
calculer le déplacement qui correspond au point où on a libéré l’inconnue hyperstatique et 
déterminer l’effort X qui faudrait appliquer à cette poutre pour obtenir un déplacement égal 
et opposé à celui-là. La superposition des deux systèmes (la poutre rendue isostatique avec 
les charges appliquées, la poutre isostatique avec la force qui produit le déplacement 
opposé) est égal au système hyperstatique étudié. La force X est en fait la réaction de 
liaison.

Cette méthode sera généralisé dans les cours de calculs de structures hyperstatiques 
(Méthode Müller-Breslau). Rappel : hormis le calcul des réactions de liaison, tout le reste 
du cours de RDM reste d’application; 


