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Ce paragraphe est une synthèse des éléments exposés dans le cours CNST-H-200 
Mécanique des solides et des fluides (G. Warzée, BA2 sciences de l’ingénieur).

Il ne fait donc pas partie de la ‘matière’ de ce cours. Il constitue plutôt un pré-requis. 
Le but de ce paragraphe est de le fournir à ceux qui n’ont pas bénéficié du cours Le but de ce paragraphe est de le fournir à ceux qui n’ont pas bénéficié du cours 
CNST-H-200.



Parmi les manières d’approcher les problèmes mécaniques, on peut toujours décider 
de procéder par principes de conservation (de la masse, de la résultante cinétique, 
etc.), dont on déduit les équations d’équilibre, OU procéder par application des 
théorèmes des travaux virtuels, dont on peut également déduire les équations théorèmes des travaux virtuels, dont on peut également déduire les équations 
d’équilibre.

Les deux approches sont équivalentes.



Dans ce cours, nous allons montrer dans le chapitre II-10-1 que les théorèmes des 
travaux virtuels peuvent fournir des outils très puissants de modélisation (intégrales 
de Mohr). Leur champ d’application est toutefois beaucoup plus vaste que l’usage 
que nous en ferons. En particulier, ils sont des outils très puissants à la base des que nous en ferons. En particulier, ils sont des outils très puissants à la base des 
méthodes numériques de résolution des problèmes de mécanique des solides et, dans 
une moindre mesure, de la mécanique des fluides.



Rappel du problème de l’équilibre du solide élastique linéaire.

On reconnaît les équations d’équilibre de translation et de rotation en volume, ainsi 
que les conditions aux limites cinématiques (sur Su) et statiques (sur ST, équations 
d’équilibre en surface).d’équilibre en surface).



Les grandeurs notées avec ‘ dans la suite sont virtuelles. Si nous avons besoin de 
deux champs virtuels, nous les noterons ‘ et ‘‘.



Définition du travail virtuel des forces extérieurs. En toute généralité, on considère 
deux champs virtuels : un champ virtuel de déplacements (noté ‘) et un champ 
virtuel de forces (‘‘). Le produit scalaire fiui (en notation indicielle, il y a sommation 
sur les indices répétés) représente bien le travail (par unité de volume). Le travail sur les indices répétés) représente bien le travail (par unité de volume). Le travail 
des forces externes est composé du travail des forces de volume et de surface. 
Attention, en surface, cela comprend toute la surface, donc éventuellement les 
réactions de liaison.



Pour introduire les théorèmes des travaux virtuels pour les solides déformables, on 
peut s’appuyer sur la mécanique analytique. On démarre donc en considérant 
comme déplacement virtuel un déplacement général de corps rigide (translation + 
rotation).rotation).

On réécrit, dans ce cas, le travail virtuel des forces externes, dans lequel on voit 
apparaître la résultante des forces externes (1er crochet de la dernière équation) et le 
couple résultant de ces forces (2ème crochet).



Explicitation de la dernière équation de la dia précédente.



Ce théorème est celui que l’on trouve en mécanique analytique, mais il est valable 
pour la mécanique du solide déformable : le champ virtuel de déplacements étant 
arbitraire, on peut choisir un champ de déplacement de corps rigide.

Pour bien comprendre le sens de ce théorème, il est bon d’avoir en tête l’énoncé Pour bien comprendre le sens de ce théorème, il est bon d’avoir en tête l’énoncé 
direct et sa réciproque :

Direct : s’il y a équilibre, alors le travail virtuel (ici des forces extérieures) est nul 
pour tout champ de déplacements virtuel (ici de corps rigide)

Réciproque : si la travail virtuel est nul pour tout champ de déplacements virtuel, 
alors il y a équilibre.

La démonstration de ce théorème est donnée ci-après.



Démonstration du théorème direct.

On suppose qu’il y a équilibre, donc la résultante et le couple résultante (de toutes 
les forces, y compris réactions de liaison) sont nulles.

Donc, le travail de ces forces est nul pour tout champ de déplacements virtuel. Donc, le travail de ces forces est nul pour tout champ de déplacements virtuel. 



Démonstration de la réciproque.

On suppose que le travail virtuel est nul pour tout champ de déplacements virtuel.

Puisque cela doit être vrai ‘pour tout’ champ de déplacement, on peut choisir des cas 
particuliers.particuliers.

1er choix: translation sans rotation. Cela montre que la résultante des forces est 
nulle.

On en déduit que le couple résultant est nul également.

Cette technique de démonstration (choix des champs de déplacements) se généralise 
à des énoncés plus généraux du théorème (voir ci-après).



Dans le cas général qui nous occupe (solides déformables), outre le travail des 
forces extérieures, il faut également considérer le travail des forces intérieures. 
Celui-ci est donné dans la deuxième équation (c’est une définition qui peut être 
justifiée). Le signe ‘-’ apparaît naturellement si l’on considère physiquement que le justifiée). Le signe ‘-’ apparaît naturellement si l’on considère physiquement que le 
solide, en se déformant, dissipe l’énergie des forces extérieures. 



On calcule le travail virtuel total en superposant le travail des forces extérieures et 
intérieures. On va transformer le premier terme pour le recombiner avec les termes 
de travail extérieur.

La transformation se fait selon le schéma suivant : La transformation se fait selon le schéma suivant : 

-Tout tenseur est la somme d’un tenseur symétrique (noté ( , )) et d’un tenseur anti-
symétrique (noté [ , ]). On peut donc remplacer le tenseur des déformations liénaires
(symétrique) par le gradient des déplacements (tenseur général) moins le tenseur 
anti-symétrique.

-Ensuite, considérons le terme avec le gradient et procédons à un changement qui 
préfigure une intégration par parties (on peut reconnaître une transformation du type 
: fg’= (fg)’-f’g).



Recombinaison des termes en regroupant les termes de volume et de surface.



Énoncé le plus général du théorème des travaux virtuels dans lequel les 2 champs 
(déplacements et forces) sont virtuels.

À nouveau, ayons bien en tête les deux énoncés :

Direct : s’il y a équilibre, alors le travail virtuel total est nul pour tout champ de Direct : s’il y a équilibre, alors le travail virtuel total est nul pour tout champ de 
déplacements virtuel.

Réciproque : si la travail virtuel total est nul pour tout champ de déplacements 
virtuel, alors il y a équilibre.

Démonstration suit.



Démonstration du théorème direct.

Par hypothèse, il y a équilibre. Cela se traduit par les équations d’équilibre de 
translation en volume, de rotation en volume et de translation en surface. Ces trois 
équations correspondent aux 3 termes que nous avons fait apparaître dans équations correspondent aux 3 termes que nous avons fait apparaître dans 
l’expression du travail virtuel total, qui est donc bien nul.



Démonstration de la réciproque.

On suppose que le travail virtuel total est nul pour tout champ de déplacements 
virtuels. On va choisir successivement des cas particuliers de champ de 
déplacements.déplacements.



1er choix:  supposons que le champ de déplacements virtuel soit une translation de 
corps rigide d’une partie du volume (notons bien ici que le choix est arbitraire). Il 
s’en suit que les deux derniers termes du travail virtuel total est nul. Reste le 
premier, dont on déduit les équations d’équilibre de translation en volume.premier, dont on déduit les équations d’équilibre de translation en volume.



2ème choix : supposons que le champ de déplacements virtuel soit une translation de 
corps rigide d’une partie de la surface. Alors le dernier terme du travail virtuel total 
est nul. Reste le 2ème terme (puisque nous venons de démonter que le premier était 
nul) dont on déduit les équations d’équilibre de translation en surface.nul) dont on déduit les équations d’équilibre de translation en surface.



Si les deux premiers sont nuls, le 3ème l’est également. On en déduit les équations 
d’équilibre de rotation en volume si l’on se rappelle que le produit d’un tenseur 
symétrique par un tenseur antisymétrique est nul.



Énoncé restreint aux forces réelles.

C’est cet énoncé que l’on utiliserait pour déterminer les forces réelles (réactions de 
liaison, contraintes).



Énoncé restreint aux déplacements réels.

C’est cet énoncé que l’on utiliserait pour déterminer les déplacements réels d’une 
structure (intégrales de Mohr).








