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Théoremes des travaux virtuels

m Motivation
m Probleme de I'élasticité
m Notations - travail des forces extérieures
m Théoremes des travaux virtuels
— cas particulier
— cas genéral
— Limitations
—[Frey, T. I, Chap. 12]
—[Warzée, 2003]
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Ce paragraphe est une synthese des éléments exposés dans le cours CNST-H-200
Meécanique des solides et des fluides (G. Warzée, BA2 sciences de 1’ingénieur).
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11 ne fait donc pas partie de la ‘matiere’ de ce cours. Il constitue plutdt un pré-requis.
Le but de ce paragraphe est de le fournir a ceux qui n’ont pas bénéficié du cours
CNST-H-200.




Motivation (1)

m Pourquoi les théoremes des T.V. ?

— reformulation du probleme de I'équilibre sous
forme intégrale pour satisfaire
* aux équations d’équilibre (en volume, en surface)
« aux equations de compatibilité éventuelles

m On peut écrire indifféeremment
* les théoremes des travaux virtuels
* ou des puissances virtuelles
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Parmi les manieres d’approcher les problemes mécaniques, on peut toujours décider
de procéder par principes de conservation (de la masse, de la résultante cinétique,
etc.), dont on déduit les équations d’équilibre, OU procéder par application des
théoremes des travaux virtuels, dont on peut également déduire les équations
d’équilibre.
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Les deux approches sont équivalentes.




Motivation (2)

m Avantages

— I'application des T.V. peut étre beaucoup plus
aisée
« exemple : intégrales de Mohr
— formulation générale et non particuliere
« exemple : théorémes énergétiques
« valable pour I'élasticité, les poutres, les plaques ...
* permet des résolutions numeériques (éléments

finic)
[ IIO/
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Dans ce cours, nous allons montrer dans le chapitre II-10-1 que les théorémes des
travaux virtuels peuvent fournir des outils trés puissants de modélisation (intégrales
de Mohr). Leur champ d’application est toutefois beaucoup plus vaste que I’usage
que nous en ferons. En particulier, ils sont des outils trés puissants a la base des
méthodes numériques de résolution des problemes de mécanique des solides et, dans
une moindre mesure, de la mécanique des fluides.
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Probleme général de I'élasticité

= élasticité = solid

loi de Hooke \

petites déplacements
petites déformations
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Rappel du probleme de I’équilibre du solide élastique linéaire.

On reconnait les équations d’équilibre de translation et de rotation en volume, ainsi
que les conditions aux limites cinématiques (sur S) et statiques (sur Sy, équations
d’équilibre en surface).




Notation

m Grandeurs réelles

— sont les grandeurs réellement appliquées au
solide

m Grandeurs virtuelles

— choix (généralement) arbitraire de grandeurs
meécaniques

—noté
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Les grandeurs notées avec ‘ dans la suite sont virtuelles. Si nous avons besoin de
deux champs virtuels, nous les noterons ‘et .




Travail des forces extérieures

m Travail des forces de volume et de surface
3= IV frou'.dv +§S T"g”’) u' dS
m c’est le travail virtuel externe

— forces virtuelles “
— déplacements virtuels
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Définition du travail virtuel des forces extérieurs. En toute généralité, on considere
deux champs virtuels : un champ virtuel de déplacements (noté ‘) et un champ
virtuel de forces (*‘). Le produit scalaire fju; (en notation indicielle, il y a sommation
sur les indices répétés) représente bien le travail (par unité de volume). Le travail
des forces externes est composé du travail des forces de volume et de surface.
Attention, en surface, cela comprend toute la surface, donc éventuellement les
réactions de liaison.




Cas particulier

m Déplacement virtuel infinitésimal de corps
rigide ii', = i y+O'xQP

S = [ F" @+ G%OP WV +§ T (@' +6'% QP JiS

3 =iy UV frav+§ as |
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Pour introduire les théoremes des travaux virtuels pour les solides déformables, on
peut s’appuyer sur la mécanique analytique. On démarre donc en considérant
comme déplacement virtuel un déplacement général de corps rigide (translation +
rotation).

On réécrit, dans ce cas, le travail virtuel des forces externes, dans lequel on voit
apparaitre la résultante des forces externes (1°' crochet de la derniere équation) et le
couple résultant de ces forces (2°™ crochet).




T.V. solide indéformable

S!ext — ﬁ!Q.E!V+§!. é"Q
m Résultante des forces extérieures
DN __ 7n _’"(")
R'=| f"dv+§ 7" ds
m Couple résultant par rapport au pt Q

on ( (Apo 7 Vs . L (Apo ) o

Co Jy\grxj ) 224 -i-j)\gr)u a0
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Explicitation de la derniere équation de la dia précédente.




Théoreme des T.V. 1
m A I'équilibre,
le travail virtuel de forces extérieures
virtuelles
est nul

pour tout déplacement virtuel infinitésimal
de corps rigide

m Et réciproquement.
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Ce théoreme est celui que 1’on trouve en mécanique analytique, mais il est valable
pour la mécanique du solide déformable : le champ virtuel de déplacements étant
arbitraire, on peut choisir un champ de déplacement de corps rigide.
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Pour bien comprendre le sens de ce théoreme, il est bon d’avoir en téte 1’énoncé
direct et sa réciproque :

Direct : s’il y a équilibre, alors le travail virtuel (ici des forces extérieures) est nul
pour tout champ de déplacements virtuel (ici de corps rigide)

Réciproque : si la travail virtuel est nul pour tout champ de déplacements virtuel,
alors il y a équilibre.

La démonstration de ce théoréme est donnée ci-apres.




Démonstration T.V. 1 (direct)
m Par hypothése, équilibre
R’": 0 énQ -0
m donc,
S'eXt — ﬁ'Q'E"+§" é"Q

=0 Vu'
O
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Démonstration du théoreme direct.

On suppose qu’il y a équilibre, donc la résultante et le couple résultante (de toutes
les forces, y compris réactions de liaison) sont nulles.

Donc, le travail de ces forces est nul pour tout champ de déplacements virtuel.




Démonstration T.V. 1 (réciproque)

m Par hypothése, 3,.,=0
ity R+0Cy =0
m théoréme vrai V déplacement virtuel
m choix 1 (translation de corps rigide)
0'=0=R"=0 carvraivVi'
m il s’en suit
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Démonstration de la réciproque.

On suppose que le travail virtuel est nul pour tout champ de déplacements virtuel.

Puisque cela doit étre vrai ‘pour tout’ champ de déplacement, on peut choisir des cas
particuliers.

1¢ choix: translation sans rotation. Cela montre que la résultante des forces est
nulle.

On en déduit que le couple résultant est nul également.

Cette technique de démonstration (choix des champs de déplacements) se généralise
a des énoncés plus généraux du théoreme (voir ci-apres).




Cas général
m Travail des forces extérieures
S = | S av+f T, ds

m Travail des forces intérieures (définition)

~Y " '
\S.t——_[Vz'l.jal.jdV

m

m Travail virtuel total

[ord) lard} lard}

N fot — ~3 ext
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Dans le cas général qui nous occupe (solides déformables), outre le travail des
forces extérieures, il faut également considérer le travail des forces intérieures.
Celui-ci est donné dans la deuxieme équation (c’est une définition qui peut étre
justifiée). Le signe ‘-’ apparait naturellement si I’on consideére physiquement que le
solide, en se déformant, dissipe I’énergie des forces extérieures.
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Travall virtuel total (1)

R — ' X
~) ~) T

tot 1

ext int
- IV f"ou' dV + :’;S T"E”) u'. dS — w
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On calcule le travail virtuel total en superposant le travail des forces extérieures et
intérieures. On va transformer le premier terme pour le recombiner avec les termes
de travail extérieur.

La transformation se fait selon le schéma suivant :

-Tout tenseur est la somme d’un tenseur symétrique (noté ( , )) et d’un tenseur anti-
symétrique (noté [ , ]). On peut donc remplacer le tenseur des déformations liénaires
(symétrique) par le gradient des déplacements (tenseur général) moins le tenseur
anti-symétrique.

-Ensuite, considérons le terme avec le gradient et procédons a un changement qui
préfigure une intégration par parties (on peut reconnaitre une transformation du type

fg’= (fg)’-f°g).



Travall virtuel total (2)

S'tot = J;, (T"ij,j +f"i )u'i dv

" '
+IVT i W dV
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Recombinaison des termes en regroupant les termes de volume et de surface.




Théoreme des T.V. 2
m A I'équilibre,
le travail virtuel total de forces virtuelles
est nul
pour tout champ de déplacements virtuel
m Et réciproquement

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE

ULB -’A! I i r Théorémes des travaux virtuels IT-10-2-16
» -

Enoncé le plus général du théoreme des travaux virtuels dans lequel les 2 champs
(déplacements et forces) sont virtuels.

A nouveau, ayons bien en téte les deux énoncés :

Direct : s’il y a équilibre, alors le travail virtuel total est nul pour tout champ de
déplacements virtuel.

Réciproque : si la travail virtuel total est nul pour tout champ de déplacements
virtuel, alors il y a équilibre.

Démonstration suit.




Démonstration T.V. 2 (direct)

m Par hypothése, équilibre
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n "o _ )
& T lj,]+f i 0 (translation en volume)
= n _ " )
x 4 /. 4 Ji (rotation en volume)
- T"l('n) = T"ij }’Z] (translation en surface)
: mdongc,
8 3. =0 Yu'
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Démonstration du théoreme direct.

Par hypothese, il y a équilibre. Cela se traduit par les équations d’équilibre de
translation en volume, de rotation en volume et de translation en surface. Ces trois
équations correspondent aux 3 termes que nous avons fait apparaitre dans
I’expression du travail virtuel total, qui est donc bien nul.




Démonstration T.V. 2 (réciproque)

m Par hypothese, 3',,=0 V déplacement
virtuel

" ' _

ULB -’A! I i r Théorémes des travaux virtuels IT-10-2-18
» -

Démonstration de la réciproque.
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On suppose que le travail virtuel total est nul pour tout champ de déplacements
virtuels. On va choisir successivement des cas particuliers de champ de
déplacements.




Démonstration T.V. 2 (réciproque)
m choix 1 (translation d’une partie du volume)
u', =0 VxeV/V'

u'; =cste VxelV'cV

m il S’en suit
J‘V(T"ij’j'l'f"i)u'i dV:() Vu'l-

= Tﬁl'j’j+_fﬁl- =0

ULB -’A! I i r Théorémes des travaux virtuels IT-10-2-19
» -

1¢f choix: supposons que le champ de déplacements virtuel soit une translation de
corps rigide d’une partie du volume (notons bien ici que le choix est arbitraire). 1l
s’en suit que les deux derniers termes du travail virtuel total est nul. Reste le
premier, dont on déduit les équations d’équilibre de translation en volume.
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Démonstration T.V. 2 (2)
m choix 2 (translation d’une partie de la surface)
u'; =0 Vxel/S'
u'; =cste VxeS'cS
m i| s’en suit
:fs( "S”)—T"ij n, )u'l. ds=0 Vu'

n(n) " _
<>T"-1",n,=0
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28me choix : supposons que le champ de déplacements virtuel soit une translation de
corps rigide d’une partie de la surface. Alors le dernier terme du travail virtuel total
est nul. Reste le 2°™ terme (puisque nous venons de démonter que le premier était
nul) dont on déduit les équations d’équilibre de translation en surface.
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Démonstration T.V. 2 (3)

= mllreste .

= " ' _ '
© ussi JVriju[l.’j]dV—O Vu',
“iti) =0

E " ' _

; <:>r[l.j]u[i,j]—0

w " —

: <7 =0

:; (‘—\'7'".. :’7'"..

: X7 Vv y - v ]l
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Si les deux premiers sont nuls, le 3°™ I’est également. On en déduit les équations
d’équilibre de rotation en volume si I’on se rappelle que le produit d’un tenseur
symétrique par un tenseur antisymétrique est nul.




T.V. forces réelles
m A I'équilibre,
le travail virtuel total des forces rélles
est nul
pour tout champ de déplacements virtuel
m Et réciproquement

3= fudv+§ T ds—| zadv
=0 Vu,
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Enoncé restreint aux forces réelles.
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C’est cet énoncé que I’on utiliserait pour déterminer les forces réelles (réactions de
liaison, contraintes).




T.V. déplacements réels
m A I'équilibre,
le travail virtuel total pour les
déplacements réels
est nul
pour tout champ de forces virtuelles
m Et réciproquement

I =[fruav+§ 1 uds— " adv
for = gy T AC Jy o BT
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=0 Vf", T"E”) ,7"; al'equilibre
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Enoncé restreint aux déplacements réels.

C’est cet énoncé que I’on utiliserait pour déterminer les déplacements réels d’une
structure (intégrales de Mohr).




Domaines de validité (1)

m Déplacements de corps rigides
— doivent étre infinitésimaux pour écrire
ii'p =ii'p+0'x OP
m Déplacements quelconques

— aucune restriction (sauf continuité)
* ni les CL, ni les petits déplacements
— méme en cas de grands déplacements, c’est

le tenseur 2’ii qui intervient
J \1“' IV VINvILIL

LAV |
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Domaines de validité (2)

m Forces virtuelles

— aucune restriction (sauf continuité et équilibre)
m Loi de comportement

— aucune restriction

m Domaines d’intégration
— sur la configuration déformée !
— sauf hyp. petits déplacements

:’A! I i r Théoremes des travaux virtuels IT-10-2-25
L

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Exemple d’application

m Calcul des réactions de liaison

m Calcul des déplacements en 1 point
— intégrales de Mohr
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