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Théorèmes des travaux virtuels

� Motivation 

� Problème de l’élasticité

� Notations - travail des forces extérieures

� Théorèmes des travaux virtuels

– cas particulier

– cas général

– Limitations

– [Frey, T. II, Chap. 12]

– [Warzée, 2003]
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Motivation (1)

� Pourquoi les théorèmes des T.V. ?

– reformulation du problème de l’équilibre sous
forme intégrale pour satisfaire

• aux équations d’équilibre (en volume, en surface)

• aux équations de compatibilité éventuelles

� On peut écrire indifféremment
• les théorèmes des travaux virtuels

• ou des puissances virtuelles
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Motivation (2)

� Avantages

– l’application des T.V. peut être beaucoup plus 
aisée

• exemple : intégrales de Mohr

– formulation générale et non particulière

• exemple : théorèmes énergétiques

• valable pour l’élasticité, les poutres, les plaques …

• permet des résolutions numériques (éléments

finis)
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Problème général de l’élasticité

� élasticité = solide élastique linéaire
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Notation

� Grandeurs réelles

– sont les grandeurs réellement appliquées au 
solide

� Grandeurs virtuelles

– choix (généralement) arbitraire de grandeurs 
mécaniques

– noté ‘



4

Théorèmes des travaux virtuels II – 10 - 2 - 7

Travail des forces extérieures

� Travail des forces de volume et de surface

� c’est le travail virtuel externe

– forces virtuelles “

– déplacements virtuels ‘
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Cas particulier

� Déplacement virtuel infinitésimal de corps 

rigide
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T.V. solide indéformable

� Résultante des forces extérieures

� Couple résultant par rapport au pt Q
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Théorème des T.V. 1

� A l’équilibre,

le travail virtuel de forces extérieures

virtuelles

est nul

pour tout déplacement virtuel infinitésimal

de corps rigide

� Et réciproquement.
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Démonstration T.V. 1 (direct)

� Par hypothèse, équilibre

� donc, 
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Démonstration T.V. 1 (réciproque)

� Par hypothèse,

� théorème vrai ∀ déplacement virtuel

� choix 1 (translation de corps rigide)

� il s’en suit
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Cas général

� Travail des forces extérieures

� Travail des forces intérieures (définition)

� Travail virtuel total
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Travail virtuel total (1)
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Travail virtuel total (2)
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Théorème des T.V. 2

� A l’équilibre,

le travail virtuel total de forces virtuelles

est nul

pour tout champ de déplacements virtuel

� Et réciproquement
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Démonstration T.V. 2 (direct)

� Par hypothèse, équilibre

� donc, 
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Démonstration T.V. 2 (réciproque)

� Par hypothèse,              ∀ déplacement
virtuel
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Démonstration T.V. 2 (réciproque)

� choix 1 (translation d’une partie du volume)

� il s’en suit
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Démonstration T.V. 2 (2)

� choix 2 (translation d’une partie de la surface)

� il s’en suit
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Démonstration T.V. 2 (3)

� Il reste
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T.V. forces réelles

� A l’équilibre,

le travail virtuel total des forces rélles

est nul

pour tout champ de déplacements virtuel

� Et réciproquement
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T.V. déplacements réels

� A l’équilibre,

le travail virtuel total pour les 

déplacements réels

est nul

pour tout champ de forces virtuelles

� Et réciproquement
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Domaines de validité (1)

� Déplacements de corps rigides

– doivent être infinitésimaux pour écrire

� Déplacements quelconques

– aucune restriction (sauf continuité)

• ni les CL, ni les petits déplacements

– même en cas de grands déplacements, c’est

le tenseur a’ij qui intervient
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Domaines de validité (2)

� Forces virtuelles

– aucune restriction (sauf continuité et équilibre)

� Loi de comportement

– aucune restriction

� Domaines d’intégration

– sur la configuration déformée !

– sauf hyp. petits déplacements
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Exemple d’application

� Calcul des réactions de liaison

� Calcul des déplacements en 1 point

– intégrales de Mohr


