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Motivation (1)

m Pourquoi les théoremes des T.V. ?

— reformulation du probléme de I'équilibre sous
forme intégrale pour satisfaire
» aux équations d’équilibre (en volume, en surface)
* aux équations de compatibilité éventuelles

m On peut écrire indifféeremment
* les théoremes des travaux virtuels
* ou des puissances virtuelles
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Motivation (2)

m Avantages
— I'application des T.V. peut étre beaucoup plus
aisée
» exemple : intégrales de Mohr
— formulation générale et non particuliéere
» exemple : théorémes énergétiques
« valable pour I'élasticité, les poutres, les plaques ...

» permet des résolutions numériques (€léments
finis)

UI.B N - Théoremes des travaux virtuels II-10-2-4
DAL

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Probleme géneéral de |'élasticité

m élasticité = solid

loi de Hooke \

petites déplacements
petites déformations
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Notation

m Grandeurs réelles
— sont les grandeurs réellement appliquées au
solide
m Grandeurs virtuelles

— choix (généralement) arbitraire de grandeurs
mécaniques

—noté °
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Travail des forces extérieures

E m Travail des forces de volume et de surface
1 — " 1 ll(l’l) 1
S, = fruidvf T ds
m c’est le travail virtuel externe

— forces virtuelles “
— déplacements virtuels
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Cas particulier

- = Déplacement virtuel infinitésimal de corps
: rigide YT
g u'p=u'y,+0'xQP

= [ @y +6%0Pav +f 7@, +6xQP)is

=iy |[ Frav+f 7 as|
+9-[jv oPx 7" Jav +{ ( (oPxT" s

>
» - Théorémes des travaux virtuels _10-2-
A IT-10-2-8

ﬂ -ulll'




T.V. solide indéformable

Sle)“ — L_i'Q'I_é"‘l_é" éHQ
m Résultante des forces extérieures
D" __ n rn(n)
R'=| f';av+§ 7" ds

m Couple résultant par rapport au pt Q
C"y = loPx f" Jav +§ (0PxT""as
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Théoreme des T.V. 1
- = Aléquilibre,
: le travail virtuel de forces extérieures
virtuelles

est nul

pour tout déplacement virtuel infinitésimal
. de corps rigide
. = Etréciproquement.
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Démonstration T.V. 1 (direct)

: = Par hypothése, équilibre

R": 0 C"Q — O

m donc,

3, =iy R'+6"C",

=0 Vu'
H

>
» - Théorémes des travaux virtuels _10-2-
A IT-10-2-11
ﬂ -ulll'

w

Démonstration T.V. 1 (réciproque)

= Par hypothése, 3..=0
o'y R+6-C", =0
m théoréme vrai vV déplacement virtuel
m choix 1 (translation de corps rigide)
0'=0=R"=0 carvraiVi'

m il S’en suit
é'Q =0 carvraive'

]
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Cas général
m Travail des forces extérieures
' — " ' ll(l’l) '
S, = fruidvf 70w ds
m Travail des forces intérieures (définition)
S'int = _J-v 7’-"ij a'ij dv
m Travail virtuel total

g ..=3 _+3

tot ex
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Travail virtuel total (1)

S'tot = S’ext +S'int
- jv fou' dV+ §ST"§"> u'ds -

g Ui ;70 Uy

_ 1] _ " 1] _ " 1
= ATUMJ Ty W= Uy g

-’ ! H héorémes des travaux virtuels _10-2-
A r IT-10-2-14

UNIVERSITE LIBRE DE BRUXELLES, UNIVERSITE D'EUROPE




Travall virtuel total (2)

S'tot = J-V (T"ij,j+f"i )u'i av
e s

+J-VZ' i Wi dv
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Théoreme des T.V. 2
m A I'équilibre,
le travail virtuel total de forces virtuelles
est nul
pour tout champ de déplacements virtuel
m Et réciproquement
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Démonstration T.V. 2 (direct)
m Par hypothése, équilibre

T"ij,j+f"l~ :O

’Z'".. =7

i Ji
n(l’l) ]
T i =7 l]n]
: mdonc,
w 3 =0 Vu'; g
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Démonstration T.V. 2 (réciproque)
m Par hypothese, 3',, =0 V déplacement

virtuel
S’tot = IV (Z."ij,j +f"i )I/l'i dv
+ §S (T"f”)—r"l.j n, )u'l. ds
“ + IV Uy dV =0
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Démonstration T.V. 2 (réciproque)
n ChOiX 1 (translation d’'une partie du volume)
u', =0 VxeV/V'
u'; =cste VxeV'cV
m il S’en suit
JV(T"U’j+f"i)u'i dv =0 Vu'i

@T”ij’j+f"i :O
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Démonstration T.V. 2 (2)
n ChOiX 2 (translation d’'une partie de la surface)
u', =0 VxeV/s'
u'; =cste VxeS'cS
m il S’en suit
j;s( "f”)—r"ij n, )u'l. ds=0 Vu'

n(n)_ v
ST -1"n,=0
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m |l reste
m SSi

w Mir

Démonstration T.V. 2 (3)

[ 7upgav=0 vu;

Théorémes des travaux virtuels
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T.V. forces réelles

m A I'équilibre,
le travail virtuel total des forces rélles

est nul

pour tout champ de déplacements virtuel
m Et réciproquement

S'tot = J'V f,-l/l'i dv + §S T,-(n)l/l'i ds — ‘[V ’Z'l.ja'l.j adVv
=0 Vu'

w Mir
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T.V. déplacements réels
m A I'équilibre,
le travail virtuel total pour les
déplacements réels
est nul
pour tout champ de forces virtuelles
m Et réciproquement

S, =] fruwdv+§ T wds | 7' adv

tot ~
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_ " u(n) "Nz o7
=0 Vf",,T"",7"; al'équilibre
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Domaines de validité (1)

m Déplacements de corps rigides
— doivent étre infinitésimaux pour écrire
ii'p =ii' g+ 0 xOP
m Déplacements quelconques

— aucune restriction (sauf continuité)
* ni les CL, ni les petits déplacements

— méme en cas de grands déplacements, c’est
le tenseur a’ij qui intervient
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Domaines de validité (2)

m Forces virtuelles

— aucune restriction (sauf continuité et équilibre)
m Loi de comportement

— aucune restriction
m Domaines d’intégration

— sur la configuration déformée !

— sauf hyp. petits déplacements
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Exemple d’application

m Calcul des réactions de liaison

m Calcul des déplacements en 1 point
— intégrales de Mohr
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