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Flexion plastique plane

m matériau élastique parfaitement plastique
— critéres de dimensionnement
— moment plastique
— rotule plastique
m hypothéses
— pas influence de N et T, M constant
— Bernoulli
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Ce chapitre, quoique tres intéressant ©, n’est plus exposé dans le cours de tronc
commun. Il est pourtant essentiel pour les ingénieurs confrontés aux structures
(construction, architecte, mécanicien).

Deux phénomenes importants seront toutefois illustrés au cours : le diagramme
de contraintes dans la section et la formation de rotules plastiques.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Sections doublement symétriques

Etat: élastique élasto-plastique plastique (ruine)
_€Ee
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Dilatations

Section
droite

Contraintes (a) (b) © @
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Evolution des diagrammes de déformations longitudinales €x et de contraintes
normales 6x dans une section doublement symétrique.

La situation (a) est purement élastique. La plasticité apparait d’abord aux fibres
extrémes (les plus contraintes) et se propage (lorsque le moment augmente)
vers la fibre neutre. Le moment ultime plastique est atteint lorsque toute la
section est plastifiée (d). Ce diagramme est connu sous le nom de bi-rectangle.
La figure de droite montre comment on peut statiquement décomposer les
efforts pour calculer le moment ultime plastique Mpl=F yn.

Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Dimensionnement élastique
m M <M, (rappel)

— moment elastique maximal

Me = IZ O-e
Ymax
— courbure élastique maximale
1, M
R, 7" EI
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Pour information.

On revisite la théorie élastique pour en exprimer le moment élastique ultime
Me et la courbure correspondante.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Dimensionnement élastoplastique

m Me <M < Mpl

— les fibres supérieures et inférieures plastifient
simultanément

— équation d’équilibre de translation (N = 0)
foun =0
— = l'axe neutre est donc toujours au centre de
gravité
— la distance ye (voir figure) est donné par

Ye=—
4
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Pour information.

Dans la situation élastoplastique, il est intéressant de constater que, pour les
sections bi-symétriques, I’axe neutre reste toujours au centre de gravité. On
peut calculer la distance de I’axe neutre a la premiere fibre plastifiée ye.
Hekok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Charge ultime
: = le moment ultime est donné par

=0 dA

= eIA‘y‘

- =20 I dA

: N A/Z‘y‘

g moment statique de la demi-section Z module plastique (mq)
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Pour information.

Calcul du moment ultime plastique par équation d’équilibre qui fait apparaitre
le moment statique de la demi-section qui définit le module plastique Z (de
résistance en flexion).

Ce calcul peut étre mené plus directement a partir de la figure de droite de la
dia II-13-3.

Hekosk

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos;




Gain da a la plasticité dans la section

m Section rectangulaire largeur b, hauteur h
— module de résistance élastique
Lo _bh o

z

= M,
6

y max

— module de résistance plastique

hh bh? bh?
S(A2)=b=—=-=— => M =—
( / ) 74 g = pl 4 O,
— gain (facteur de forme) M,
p=—-=15

M

€
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Pour information.

A nouveau, on peut se poser la question du gain dii 2 la plasticité, ici des
sections uniquement (voir plus loin). On étudie une section rectangulaire
(matériau quelconque mais avec une limite élastique identique en traction et
compression). Dans ce cas, on voit que 1’on a un gain de 50% du moment
ultime plastique par rapport au moment ultime élastique.

Hskok

Hors propos.

Hors propos.

. Hors propos.




Flexion plastique plane : profil idéal

m on dispose de 3 criteres

* mesure la réserve de résistance en flexion

: — rendement élastique (rappel) 1. = U Ysupine
= c

N (I/ YSup/ inf )th
— rendement plastique M, 7z

= 77pl = =

= Mplth Zy,

a — facteur de forme

- pl

: Q=—

: M
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Pour information.

Comme dans le chapitre de flexion (élastique) pure, on peut rechercher un
‘rendement’ géométrique tenant compte de la plastique en définissant le méme
profil idéal qu’en II-5-22.

Hekosk

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Flexion plastique plane : profil idéal

TOE® ¢

n~1/2 n=1/3 n=1/4 n=1/6
npy0.64  n,=0.5 n,~042 n,=0.33
¢=1.27 ¢o=1.5 ¢o=1.7 =2

¢ n’est pas le seul critere !
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Pour information.

Le gain @ de la poutre en I est le plus faible, mais ce profil présente néanmoins
les meilleurs rendements élastique et plastique. Le grain n’est donc pas le seul
critere a prendre en considération.

Hekok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Déchargement

m partons de Me <M < Mpl

— lors d 'un déchargement, il subsiste une courbure
permanente et des contraintes résiduelles

[}

l dec,max

poutre
a section

symétrique

o f;ﬁi us;_;DDMdec Orsd = * O, — YL
max

Mcharge
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Pour information.

On étudie ici le déchargement (élastique) d’une section fléchie dont le moment
se situe entre les moments ultimes élastique et plastique. Comme au chapitre
précédent, il en résulte des contraintes résiduelles, qui peuvent étre calculées.
Hekok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Sections a un seul axe de symétrie

< Oe . Oe Oe Oe

A
e = A = 4 Lo
B A - Az e
e As
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Oe Te Te Te
7 ]‘(b) © @
elastique élasto- plastique
plastique

la position de I'axe neutre est donné par
[ odd=0= o,(4,-4)=0
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Plus intéressante est la situation ou I’on étudie une section a un seul axe de
symétrie (vertical). Dans ce cas, les contraintes ne sont pas symétriques et
I’entrée en plasticité non plus. Il s’en suit que 1’axe neutre se déplace tout au
long de la plastification. Sa position peut €tre déterminée par 1’équation
d’équilibre de translation ci-dessus et est un préalable au calcul du moment
ultime plastique (si I’on veut exploiter la figure de droite).

Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Axe neutre plastique

[Frey, 2000, Vol. 2]

Axe neutre plastique (p-p) d'une section 2 un seul axe de symétrie.

— I'axe neutre plastique divise la section en 2 aires
égales

— le moment plastique est donné directement par
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Pour information.

L’équation de la dia précédente montre que 1’axe neutre plastique divise la
section en deux aires égales. Cette interprétation géométrique permet de
calculer aisément le module plastique.

Hekok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Pieces composées

m |'axe neutre se détermine par I'équation

jAadA -0

souvent résolue par tatonnements
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Pour information

Si la piece est composée de plusieurs matériaux, ou d’un matériau n’ayant pas
la méme résistance en traction et compression, la résolution de 1’équation
d’équilibre ci-dessus n’est pas si aisée. Elle est soit résolue numériquement,
soit résolue pas a pas.

Hskok

Hors propos.

Hors propos.

. Hors propos.




Loi moment-courbure
m relation a chaque instant entre moment et
courbure

m on préfere un diagramme non dimensionnel
— M/Me en fonction de y/ye

M, =—*o0 =-
e Ve = "g1

Ymax z
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Pour information.

La loi moment-courbure est une forme de loi de comportement généralisée
pour les pieces fléchies. C’est un outil tres souvent utilisé.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Section rectangulaire

élastique  plastique
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Pour information.

Cette figure donne une interprétation statique du diagramme de M
intermédiaire entre les moments ultimes élastique et plastique.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.



Etat élastique

m M <M,
— courbure élastique v M

M, .

(S
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Etat élastoplastique

m Me <M < Mpl

— le moment élastoplastique peut étre calculé
aisément par calcul des résultantes et bras de
levier (voir figure)

h h 1 4 bh? 4(y )2
M=ob -y, | =+y, |+-0by.~y, M=o, —|1-=|2¢
T (2 ye](z ye) 5 0ebYe Ve 4( 3l h

h2 y2 4 2
M=ocb —-Z& _ _*Ye
"(4 3] M‘Mp‘(l 3(11)
Mir Flexion plastique IT-13-17
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Hors propos.




Etat élastoplastique

m Or, a I'état élastique (Bernoulli)

Ve = S avece, =y, glorsqueM =M,

7
h
A
v 2
. B
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Etat plastique

I >0
/4
M M,
— -2 =15
Me Me
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Hors propos.




Lois moment-courbure pour sections

élastoplastique
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droites
: M

: M. A 2,37

: 2 // ® 2,00

: // ® 1,70 U Q0 -

: // 1 1,50 plastique
: o " 0 1,27

. .

-« élastique i 4,

: ! \ sections

. ]

. 1

\: 0 : . i_l

: 12 \ 1 £-2
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Hors propos.




Flexion plastique plane

m notion de rotule plastique

— courbe moment-courbure

* la poutre a un comportement élastique parfaitement
plastique : elle reste élastique jusqu’a l'instant ou le
moment plastique Mpl est atteint, puis elle fléchit
plastiguement a moment constant.

— pas de plastification due a T oua N
— localisation des déformations (de la courbure)
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La notion de rotule plastique est un phénomene essentiel des pieces fléchies.
C’est d’ailleurs la premiere fois que nous rencontrons une situation ou il faut
étudier la plasticité qui se propage a I’échelle structurale (et plus a 1’échelle
sectionnelle).

On fait toujours I’hypothese de comportement élastoplastique parfaitement
plastique et on suppose que les autres sollicitations n’interviennent pas.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Rotule plastique

[=]
e Q Q
E A B
= Y m———
(b) m] ] u ﬁ M E]:Mp‘
© ¥
A B
@ A il
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réel modeéle simplifié
localisation de courbure dans CD  localisation de courbure en E
AC et DB restent élastiques  poutre quasi-articulée en E”’
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Pour information : on étudie une poutre isostatique simplement appuyée.

La figure de gauche représente la réalité de ce qui se produit : dans la zone du
moment maximal, la plasticité se développe sur plusieurs sections (localisation
de la courbure dans la zone CD).

La figure de droite est I’'idéalisation de ce phénomene, avec une localisation en
un point. La courbure y est théoriquement infinie, suggérant un comportement
(quasi) articulé, ce qui a donné le nom de « rotule plastique ».

kekesk

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Rotule plastique

UNIVERSITE D'EUROPE

rotule est un terme abusif car la rotation n’est pas libre
[Frey, 2000, Vol. 2]
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Voici une tres belle photo d’une poutre métallique en I, soumis a un essai de
flexion 3 points (méme schéma statique que la dia précédente). La photo
montre la formation de la rotule plastique, mais, dans le monde réel, il ne s’agit
pas d’une véritable rotule : la rotation n’est pas libre, elle est limitée a la
rotation obtenue avant plastification.

Comprendre le sens de cette photo.

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.



Charge limite des structures hyperstatiques

= @ 1 mm‘fu o poutre bi-encastrée 3x hyperstatique
. ¥ i
w L
= ﬂf charge totale : Q = qL
- 12
y ® c , ) . . .
: AL i K moment élastique maximal
= 2
= q.L
@ M = M = M = €
w max A B 12
= charge limite élastique
= M
" e =12—5
: ? L
ULB : A I i r Flexion plastique IT-13-24
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Pour information : une structure isostatique au sein de laquelle se formerait une
rotule plastique aboutira a la ruine. Plus intéressant consiste a étudier les
structures hyperstatiques pour lesquelles la (les) rotule(s) plastique(s) font
favoriser une redistribution d’effort qui n’aboutira pas nécessairement a la
ruine.

Ici, on étudie la poutre bi-encastrée, qui est 3x hyperstatique.

Les calculs et équations qui suivent sont hors propos.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Charge limite des structures hyperstatiques

q
@ et i
i v les moments d’encastrement

L
o2 provoquent I'apparition
Z de deux rotules plastiques :
(b) A g Ai_qlﬁ . p .q
%1111 e la poutre est isostatique.
of? Les moments d’encastrement
TTT\ valent donc au maximum
I?
Mmax = MA = MB = Aar

12
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Pour information :

Lorsqu’on augmente la charge, il apparaitra deux rotules plastiques aux
encastrements, 1a oil le moment est maximal. La poutre se comporte alors de
maniere isostatique (en effet, en I’absence d’effort normal, la poutre est plutot
2x hyperstatique).

Hekosk

Hors propos.

Hors propos.

. Hors propos.




Charge limite des structures hyperstatiques
E g si on continue a augmenter q,
: @ I il apparait une troisiéme

z L rotule plastique.

p al? La poutre est isostatique et on a
S, c A ;f_n 2 )

L1111 R sl _ M.,

- 2 8 P

s © b & M /

z W Mt charge limite plastique

E MP‘f q lMpl Q 16 Mpl

NG “Ca==-— 1B pl =0T

: ¥ 1 L

= ' l\ meécanisme de ruine
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Pour information :

Si on continue a augmenter la charge, il apparait une nouvelle rotule plastique a
mi-portée qui amorce le mécanisme de ruine.
Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Gain da a I'hyperstaticité
m réserve de résistance des structures
: hyperstatiques
Qu _16My 4
- Q. I12M,
= gain dd a la redistribution entre
; les sections
: A I i r Flexion plastique IT-13-27
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Pour information:

Tout comme pour la plasticité dans les sections, on peut se demander si la prise
en compte de la redistribution des efforts avec apparition des rotules plastiques
va induire une augmentation de la capacité portante de la poutre. Cette question
n’a évidemment de sens que si la poutre est hyperstatique. La réponse est oui et
les relations ci-dessus (hors propos) ne sont valables que pour la poutre bi-
encastrée chargée au milieu.

Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




Courbe charge-fleche

‘; Qt

% 16 My /L

S Qiim o

= 12 Mpl% -\ .

5 Oge . ~ 12 M. /L plastique

= e

- élastique | elasto-

. 1 2 3 plastique

MuL®  MjyL? v

: 32E1 12E] *—doit rester faible
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Pour information.

Voici la courbe de réponse charge-déplacement pour la poutre bi-encastrée
chargée au milieu. On y reconnait 3 phases : la premiere purement élastique, la
seconde, dite élastoplastique lorsque les rotules plastiques se sont formées a
I’encastrement, et la troisieme, parfaitement plastique lorsque la rotule se
forme a mi-portée et qui conduira a la ruine.

Hskok

Hors propos.

Hors propos.

Hors propos.




