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Voorwoord

Dit zijn nota’s die nuttig kunnen zijn bij het studeren vari tiak “codetheorie”. Dit vak wordt aan de VUB aangeboden
als keuzevak voor 4 studiepunten (26u HOC). Er bestaat aokadant van 5 SP. Voor het bijkomende studiepunt moet
de student minstens é€én van de taken maken die in de takselestaan. Deze taak wordt afgegeven voor het laatste
hoorcollege van de cursus.

De nota’s zijn bondig opgesteld en bevatten enkel de hoeé&did. Op het examen wordt vooral gepeild naar het begrip
van de cursus en de wiskundige technieken die aan de bag@slidlle stellingen, lemma’s, gevolgen, ... moeten gekend
zijn, met bewijs. De bewijzen die niet in de cursus staan zgeamiddelde licentiestudent wiskunde zelf moeten kunnen
vinden of al in een andere cursus zijn tegengekomen. Er wnigiverwacht dat deze bewijzen ook gekend zijn.

Philippe Cara
6 juni 2011



Hoofdstuk 1

Inleiding

1.1 Codetheorie en cryptografie

Deze cursus handelt oviErutverbeterende codeBit is een onderdeel van de tak van de wiskunddmfigrmatietheorie
wordt genoemd. Als je informatie wil overbrengen van eentfAinaar een punB, kunnen storingen optreden. Het
gevolg hiervan is dat het bericht dabntvangt niet identiek hetzelfde is als dat ddorerzonden. Om toch te verzekeren
datB de volledige informatie krijgt, ga@ een bericht maken dat meer bevat dan de gewone informatee lidgomende
informatie zalB toelaten toch de volledige informatie te reconstrueredanks de storingen.

Codetheorie mag niet verward worden neegptografie Dit is de kunst om iPA de informatie zo te bewerken dat ze
onleesbaar wordt voor iemand anders @anCryptografie is dus een synoniem vaggheimschrifen de wiskundige
studie ervan. De cryptografie is een tak van de wiskunde diel@niontwikkeld is dan de codetheorie. Er bestaat (nog)
geen algemene theorie en vele methodes werken slechtsrirszeeiale gevallen. Deryptanalyses de tak van de
wiskunde die probeert om een onderschept geheim bericht¢gferen. Het is dus het “breken van codes” dat je in vele
oorlogsfilms en spionageromans ontmoet.

1.2 Enkele voorbeelden en definities

Het telefoongesprek. Indien je aan de telefoon iets niet goed begrijpt, vraag g@jeespondent meestal om te herhalen
wat hij gezegd heeft. Dit is mogelijk omdat we hier beschikkeer tweewegcommunicatieSoms verwacht je op
voorhand al problemen met het goed verstaan van een naanotiipeld. Dan gaan vele mensen spontgagilen Als

je de naam “VALENTIJN” wil doorbellen zeg je iets al¥fctor, Albert, Leopold,Evarist, Norbert, Theofiel, I sidoor,
Josef,Norbert”. In dit bericht bestaat de echte informatie uit deseeletter van elk woord. De rest wordt toegevoegd en
is eigenlijk overbodig maar helpt bij slechte communicdgdanformatie te reconstrueren of misverstanden uit teesiui
Deze bijkomende overbodige informatie noemt medundante informatie. Een code zal dus aan bepaalde informatie
redundante informatie toevoegen die toelaat fouten bijrdeamgst te verbeteren.

De printer en de computer. Je weet vast dat computers alle informatie opslaan in de varrbytesdie elk bestaan uit
achtbits. Deze bits zijn elk gelijk aan é&n van de binaire symbolErof “ 1. Als je print, wordt de informatie in groepjes
van 8 bits door een kabel naar je printer gestuurd. De infoenteestaat eigenlijk uit 7 van die 8 bits. De laatste bit is
eencontrolebit Deze wordt door de computer z6 berekend dat het aantaladgmbl” in elke byte die naar de printer
vertrektevenis. Indien onderweg naar de printer edri in een “0” verandert of omgekeerd, zal het aantal symbol&h “
niet meer even zijn. De printer zal dan weten dat er iets feptén de computer vragen om de laatste byte te herhalen.

We zien dus dat de printer een fout kdetectereiin wat hij ontvangt. Indien er twee fouten optreden zal dit mpgemerkt
worden. Ook kan de printer niet weten welke bit van waardangerde. Hij kan dus de fout niet zelf verbeteren maar
moet om herhaling vragen. Dit is mogelijk omdat we hier ookém tweewegsysteem werken waar computer en printer
met elkaar in dialoog staan.
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De code die hier werd getoond noemen(&ekelvoudige) pariteitscontrole

Je bankrekeningnummer. Als je gebruik maakt van “phone banking” zal je het al wel eemsrgehad hebben dat een
rekeningnummer geweigerd wordt omdat je het fout ingetdeitd. Is het zo dat de computer met dewelke je belt een lijst
heeft van alle geldige bankrekeningnummers? Neen, de demmaakt gewoon een rekensommetje. Onze Belgische
rekeningnummers zijn zo gemaakt dat het getal gevormd d®eedste 10 cijfers min het getal gevormd door de laatste
twee cijfers steeds deelbaar is door 97. Voor het rekenimgmer

001 — 2155815 — 66

heb je dus dat
97| (0012155815- 66)

Als “phone banking” een foutboodschap geeft is dat dus orddaé voorwaarde niet voldaan is. Merk op dat 97 het
grootste priemgetal is kleiner dan 100 en dat de laatste tijfees van je rekeningnummer de rest geven bij deling door
97 van het getal gevormd door de eerste 10 cijfers.

De ISBN code. Bijna elk boek draagt een uniek International Standard Bédoknber (ISBN). Dit “nummer” bestaat

uit 10 symbolen waarvan de eerste 9 de werkelijke inform@geste cijfer(s) geven taal waarin het boek geschreven is,
daarna wordt de uitgeverij aangeduid, ...) bevatten ovebbek. Het laatste symbool is z6 gekozen dat een zekere
lineaire combinatie van de symbolen steeds deelbaar isldodvleer precies geldt

10
ajaxagayasagayagagayo € ISBN <= 11| Ziai
i=

De eerste 9 symbolen zijn gewoon cijfers en het symbggkan een cijfer zijn va tot 9 of het symbool X" dat nodig
is alszig:liai rest 10 geeft bij deling door 11. Een voorbeeld is

0—201—-11954—-4

Indien &én cijfer; verkeerd wordt ontvangen ats, geeft de som

10
Zliai +j(xj—aj) #0 mod1l

Stel je voor dat je een koffieviek maakt op de ISBN code van eehk kodanig dat €én van de cijfers onleesbaar wordt:
0—201— 1H954 — 4

Het voordeel is dat je de positie van het beschadigd cijfat.Heaat ons de lineaire combinatie berekenen zoagler

10
Ziai —6ag=192=5 mod11
i=

Modulo 11 geldt dan 6'5 = —ag, zodat weag = 1 terugvinden.
Indien je geen vlek maakt, maar twee symbolen (op plagtserk > j) in een ISBN code verwisselt, krijg je ook

10 10
.Ziai+j(ak—aj)+k(aj —&) = Ziai+(k—j)(aj —a)#0 mod1l

De ISBN code laat dus toe één fout te detecteren, ééndagirbeteren als je weet waar ze is ontstaan. Bovendiezés de
code in staat de verwisseling van twee symbolen te detectere

Oefening. Kijk na dat de code van de bankrekeningnummers ook een kieflidan verbeteren. Kan deze code steeds
een verwisseling van twee cijfers detecteren?
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Enkele belangrijke parameters. We zien dat in een codewoord meestal een Bifdematiezit waaraan eeredundant
stuk wordt toegevoegd. Dit redundant stuk is overbodigendir geen storing optreedt maar laat in het andere geval
(soms) toe tadetectererdat er een storing geweest is en soms zelfs om de fout te eeebet Als bij een bepaalde
codealle woorden bestaan uit symbolen, waarvan er steeksnformatie zijn enr redundantk+r = n), noemt men

de verhouding = % de informatie-inhoud van de code. Het redundante stuk noemt men som=dgolebits De
parameten heetlengtevan de code.

Het doel van de codetheorie is dus de informatie-inhoud potgnogelijk maken, met de garantie dat een zeker aantal
fouten kan gedetecteerd en/of verbeterd worden. Hoevetdiige wil verbeteren hangt meestal af van de manier waarop
de berichten worden verzonden. Voor een verbinding tussatepen computer gebruik je een goed geleidende kabel
die weinig onderhevig is aan storingen. Je hoeft dus geekestede. Detectie van een fout is meer dan voldoende. Voor
snelheid is het wel belangrijk dat de informatieverhoudingg is. Deze is in dit geval/B. In het volgende voorbeeld is
een sterke code geen luxe.

Mariner 9. In 1971 maakte de Amerikaanse ruimtesonde Mariner 9 meef5@d prachtige foto’s van het oppervlak
van de planeet Mars. Een beeld is ongeveer 5 minuten ondeotvagn de aarde. Indien er een fout optreedt, kan je niet
aan de sonde vragen om het beeld opnieuw door te sturen. T&e &ede sonde dan al niet meer op de plaats waar de
foto werd genomen. Ten tweede ben je dan weer 5 minuten kagtep je beter een andere foto zou doorsturen. Daarom
gebruikte men in 1971 een zogenaarmded-Muller codean lengte 32 mdt = 6 enr = 26. De informatieverhouding

is 3% ~ 0.18 en lijkt niet zo goed, maar de code is wel in staat om zevatefote verbeteren. Je mag dus in een woord
van lengte 32 tot 7 bits veranderen en toch zal de code hgtrooieelijke bericht kunnen reconstrueren. By the way: de
ISBN code is ook een Reed-Muller code, maar dan &yer

Repetitie codes. Deze eenvoudige manier om te coderen bestaat er in om deniaiereen vast aantal keer te herhalen.
Als het bericht bijvoorbeeld0” is, zal men ‘000" doorzenden. Als er niet teveel fouten optreden, kan medetibderen
aan de hand van eemeerderheidsregeten groepje van drie bits interpreteert men als het syndaidlet meest voorkomt

in dat groepje. Een groepj@10” wordt geinterpreteerd ald". Als er maar &én fout is opgetreden, is dit correct. Indie
er twee fouten zijn opgetreden, was dit bericht oorsprajked00” en dus bedoeld als ee®™. We decoderen in dat
geval dus verkeerd. Om twee fouten te kunnen verbetererezelk¢ letter 5 maal moeten herhalen. Merk op dat deze
repetitie codes in staat zijn vele fouten te verbetereneategar een groot aantal keer herhaalt. De informatie-inhoud
is echter zeer klein: als je alleskeer herhaalt, krijg jé = r%l Daarom is het nuttig betere foutverbeterende codes te
verzinnen.

De Compact Disc. Dit is een pareltje van de codetheorie dat we allemaal in heizben... Een CD schijfje dat je
nieuw in de winkel koopt bevat gemiddeld 500.000 fouten. hThoor je daar niets van bij het afspelen. Als je zeer
voorzichtig bent met je CD zullen er na een tiental uur lufgezier toch al gauw 5 miljoen fouten op staan. Nog steeds
merk je niets... Bij de CD werken twee redelijk zwakke codasien om een uiterst sterk duo te vormen. Het zijn
Reed-Solomon codeset parameterén, k) gelijk aan(32,28) en (28,24) die ons, samen met nog een paar wiskundige
vindingen, toelaten dagelijks te genieten van perfectgaliggmuziek.

1.3 Verbetering van fouten

Laat ons veronderstellen dat we een schip op de Noordzeentwgsschillende wrakken moeten loodsen. De enige
richtlijnen die we kunnen geven is de vaarrichting Nigord, Oost, Zuid of West kan zijn. Jammer genoeg beschikt het
schip niet over een telefoon. Wij moeten onze berichten skinen aldinaire woorden Een voor de hand liggende
vertaling gebruikt respectievelijk de volgende woorden waee letters00, 01, 10 en11. Deze codering laat natuurlijk
geen enkele fout toe: als een symbool verandert, blijft nétangen tweeletterwoord zin hebben en is het gevaar voor
milieurampen zeer groot. Deze code detecteert geen enkele f

We verbeteren de code met een pariteitscontrole. De vierdeozijn dan

000, 011, 101, 110
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Indien er nu een letter verandert, bekomen we een woord eat\gn deze vier is. We detecteren dus een fout en kunnen
vragen om het bericht opnieuw door te zenden. Het kan ooldzijrde zendinstallatie van het schip defect is zodat het
niet kan vragen om herhaling. Dan moeten we de code nog eeevet .

Nu maken we een code van lengte 5 met volgende vier woorden:
00000, 01101, 10110, 11011

Indien er nu bij het doorzenden van een woord één fout edtr&kunnen we ze niet alleen detecteren, maar ook nog
verbeteren. Veronderstel bijvoorbeeld dat®&01 ontvangen. We vergelijken dit woord met de vier woorden vareo
code en noteren het aantal plaatsen waarin ze van elkaahilkrs:

00000, 01101, 10110, 11011
2 1 3 4

Er is dus een uniek woord dat het minst verschilt van het orgea woord. We beslissen dus dat het verzonden bericht
01101 was en gaan naar het Oosten. Als er maar &én fout was, ie flitstle beslissing, anders. ..

Deze code van lengte 5 is dus in staat om &én fout te vedret@®a na dat dit niet alleen in ons voorbeeld het geval is!)
We spraken hier over een uniek codewoord dat het minst viirgah het ontvangen woord. We zouden dit codewoord
ook het “dichtst bij” het ontvangen woord willen noemen. i@or is een begripfstandnodig.

1 Definitie. Zij A een eindige verzameling die vafabetnoemen. De elementen van A noemen we meesials of
symbolen Voor een positief geheel getal n heten de elementen vandresidch product Awoordenvan lengten
over A. DeHamming afstandd(x,y) tussen twee woordeqyy € A" is het aantal cordinaten waarinx eny verschillen.
Formeel hebben we dus

dx,y)=H{ili€{L2,....n} enx #Vi}|
Een woordx = (x1,X, . ..,X,) hoteren we soms 00KX - - - Xn.

2 Eigenschap. De Hamming afstand is een metriek.

Bewijs. Enkel de driehoeksongelijkheid vraagt enkele secondedica.

dx,z) =i |x #z} ={i [ % #z enx #yi}U{i | x #z enx = yi}| <d(x,y) +d(y,2)
O

3 Definitie. Eencodevanlengten € Ny over een alfabet A is gewoon een verzameling C van woordelengte n over
A. De elementen van C noemeneeglewoorden

Zij C C A" een code. Bij helecoderemaan we er steeds van uit dat er zo weinig mogelijk foutenapjgretreden. Als we
dus een woord € A" ontvangen, gaan we op zoek naar een waatd zodanig dat de Hamming afstad¢k, c) zo klein
mogelijk wordt. Als we zulk een woord vinden, gaan we beslisdatc waarschijnlijk het woord was dat oorspronkelijk
verzonden was. Indien er vele symbolen veranderd werdegissen wij ons. Soms vinden we ook meer dan één woord
op minimale afstand vax. Dan kunnen we niet beslissen. We kunnen wel zeggen dat erfgeweest zijn.

4 Definitie. De minimale afstandvan een code € A" is
d(C) :=min{d(x,y) | x #y € C}

5 Stelling. ZijC C A" een code. Indien(€) > s+ 1, kan C tot s fouten detecteren. AI§3J > 2t + 1, kan C tot t fouten
verbeteren.

Bewijs. Veronderstel dat een woood= C verzonden wordt en ex(of minder) fouten optreden. Dan karhierdoor nooit
zo gewijzigd worden dat het een ander codewoord wordt. Wadnialus vaststellen dat er fouten geweest zijn.

Onderstel nu dat (of minder) fouten het verzonden codewoardijzigen tot een woorc. We hebben dad(c,x) < t.
Mocht er een codewoord bestaan metl(x,c’) <t, zou de driehoeksongelijkheid impliceren @Ht,c') < 2t, wat
onmogelijk is. We hebben dus dat elk codewodrg c verder ligt varx danc zodat wex decoderen als. (]
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Notatie. Een code van lengtedie M woorden bevat en minimale afstaddheeft, noteren we kort edn, M, d]-code.
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6 Definitie. Zij a€ A" en r een geheel getal tuss@en n. Debol met middelpuna en straal r is
de verzameling
B(a,r) :={xe A" |d(a,x) <r}

Merk op dat onze bollen in de analyse “gesloten bollen” zaudin.

7 Eigenschap.Indien|A| = g, bevat een bol met straal r in"Ateeds

(0)+ (1) a2+ (g)a-27ss (F oy

woorden.

8 Stelling (Hamming grens)Een[n,M, 2t + 1]-code over een alfabet met q letters voldoet steeds

() (e Go-sre (o)

9 Definitie. Een code die de Hamming grens bereikt, heetfect Zulke [n,M,2t + 1]-code
C C A" bevat voorelk woord in A" eenuniekcodewoord op afstand t.

1.4 Een perfecte code

We definiéren een foutverbeterende code door de paribeitsde uit te breiden. Het alfabet
dat we gebruiken zdF, zijn, het lichaam met twee elementen, uitgerust met de gedijue
bewerkingen modulo 2. De lengte zal 7 zijnler 4. Telkens we een informatiewocagh,aza, €
]Ff21 hebben, voegen we drie controle kits as enay toe met volgende regel:

& =atax+az
8 —=agtaxtay mod 2
&7 =a1taztay

De codewoorden zijn dus eigenlijk de oplossingen van higedtmet matrix

111
H=|1 1 0
1 01

RO

1
0
0

O O
o

We hebber€ = {x € F} | Hx = 0}.

Veronderstel nu dat er een fout optreedt die gegeven wontteln vectoe € IF; We ontvangen
dusy =x+e

Voor het decoderen berekenen we het prottct= Hx + He= He. Dit resultaat noemen we de
syndroomvector. Deze helpt ons bij het detecteren van de fout. Inderdaadrajeen fout was,
is e= 0 en is de syndroomvector de nulvector. Indien er wel een fogeiveest, kunnen we de
fout verbeteren in de veronderstelling dat er slechtsféénis opgetreden. Twee fouteren€
kunnen aanleiding geven tot hetzelfde syndroom, maar ddbge € € C. In een tabel waarvan
de rijen bestaan uit alle mogelijk ontvangen woorgelie hetzelfde syndroom opleveren, kunnen
we opzoeken welke de kleinste fout is die dat bepaald symdagdevert en zo de fout verbeteren.

Veronderstel dat we bijvoorbeeld= 0101111 ontvangen. We berekenen de syndroomvector

Hy = 010. Deze is niet nul en we besluiten dat er een fout optrad. Iradeltstaan in de rij
die begint met 010" alle woorden die deze syndroomvector opleveren bij hetenakan één
fout. Op de zesde plaats vinden we inderdaad onze vgdenug. We zien dat hij in de kolom
staat die bovenaan begint mgt01101. Dit is het codewoord dat het dichtst lyjligt. We
vinden dit codewoord ook door in de rij van de syndroomveteddijken naar de vector met het
meeste nullen (dit is hier de eerste vector). In die rij staamers alle mogelijke woorden met
syndroom 010" en vermits wij er steeds van uit gaan dat er weinig foutemesj#n, is de fout
die waarschijnlijk optrad die met het minste enen. Tellendieemodulo 2 op bij het ontvangen
woordy, vinden we het dichtstbijzijnde codewoord terug.

1-6

111 | 1000000 1001011 1010101 1011110 1100110 1101101 1110011 1111000 0000111 0001100 0010010 0011001 0100001 0101010 0110100 0111111

000 | 0000000 0001011 0010101 0011110 0100110 0101101 0110011 0111000 1000111 1001100 1010010 1011001 1100001 1101010 1110100 1111111
110 | 0100000 0101011 0110101 0111110 0000110 0001101 0010011 0011000 1100111 1101100 1110010 1111001 1000001 1001010 1010100 1011111
101 | 0010000 0011011 0000101 0001110 0110110 0111101 0100011 0101000 1010111 1011100 1000010 1001001 1110001 1111010 1100100 1101111
011 { 0001000 0000011 0011101 0010110 0101110 0100101 0111011 0110000 1001111 1000100 1011010 1010001 1101001 1100010 1111100 1110111
100 | 0000100 0001111 0010001 0011010 0100010 0101001 0110111 0111100 1000011 1001000 1010110 1011101 1100101 1101110 1110000 1111011
010 | 0000010 0001001 0010111 0011100 0100100 0101111 0110001 0111010 1000101 1001110 1010000 1011011 1100011 1101000 1110110 1111101
001 | 0000001 0001010 0010100 0011111 0100111 0101100 0110010 0111001 1000110 1001101 1010011 1011000 1100000 1101011 1110101 1111110
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Je ziet dat de syndroomvectd0 gelijk is aan de zesde kolom van de matixDit toont ons dat de fout (waarschijnlijk)
is opgetreden bij de zesde bit van het codewoor@mx terug te vinden uiy veranderen we dus gewoon de zesde bit in
y. Doordat we binair werken, is er voor die wijziging slechén’keuze.

Hetzelfde syndroom had ook kunnen veroorzaakt worden derofaitvectoe = 0110001 (er treden drie fouten op). In
dat geval is het ontvangen woord afkomstig van het codew@@iti1 10 en maken wij dus een fout bij het decoderen.

We hebben hier een code van lengte 7 met 16 woorden over abetffiet twee letters en minimale afstand 3 (verifieer!).
Dit is een perfecte code.

Merk op dat de 7 kolommen van de matHxjuist de codrdinaten zijn van de 7 punten \R4{F»), het kleinste projectief
vlak.

010

011 110

001 101 100
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Eindige lichamen

10 Definitie. Zoals je al lang weet is edithaam een ring met eenheid waarin elk niet-nul element een inves#t lvoor
de vermenigvuldiging. Eereldis een lichaam waarvan de vermenigvuldiging commutatief is

Opmerking. Wij veronderstellen steeds da#01 is in een lichaam. Bijgevolg heeft elk lichaam minstensteiementen.

2.1 Algemeenheden

11 Definitie. Een element & 0 van een ring R heet eenuldelerindien er een ke R\ {0} bestaat zodanig dat ab 0 of
ba=0inR.

12 Lemma. Een lichaam heeft geen nuldelers.

13 Stelling. De ring (Zm,+,.) is een lichaanals en slechts alsn een priemgetal is.

Bewijs. Een implicatie steunt op voorgaand lemma. Voor de anderdidatie nemen wea € Zp, \ {0} vast en tonen
gemakkelijk aan dat alle elementen van de verzaméeling x € Zm} verschillend zijn. Bijgevolg heeti een invers. O

Voor een priemgetap noteren we vanaf nu het lichaatfip, +,.) kort F,. Merk op dat dit lichaam commutatief is.
\Volgende stelling toont dat dit geen toeval is.

14 Stelling (Wedderburn) Elk eindig lichaam is een veld.

Het bewijs van deze stelling geven we niet en hoort thuis maesus algebra. Dankzij dit resultaat mogen we in wat
volgt wel steeds aannemen dat de vermenigvuldiging contratiia

Taak. Zoek het bewijs van de “Stelling van Wedderburn” op in [1] ezrlwhet volledig uit.

In wat volgt zal het symbodF steeds een veld voorstellen. Metkan je eerveeltermring F[X] construeren die ook
commutatief is.

15 Stelling. Voor elke twee veeltermen A en BH[X], met B 0, bestaan unieke veeltermen Q en FFjX] die voldoen
aan A=BQ+ R endegR < degB.

Bewijs. Als B| A, nemen we gewooR= 0 enQ = g‘. In het andere geval beschouwen we de verzam¥ling {A— BC|
C € F[X]} en kiezen hierirR= A— BQ van minimale graad. Veronderstel dht= degR > degB =: e en noteer de
hoogstegraadscoéfficient vRenB respectievelijk enb. Dan geldt

R— %xd*eB —A-B(Q+ %xd*e)

2-1
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De graad van het linkerlid is hoogsteths- 1 en in het rechterlid staat een element Varin tegenspraak met de keuze
vanR. De uniciteit vanQ enR bewijzen we ook uit het ongerijmde. O

Zoals gebruikelijk noemen we de veelte@wan vorige stelling heuotiént van dedeling vanA doorB. De veelternrR
is derest van deze deling.

16 Definitie. Naar analogie met gehele getallen, noemen we twee veetliehrea A congruentmodulo een veelterm M
indien hun verschil A- A’ deelbaar is door M. We noteren dittAA" modM.

17 Gevolg. Zij A,A';M € F[X], dan geldt A= A" modM als en slechts alé en A dezelfde rest geven bij deling door M.

18 Definitie. Een veelterm waarvan de hoogstegraadstioiéntl is, heetmonisch

Voor een veelternM € F[X] kunnen we de quotiéntring[X]/(M) beschouwen waarb{M) het ideaal is voortgebracht
door M. De elementen van deze ring zijn de equivalentieklasserdeacongruentie van veeltermen modido We
spreken af dat we als representant voor elke klasse de rheniselterm van minimale graad nemen.

Neem nuA, B € F[X] metB = 0. Toepassing van stelling (15) levert een quoti@ren een resRy met ded?y < degB.
We kunnen de stelling opnieuw toepassen op de delindBvdoor Ry. Dit levert een nieuw quotiér®, en een resi;
met dedR; < degRp < degB. Daar de graad van de rest strikt dalend is, kunnen we dibnieindig lang blijven doen.
We bekomen een opeenvolging van delingen waarbij de la&staul is.

A = BQ+Ry degRy < degB
B = RQo+Ri degR; < degRy

Ri-2 = Ryp-1Qn-1+Ry degR, < degR,_1
Ri-1 = R.Qn+0

Voor elke twee veeltermefsenB met 0< degB < degA kan je zulke rij van delingen opstellen. Dit procédé noemh
hetEuklidisch delingsalogritme.

19 Stelling. De laatste niet-nulle rest in het Euklidisch delingsaldgne is een grootste gemene deler van de veeltermen
AenB.

Bewijs. Zij C € F[X] een gemene deler vahen B. Bij inductie gaan we na dat alle restenRy, Ry, ..., R, deelt.
Bovendien iR, een gemene deler vaxenB (ook bij inductie). O

Meestal hebben twee veeltermen meerdere grootste gemieme ddat elk scalair veelvoud van een grootste gemene
deler opnieuw een grootste gemene deler is. We spreken afectde grootste gemene deler védnen B steeds monisch
kiezen. Deze veelterm noteren we ¢8mB).

20 Stelling(Bezout) Zij A,B € IF[X]. Dan bestaan er veeltermen@ € F[X] zodat AD— BC= ggd A, B).

Bewijs. Lees het Euklidisch algoritme achterstevoren! O
21 Gevolg. ggdA,M) =1=—3A € F[X] : AA =1 modM

22 Definitie. Een veelterm Me F[X] heetirreduciebelals M geen andere delers heeft dan de scalairen (i.e. de aotest
veeltermen) en zichzelf.

23 Stelling. M € F[X] irreduciebel=> F[X]/(M) is een veld.

Bewijs. Je kan als representanten voor de de restklassBiXirmoduloM alle veeltermen met graad kleiner dan dkeg
kiezen. Voor zo een representageldt, door de irreducibiliteit vaM, dat ggdA, M) = 1. Pas de stelling van Bezout
toe om het invers vaA te vinden (moduldv). O
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Opmerking. De omgekeerde implicatie in bovenstaande stelling gelét ddet de cursus “algebra 1” van tweede
kandidatuur in de hand maak je gemakkelijk volgende redegievermitsF commutatief is, i€ [X] het ook. Bijgevolg is
hetideaa(M) maximaal als en slechts &$X] /(M) een veld is. Bovendien is een maximaal ideaal steeds eenifeaal.

Als we nuF = [F, nemen voor een priemgetg] levert bovenstaande constructie een veld op pRelementen op voor-
waarde dat we een irreduciebele veelter §fiX] vinden met graatl. Sectie 2.3 gaat over de existentie van irreduciebele
veeltermen.

2.2 Additieve structuur van een eindig lichaam

Zij F een eindig veld met eenheidselement 1 en beschouw de somrenl]l1+1+1,... Doordaff maar een eindig
aantal elementen heeft, moeten er twee natuurlijke gatakes bestaan met

Dit is equivalent mefy; 1 1=0.

24 Definitie. De karakteristiekvan een eindig veld is het kleinste natuurlijk getal & O met3_; 1 = 0. We noteren dit
getalcharfF.

25 Eigenschap.De karakteristiek van een eindig veld is steeds een prieahget

Bewijs. Anders zouden er nuldelers zijn. O
26 Eigenschap.charff = p—-VacF:pa=a+a+---+a=0.
N———
p keer
Bewijs. Herschrijf paals som van enen. O

27 Stelling. Elk veldF van karakteristiek p omvat een deelveld isomorf Fet

Bewijs. Het deelveld bestaat uit de elementen .1, ..., 1+1+---+1=0. O
——————

p keer
28 Definitie. Het deelveld uit vorige stelling noemt men peemveldvanF.

29 Gevolg. Een veldF waarvan het aantal elementen een priemgetal p is, is isometF .

Bewijs. Stelq:= charF > 1. Uit stelling (27) volgt dat de groeg(i, +) van ordep en deelgroep heeft van ordeVermits
p priem is, volgt uit de stelling van Lagrange dpt p. Het veldF is dus gelijk aan zijn priemveld, dat isomorf is met
Fp. O

30 Stelling. Een eindig veld heeft steeds glementen voor een zeker priemgetal p en een zeker nakugetil h> 0.

Bewijs. Stelp:= charf en
S:={1,1+1,...,1+1+---+1=0}
~—_————
p keer

Als S = F is het bewijs gedaan. Anders kiezen e I\ S en stellen we
S={ma+nl|0<mn< p}

Deze verzameling heeft hoogstepiselementen. Verondersteha+ nil = mpa+ no1l metny > ng. Als my = my, is
(n —n1)1 =0, in tegenspraak met cHar= p. Voor my # mp, nemen wek € S; z6 datk(my —mp) = 1. Dan geldt
a=ak(im—mp) =k(np—n1)le S, een& . Dus geld{S;| = p?. IndienS, # IF definiéren we op analoge wij& met
p° elementen enz. Dit stopt na een tijd vernfiteindig is. (]
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31 Gevolg. De additieve groep van een eindig véds isomorf met een direct product van isomorfe cyclischepen
van ordecharf.

Bewijs. Uit vorig bewijs halen we dat
h
F=%={Y Aa | A €S}
i; | I

metay = 1. VermitsS; isomorf is met de groeZ,, +), construeren we gemakkelijk een isomorfisfigt) «— (Zp)".

O

Notatie. Voor een veelternA = 5", a;X' overF en een elemerat € I stellen weA(a) := 1 aja € F. We zeggen dat
we de veelternf evaluererin a.

32 Lemma. Zij a € F en Ac F[X]. Dan is A deelbaar door X a als en slechts al#\(a) = 0.
33 Gevolg. Een veelterm van graadxn 0 kan hoogstens n verschillende nulpunten bezitten.
34 Lemma. Zij P irreduciebel inF[X] en G, G, € F[X]. Er geldt

P| GG, = P |G, of P| G2

Bewijs. Als P de veelternG; niet deelt, impliceert de irreducibiliteit dat gg@iG;) = 1. De stelling van Bezout levert
veeltermermA en B met AP+ BG; = 1. Hieruit volgt datAPG, + BG1G, = Go. Vermits P beide termen van deze som
deelt, volgt de stelling. O

35 Gevolg. Een irreduciebele veelterm die een eindig product van ggakn deelt, moet minsteéan van de factoren
delen.

36 Stelling. ledere monische veelterm kan steeds op een (op volgordenieReuwijze geschreven worden als product
van irreduciebele monische veeltermen.

Bewijs. Het is duidelijk dat er steeds minstens &én ontbindingesr de uniciteit werken we uit het ongerijmde. Veron-

derstel dat . .
A=[1G =[]H
ne=r

De veeltermG; is irreduciebel en deelt het prodqqﬁlej. Bijgevolg bestaat er een indgxmetGy | H;. MaarH; is
ook irreduciebel zoddtj = G;. De factorG; deelt nu het produd=EI1H2~~ﬂ\j~--HS zodat er een andek¢j wegvalt. O

2.3 Over het aantal irreduciebele veeltermen van graadin F[X]

Zij F een veld metj elementen (eindig dus). We noteren de verzameling van altésohe veeltermen if[X] met.#Z en
stellen het aantal irreduciebele veeltermen van gnaad.# voor metiy,. We gaan bewijzen dét, > 0 voor elkem € N.
Voor m < 2 is dat duidelijk.

37 Stelling.
1 1
ZeN — =~ voor0<z< =
NEZ/// peaf1y 17 e q
P irreduciebel
Bewijs. In het linkerlid hebben we
0 (o) 1
2N — "=Y "=
NGZ//Z ngo Nez/// mZO 1-qz

degN=m
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Een algemene factor van het rechterlid is

ﬁ _ Iizl degP _ iizdegPi

zodat het product van twee factoren gelijk is aan

o e () (3)
i=0

Voor P en Q irreduciebel in.# loopt deze laatste som over monische veeltermen. Een predod factoren in het
rechterlid zal zal dus voldoen aan

1 i1pi2. plk 1
- ZdegP1 Py < ZdegN —
D, 1— e jlzg NEZ/// 1-qz
J2=

jk::O
Vermits elke veelterm in# op unieke wijze te schrijven is als product van irreducielmbnische veeltermen, volgt de
stelling. Merk op dat de monische veelterm 1 toch in het {pabiproduct verschijnt op het moment dat alle exponenten
ji nul zijn. O
38 Gevolg. Voor0 < z < ¢ geldt
1

0 1 im
1qz:nr|;|1(1zm)

VkENo:qk:;mim
m[k

39 Stelling.

Bewijs. Neem de logaritme in beide leden van gevolg (38):
—log(1-0q2 =— % imlog(1—2")
m=1

Zolang we binnen de convergentiestraal blijven, mogen wa fer term afleiden en vermenigvuldigen meDit geeft

o0

gz . "
imm-——
2 im

1—qz & ™ 1-7

Of o0 00 o0 o0
k ; r :
92"= S inmy 2" =S5 XY mi
2,007 = 2 I 2 25 =0 7 ) Mim

waarbijk := mrin de laatste stap. Gelijkstelling van de coéfficientemafan beide leden geeft nu het gewenste resultaat.
O

40 Gevolg. Voor elk veldF met g elementen en voor elke graaédm bevatF[X] een irreduciebele veelterm van graad m.

Bewijs. Uit vorige stelling halen we dat voor ellkes Ny geldt

k-1 k-1
qkurir: mimlerirgkik
r=1 m[k r=

maar ook dakiy < g zodat
k-1 k 1

k-1 g
i < _
rzlnr zlq q-1

r=
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Nu volgt
k1 1 1
Y S el S SRS (R
kix > q q—1 q_1+q <1 q—1)>0
De laatste ongelijkheid volgt uit het feit dat> 1 moet zijn omdaF een veld is. O

Voorbeeld. Nemen weF = I, (of g = 2), dan geldt; = 2 omdat beide veeltermeK,enX + 1, van graad 1 oveF irreduciebel zijn.
Uit stelling (39) volgt dat
22 = 1ig + 2ip = 2+ 2ip

zodati, = 1. Inderdaad, de enige irreduciebele veelterm van graaeFous X2 + X + 1. Vooriz krijgen we de recurrentie
2% = 1iy +3i3 =2+ 3i3

zodatiz = 2 enz.

2.4 Multiplicatieve structuur van een eindig veld

Bij definitie vormen de niet-nulle elementen van een lichdaaen groep voor de vermenigvuldiging. We noteren deze
groep in het algemedh* en bestuderen nu zijn structuur in het gevalldaindig is.

In een eindig veldF kijken we naar de opeenvolgende machtem?, a, ... van een niet-nul elemeat Doordat er
slechts een eindig aantal elementen zijif j)moeten er exponenteén< s zijn meta’ = a°, zodata® " = 1.

41 Definitie. De ordevan een niet-nul element a van een eindig \®is de kleinste machtx 0 zodanig dat 8= 1. We
noteren deze macbtd(a).

Opmerking. Als ord(a) = n, zijn alle machtera, &, ...,a" = 1 verschillend.

42 Eigenschap.Zij a en b elementen van respectievelijke orde m en n. Darn geld
(i) & =1«=m|k;
i . k .
(i) vke Np:ord(@*) = Wnr]n,k)'
(i) ggdm,n) = 1= ord(ab) = mn.

Bewijs. 1. Eén implicatie is triviaal. Euklidische deling ge&ft= gm+r metr < m zodat geldg®™" =1.a" = 1.
Dus moet = 0.

2. Stelt := ord(a). Dan ist de Kleinstd > 0 met(a¥)' = ak' = 1. We weten ain | kl. Stelg:= ggdm, k). Dan geldt
m=m'g enk=Kkg, met ggdn?,k’) = 1. Dus ist de kleinstd metm/g | K'gl. Ditimpliceertm’ | I. De minimaliteit
vant garandeertni=m = %.

3. Als (ab)* = 1, geldtak = b=, zodata™ = b~"k = 1. Hieruit volgtm | k. Analoog geldn | k.

43 Stelling. Zij a en b elementen van respectievelijke orde m enl ir bestaat een € F metord(c) = kgv(m,n).

Bewijs. Zij p een priemfactor vam (of n) en stela de hoogste macht vamdie m deelt en3 de hoogste macht vam
die n deelt. Zonder de algemeenheid te schaden mogen we aannatee:¢3. Dan isp® de grootste macht vamdie

kgv(m,n) deelt. We hebbem= p“r metp{r. Stel danc, :=a'. Dan is de orde vanp gelijk aanwngm =0 =p°

Vermits kgym, n) te ontbinden is in priemfactorgf_; p*, volstaat het := [1X_; ¢, te nemen. O
44 Definitie. Een element & T heetprimitief indienord(a) = [F| — 1. Dit wil zeggen davb € F\ {0} : Ik e N: ak =b.

45 Stelling. Elk eindig veld bezit een primitief element.
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Bewijs. Steln:= max{ord(a) |a€ F\ {0}} en zija een element van orde Veronderstel nu dat +# q— 1. Dan bestaat
ereerbc F\ {a a2 ...,a",0} van ordem < n. Indienm| n dan isn = mk zodath" = 1. Maar dan heeft de vergelijking
X" —1=0 meer dam wortels. Dus moetn{n. Maar dan is kgym,n) > n en geeft vorige stelling een element van orde
groter dam. O

46 Gevolg. De multiplicatieve groep van een eindig veld is cyclisch.

47 Gevolg. In een veldF met g elementen geldt

VacF:a%9—a=0

Opmerking. Indieng = p voor een priemgetad, hebben wé® = IF, en staat er in vorig gevolg eigenlijkk € Z : xP = x
modp. Dit is de zogenaamde “Kleine stelling van Fermat”.

Opmerking. Vorige stelling toont wel dat er steeds primitieve elemarzgn, maar zegt niet hoe je die elementen
kan vinden. Het vinden van primitieve elementen in een gineid is nog steeds een open probleem. Er is nog geen
constructie gevonden die in elk eindig veld werkt en die smeteker leidt tot een primitief element. Ook een vraag zoals
“voor hoeveel priemgetallepis 10 een primitief element vaR,?” heeft nog geen antwoord.

48 Eigenschap.In een veldF van karakteristiek p geldt

Va,beF:(a+b)P=aP+bP

Bewijs.
arbp—3 (P)akor*
“ &k
maar
P\ _p(P—1)---(pP—k+1)
k k!
is steeds deelbaar dopytenzijk =0 of k = p. O

49 Gevolg. In een veldrF van karakteristiek p is de afbeelding
Q:F—TF:x—xP
een lichaamsautomorfisme.

Bewijs. Neem vorige eigenschap samen met het fei{dh) = aPbP, voor elkea, b € F. Nu blijft te tonen datp bijectief
is. VermitsF eindig is, volstaat het te tonen dainjectief is. Zijx,y € F metxP = yP. Dan geldt wegens vorige eigenschap
dat(x—y)P = 0. VermitsF geen nuldelers heeft, kan dit alleen alsy = 0. O

50 Definitie. De afbeeldingp van bovenstaand gevolg noemt menHrebenius automorfismezan het lichaant.

51 Gevolg. In een veldF van karakteristiek p geldt voor willekeurige elementaowy, ... ,wy € F en willekeurige re N

steeds N
k Pk
(2] -3

Bewijs. Twee keer per inductie uit eigenschap (48). O

52 Gevolg. De karakteristiek p van een eindig veld deelt nooit de ordeaen niet-nul element.

Bewijs. Anders geldt or¢h) = kp, zodataP = 1. Maar dan isP— 1= (ak — 1)P = 0, zodanig dag" = 1, eeny. O
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53 Eigenschap.Zij IF het priemveld van een eindig veld Dan geldt voor elk element a véh

acFp<—aP=a
Bewijs. Eénimplicatie is reeds hoger bewezen. Voor de andere meré®p dat de veelterdP — X hoogsteng wortels
heeft. O

54 Gevolg. Het priemveld van een eindig lichaam is juist lietkpuntenlichaarnaan het Frobenius automorfisme. Dit
wil zeggen dat het Frobenius automorfisme de identieke finganduceert op het priemveld en geen andere elementen
fixeert.



Hoofdstuk 3

Foutverbeterende codes

55 Definitie. Zij A een verzameling met g elementen, n een positief ngtugdtal en CC A" met|C| =M > 1. Stel
d:=min{d(x,y) | X #y € C}. Dan heet C een g-air, M, d]-code. Voor g= 2 spreken we van edsinaire code en voor
g = 3van eerternaire. De verzameling A noemt men ladfiabetvan C en de elementen vaf Ajn woordenvanlengte
noverA. De elementen van A noemenlegtersof symbolen Elk element van C is eerodewoorcen n is ddengtevan
de code C. De parameter d hesinimale afstandvan C.

Opmerking. We veronderstellen steeds dat een code minstens twee wdoedat. Een code met slechts één woord zou
niet erg nuttig zijn vermits je hiermee slechts één bobdpdkan versturen. Hiermee kan je geen informatie overlergng
tenzij tonen dat de zender werkt.

Bestaan er voor elke keuze van getalign, M end steedsy-aire[n,M, d]-codes? Een goede code zal veel codewoorden
bevatten en toch een kleine lengte en grote minimale afseaiideren (zie hoofdstuk 1).

Notatie. Eeng-aire [n,M, d]-code noteren we ook e€n,M, d]q-code. Gegeven, n end, noteren we mefg(n,d) het
grootste getaM waarvoor eefin, M, d]q-code bestaat.

Het is gemakkelijk te zien dat steeds geMdtn, 1) = " vermits twee verschillende woordenAfi steeds op afstang 1
liggen van elkaar. Als we echter op zoek gaan naar een codwavatwvee woorden op afstand minstengan elkaar
liggen, moeten alle woorden in alle letters van elkaar \Jelisn. Kijken we bijvoorbeeld naar de eerste letter van elk
codewoord, zien we dat er ten hooggtwoorden zijn in zulke code. De codg(A){(a,a,...,a) € A" | a€ A} heeft juist
q= |A] woorden en minimale afstamd We hebben dus bewezen dg{n,n) = g. De codeA,(A) heetrepetitiecodevan
lengten overA.

Laat ons eens een moeilijker geval bekijken. .. We gaan dpiza@rA,(5, 3). De codeC3 = {00000,01101,10110,11011}
overA= {0,1} heeft minimale afstand 3 zoda}(5,3) > 4. Nu zouden we met een computer alle mogelijke deelverza-
melingen vam® kunnen bekijken en op zoek gaan naar fB, 3]-code. Ondanks de kleine parameters is dit nogal veel
werk. Daarom zullen we onze theoretische kennis over fobeterende codes een beetje uitbreiden.

Taak. Schrijf een computerprogramma om te zoeken naaf®&n3]-code oveif,. Je mag hiervoor gebruik maken van
de programmeerta@AP[5] en eventueel het pakkgtiava.

3.1 Algemeen

56 Definitie. Twee codes £Cen G van zelfde lengte n over A heteguivalent in brede zirindien er permutaties;
SymA) (i=1,2,...,n) enrt€ S, bestaan zodanig dat

C2 = {(01(an)); 92(an2), - - -, On(@nmy)) | (Bs,82,...,8n) € C1}

57 Lemma. Equivalent zijn in brede zin is een equivalentierelatie.

3-1
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58 Lemma. In brede zin equivalente codes hebben dezelfde parameters.

59 Lemma. Elke g-aire[n,M,d]-code over een alfabet A dat een bijzonder elendentA bevat, is equivalent in brede
zin met eerin, M, d]-code die het woord0,0,...,0) € A" bevat.

We herhalen de Hamming grens die bewezen werd in hoofdstuk 1.

60 Stelling. Voor een g-airdn, M, 2t + 1]-code geldt

M-Z(?)(q—lkq“

Er is echter nog een belangrijke grens op het aantal woordeeri foutverbeterende code.
61 Stelling(Singleton grens)Een g-aire[n, M, d]-code voldoet aan

M < qn7d+l

Bewijs. Bekijk den—d -+ 1 eerste letters van elk codewoord. Deze woorden van lengte+ 1 moeten alle verschillend
zijn aangezien de afstand tussen elke twee codewoordetemimsbedraagt. Bijgevolg kunnen er hoogstefisd+!
codewoorden zijn. O

De codes die de dsingleton grensbereiken, hetemaximum distance separating codesf kortwegMDS codes

De Hamming grens leve&;(5,3) < 5 en de Singleton grens ged(5,3) < 8. We moeten dus enkel nog onderzoeken
of er een[5,5,3]-code bestaat oveéx= {0,1}.

Zij C een[5,M,3]-code metM > 4. Door lemma (59) mogen we veronderstellen@#t00 € C. Doordat de minimale
afstand 3 moet zijn, impliceert dit dat elk niet-nul codewbminstens drie enen zal hebben. Daar de minimale afstand 3
moet zijn, weten we ook dat er ten hoogste één codewoordiinatens vier enen kan zijn. De afstand tussen om het even
welke twee verschillende woorden met vier enen is immers@h#bben dus ten minste twee codewoorden met juist drie
enen. Door permutatie van de codrdinaten zien weCdaquivalent is in brede zin met een code die de wooBf#00,
11100 en 00111 bevat. Door wat te proberen zie je gemakkelijk dat deze dderden enkel nog kunnen aangevuld
worden met het woor@1011. We hebben zo bewezen dgt(5,3) = 4 en dat er, op equivalentie in brede zin na, slechts
één code deze grens bereikt. Zo zien we ook dat de Hammaergs griet steeds bereikt wordt. In een later hoofdstuk
zullen we aantonen dat perfecte codes inderdaad zeer aeidzpn.

Het bereikte resultaat kunnen we gebruiken om Ag6,4) = 4 te bewijzen. Hiervoor gebruiken we volgende stelling.

62 Stelling. Als d oneven is, bestaat er een bindimeM, d]-codeals en slechts aler een binairdn+ 1, M,d + 1]-code
bestaat.

Bewijs. Vertrek met een binairén,M, d]-codeC over A= {0,1}. We voegen nu aan elk woord vé&heen letter toe
zodanig dat het aantal symboleti'‘in elk verlengd woord even is (enkelvoudige pariteitscol#). Doordat elk woord
van de nieuwe code een even aantal symbolérheeft, is de afstand tussen twee woorden (en dus ook de ri@im
afstand) even. Vermits oneven is en de minimale afstand van de verlengde code mgtste, moet hijd + 1 zijn.

Neem twee codewoorden op minimale afstand in[@en1,M,d + 1]-code. Kies een plaatswvaar deze twee woorden
verschillen en schrap in elk woord dele letter. Je krijgt eefn, M, d]-code. O

63 Gevolg. Als d oneven is, dan geldbfm+1,d+ 1) = Ax(n,d). Als d evenis, dan geldbfn—1,d — 1) = Ay(n,d).
De uniekel5,4,3]-codeC die we hoger construeerden kan beschouwd worden over heeéli, = {0,1}. Dan zien we

dat deze code eigenlijk eateelruimteis vanF3. InderdaadC = vect{(1,1,1,0,0),(0,0,1,1,1)}. We hebben hier een
voorbeeld van de zeer belangrijke klasse der lineaire codes
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3.2 Lineaire codes

Als we veronderstellen dat het alfal®etan een code een lichadry is, dan heefA" de structuur van eemdimensionale
vectorruimte oveffy. Bijgevolg kunnen we al onze kennis van de vectorruimtea (zirsus “meetkunde en lineaire
algebra”) aanwenden bij de studie van zulke codes. Aangexienkel eindige lichamen bestaan waarvan het aantal
elementen een priemmacht is, lijkt deze veronderstelling een beperking. Ervaringrielaarentegen dat de meeste
“goede” codes in een vectorruimte leven of eruit kunnenlafgevorden.

64 Definitie. Eenlineaire g-aire [n,k]-code C is een niet-nulle k-dimensionale deelruimteW@rSoms noteert men ook
[n,k, d]-code als de minimale afstand d van C gekend is. ge&erererende matrixan C is eer{n x k)-matrix waarvan de
kolommen een basis vormen van C.

De equivalentie in brede zin, zoals gedefinieerd in (56),dzaWde lineariteit niet. Daarom voeren we een meer beperkt
begrip van equivalentie in.

65 Definitie. Twee lineaire codes van zelfde lengte o¥grzijn equivalentindien ze equivalent zijn in brede zin en alle
permutatiess; van de vorm x— Ajx voor een zeker&; € Fq\ {0} zijn.

Door over te gaan op een equivalente code en de basi§y/goed te kiezen kunnen we er altijd voor zorgen dat de
genererende matrix van een code de volgestdedaardvorm aanneemt:

Ik
G=| —
A

Een genererende matrix van derk]-code is dus steeds een matrix van réng

Het coderenvan informatie kan voor een lineaire co@eeenvoudig gebeuren door vermenigvuldiging van matricgs. Z
X € F'a een informatievector (i.e. een woord Vialetters geschreven als kolom) €reen genererende matrix vdor Dan
is (bij afspraak) het codewoord dat overeenkomt met de inéiex juist Gx € IFg. Als G bovendien de standaardvorm

I
—— | heeft, staat de informatie steeds op de edrgli@atsen van een codewoord. Dit helpt bij het decoderen.
A

Op de vectorruimté*g plaatsen we het gewone inproduct
n
X-y= inyi eFq
i=
66 Definitie. Zij C < Fg een code. Deluale codeC* is de verzamelingv € FglvueC:v-u=0}.

67 Lemma. Zij G een genererende matrix van gfenk]-code C, dan geldt € C+ <= 'Gv = 0.

Bewijs. Een vector staat loodrecht op alle vectoren van de deeleurdls en slechts als hij loodrecht staat op alle
vectoren van een voortbrengend deel GaDe kolommen vait geven juist zo een voortbrengend deel. O

68 Lemma. De duale van een lineairg, k]-code C is eelfln,n — k]-code.
Bewijs. Vorige stelling leert da€ juist de kern is van de lineaire afbeelding
Lig: Ffj — F&: x+— 'Gx
Bijgevolg isC* een lineaire code en beéindigt de dimensiestelling voeslire afbeeldingen het bewijs. O

69 Lemma. Voor een lineaire code C geld€+)* =C.

Bewijs. Eén inclusie is triviaal en de andere volgt uit een dimeasgument gebaseerd op vorig lemma. O
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70 Definitie. Een genererende matrix voor de duale van een lineaire codestCderpariteitsmatrixvan C.

71 Eigenschap.Een genererende matrix G en een pariteitsmatrix H van[egd-code C voldoen steeds aan

'GH=0knx en 'HG=0n

Bewijs. Triviaal vermits alle kolommen va@ loodrecht staan op alle kolommen vidn O
I _ta

72 Stelling. Als G= | —— | de standaard genererende matrix van|dek]-code C is, danisH= | —— | een
A In—k

pariteitsmatrix voor C.

Bewijs. Het is gemakkelijk na te gaan d&H = Oy, zodat de deelruimte opgespannen door de kolommerHvan
binnenC* ligt. Maar bovendien is de rang van de matfhgelijk aann — k, de dimensie vag™. O

73 Definitie. Het gewichtw(x) van een codewoor € [y is de Hamming afstand(,x). Dit is het aantal niet-nulle
coordinaten varx.

74 Lemma. Voor de minimale afstand d van een lineaire code C geldt
d=min{w(x) | x € C\ {0}}
Taak. Naast de grenzen van Hamming en Singleton bestaan er nogresleen op de verschillende parameters van een

(lineaire) code. Er is bijvoorbeeld nog de Plotkin grensCdeesmer grens, de Gilbert-Varshamov grens, ... Zoek deze
grenzen op en bewijs ze. Vergelijk ze met elkaar en pas zegteakele voorbeelden.

75 Stelling. Zij C een lineaire code met pariteitsmatrix H. De minimalstahd van C is juist het minimaal aantal lineair
afhankelijke rijen in H.

Bewijs. Schrijf de rijen varH = [h;;] als vectorerny, hy, ..., hs. Nu geldt
ceC«="Hc=0
n
— Vi€ {1,2,...,I’17k}2 Z hjiCj =0
=1
<= cihi1+cho+---+¢chp =0
We zien dus dat de niet-nulle woorden v@raanleiding geven tot niet-nulle lineaire combinaties varrigen vanH

die gelijk zijn aan de nulvector. Het minimaal aantal nietka coéfficienten in zulk een lineaire combinatie is juist
minimaal gewicht van een niet-nulle vector@n O

Opmerking. Een andere formulering van de stelling luidt: de minimaktarid varC is > 0 als en slechts alglked — 1
rijen vanH lineair onafhankelijk zijn.

Oefening.De ISBN code die we in hoofdstuk 1 leerden kennen is lineapdal zijn minimale afstand.

In de volgende paragrafen bestuderen we enkele bijzondeniéds lineaire codes.
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3.3 Cyclische codes

76 Definitie. Eencyclische codés een lineaire code waar voor elk codewo¢ed, ¢y, . . . ,¢,—1) geldtdat(c,_1,Co,C1,...,Cn-2)
ook een codewoord is.

Notatie. Voor een vectoan = (ap,as, ..., a8,-1) noteren we deechtse shift(a,_1,ap,as1,...,8,-2) alsad. We hebben dus
d = a_1, waarbij we de indices modulonemen.

Met een codewoord = (ap, ay, ..., a-1) € IFg associeren we de veelteag+ay X +--- + a1 X" le Fq[X] die wea(X)
noteren. De shift naar rechts komt dan overeen met de vegwiddiging metX. We hebben inderdaadX) = Xa(X),
moduloX" — 1. De algebraische behandeling van cyclische codes zatimis afspelen in de rinq[X]/ (X" — 1). Merk
op datX" — 1 reduciebel is van zogaum> 1.

Voor een cyclische cod€ noteren weC(X) voor de verzameling van alle veeltermen geassocieerd nagwamrden
vanC.

77 Lemma. Voor een cyclische code C igX) een ideaal infq[X] /(X" —1).

Bewijs. VermitsC lineair is, zal de som van twee codewoor@egnb terug een codewoord zijn. Bijgevolg gelltX) +
b(X) = (a+b)(X) € C(X). De lineariteit geeft ook dat(a(X)) € C(X) voor elk codewoord en elkeA € Fq. Bovendien
geldtXa(X) € C(X) daarC cyclisch is. Dit toont aan dat voor elke veeltefe Fq[X] geldt datPa(X) € C(X), modulo
X" —1. (]

78 Stelling. Er bestaat een bijectie tussen de verzameling van cyclisoties van lengte n ovéfly en de verzameling
van alle idealen vaiig[X] /(X" — 1).

Bewijs. We hoeven enkel nog op te merken dat een ideaal aanleidirfitgieeen cyclische code. O

De studie van cyclische codes is dus equivalent met de stadiglealen irf¢[X] /(X" —1). De algebra leert ons dat deze
idealen goed onder controle zijn.

79 Lemma. Elk ideaal inFq[X]/(X"—1) is een hoofdideaal.

Bewijs. Zij | een niet-nul ideaal iiifq[X] /(X" — 1) en zij G een veelterm i met laagste graad. Voor elkec | geeft de
Euklidische deling onE = QG+ Rmet ded < degG. Hieruit volgtR=F — QG € |, waaruit volgtR = 0. O

Opmerking. De veeltermG van vorig lemma is niet uniek, maar er is wel een uniglanischeveelterm dig/G) voort-
brengt. Veronderstel inderdaad @tenG; beide monisch zijn en dé6;) = (G,). Bovendien eisen we d&; enG, de
laagste graad hebben(i®;) = (G;). Dus hebben beide veeltermen dezelfde gkeeldezelfde hoogstegraadscoéfficiént
gelijk aan 1. Hieruit volgt dat dé@, — G1) < k. Maar dit verschil behoort tot het idea@; ) waarin geen enkel element
een graad lager ddnkan hebben.

80 Definitie. Voor een hoofdideaal- (G) heet G eeigeneratorvan |. Voor een cyclische code C zullen we een generator
van O X) ook eergenerator van de cod€ noemen. We nemen bij afspraak steeds een monische gemézate darde
generator noemen.

81 Stelling. De generator G van een ideaal y[X] /(X" — 1) is een deler van X— 1.

Bewijs. De Euklidische deling geeX" — 1= QG+ Rmet dedRk < degG. Maar dan geldR= —QG (mod X" — 1) zodat
Re (G). Ditis een tegenspraak, ten&j= 0. O

We noteren het quotierfst metH € Fq[X]/(X"— 1) en kunnen (voor een zekekpschrijven

G=go+ X+ +gniX"¥
H =ho+hi X+ +heXK
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Vermits weG monisch nemen en vermi@H = X" — 1, geldt dag,_x = hx = 1 en dagghy = —1. Bovendien hebben we
ook

0goh1+91hp =0
goh2 +g1h1 +g2hp =0

AangezienG) een cyclische cod@ voorstelt, isgo := (9o, 01, - - -,9n—k, 0, .. .,0) een codewoord (van lengtg. Ook alle
shiftsgi ;= @i_1 voori € {1,2,...,k— 1} zijn codewoorden. Bovendien zijn deze lineair onafhaijikeloor de nullen
achteraan. We tonen nu dat alle codewoorden lineaire catibizijn vargy en dezek — 1 shifts.

Zij a € C. Door (het bewijs van) stelling (78) weten we @X) € (G), zodat

aX) = QG= (qo+ X + -+ Q1 X 1) (go + gaX + -+ + gn kX" )
= 00G+ Qu(XG) + -+ g1 (XK 1G)

Dus geldta = dodo + 0191 + - - + Ok—109k—1-

Nu zien we dat de notatie — k voor de graad vas goed gekozen was. We hebben nu immers datCink, onze
gewoonlijke notatie.

We hebben net bewezen dat

do 0 0 0

01 do 0 0

02 01 Jdo 0
On-k On—-k-1 On-k-2

0 On—k  On—k-1

0 0 On—k

0 0 0 On—k

een genererende matrix is voor de cyclische ddegenereerd door de veelte@n= go+ g1X + - - - + gn_i X" .

82 Stelling. Als X"—1=GH, dan is

hi 0 0 0
he1  hg 0 0
o he1 by 0

ho h h

0 hp h

0 0 hg

0 0 0 ho

een pariteitsmatrix van de code die overeenkomt met heald€s.

Bewijs. De afmetingen van de matrix kloppen. Ook zijn de kolommend@amatrix lineair onafhankelijk zodat zij een
deelruimte van dimensie— k voortbrengen. Er blijft na te kijken dat de kolommgn(met 0< j < n—k, ja nu nummeren
we kolommen vanaf nul) van deze matrix loodrecht staan opegtoveng; (met 0< i < k). Voor het gemak stellen we
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Onkil1=0Onki2=""=0n1=0enhg1=hg2=--=hy_1 =0 en interpreteren we de indices nu even modulo
Dan geldt

n-1
gi'hjZI;gl—ihkﬂ—I: > ghs

rse{0,...,n—1}
r+s=k—i+j

Maar deze laatste som is de coéfficient ¥&n'+1 in het producGH. Deze is steeds nul, tenkij-i+ j=nofk—i+ j =
0. O

Voorbeeld. Geef alle binaire cyclische codes van lengte 7?

Het volstaatX” — 1 te factoriseren:
XT—1= X+ +X+1)(X3+X2+1)

We zien dus daX’ — 1 acht delers heeft, waarvan zes niet-triviaal. Deze bapsgeduidig de acht cyclische codes van lengte 7 over
Fs.

De code die overeenkomt met de triviale veelterm 1 is de dieefe voortgebracht door het woot@00000 en zijn rechtse shifts. Het
is dus de volledige vectorruimtes.

De veeltermX + 1 geeft de code voortgebracht dddi00000 en de shifts ervan. Deze code bestaat uit alle woorden vangeweicht.
Hij heeft dimensie 6 en minimale afstand 2.

Geassocieerd met de veelteXfi+ X + 1 vinden we de code die bestaat uit het nulle woord, het wdddd000 en zijn shifts, samen
met alle woorden die men bekomt door in de bestaande woofeen*“1” te verwisselen. Deze 16 woorden vormen een code van
dimensie 4 en minimale afstand 3. We merken op dat deze cadeatmnt is met de perfecte code van sectie 1.4.

De code bepaald door het ide&X + X2 + 1) wordt bekomen uit de vorige code door de woorden achtenstevap te schrijven. Hij
is dus equivalent met deze code.

Voor (X +1)(X3+X 4+ 1) krijgen we de woorden van even gewicht in de code X8r- X + 1. Deze code heeft minimaal gewicht 4.
Achterstevoren opschrijven van de woorden van vorige cegét ge code vanX +1)(X3 4 X2+ 1).

Het ideaal(X® + X5 + - .- + X + 1) geeft aanleiding tot de repetitiecode voortgebracht deommord1111111.

Voor X7 — 1 vinden we geen echte code omdat de overeenkomstige detareinkel de nulvector bevat.

3.4 BCH codes

In vorige paragraaf zagen we een handige manier om lineaifescte maken van gegeven lengte. Hun dimensie (en dus
informatieverhouding) was gemakkelijk te bepalen. De made afstand vinden is daarentegen veel moeilijker. Numgeve
we een constructie om een gegeven minimale afstand te barddovendien krijgen we een bovengrens op de dimensie
van deze codes.

BCH is een afkorting voor de namen van de drie auteurs di@klan zijn bij de ontwikkeling van deze codes: Bose,
Ray-Chaudhuri en Hocquenghem. De BCH codes werden onadligrikgevoerd door BSEen Ray-CHAUDHURI® en
door HOCQUENGHEM.

Eerst geven we nog enkele nuttige eigenschappen van eiicligenen.
83 Definitie. Zij n en g getallen die relatief priem zijn. Derdevan g modulo n is het kleinste niet-nul getal e zodanig
datf =1 (modn).

Opmerking. Doordatn enq relatief priem zijn, isq geen nuldeler irZ /nZ. De orde is dus gewoon de orde vgam de
eenhedengroep van de rifignZ.

84 Definitie. Zij n € Ng. Eenprimitieve n-de eenheidswortgh een veldF is een element a vah van multiplicatieve
orde n. Er geldt dus'a=1 maar d"# 1voorO < m< n.

1R. C. Bose and D. K. Ray-Chaudhuri. On a class of error cangttinary group codednformation and Contrql3:68—79, 1960.
2A. Hocquenghem. Codes correcteurs d’erreQfsiffres 2:147—156, 1959.
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85 Lemma. Zij q = p" een priemmacht en stel e gelijk aan de orde van q modulo eeniig getal n. Het kleinste
lichaam datl'q omvat en een primitieve n-de eenheidswortel bevaiyeis

Bewijs. Merk eerst op dat elk lichaam d&t omvat isomorf moet zijn mefqm voor een zekeren € No. IndienFgm
bovendien een primitieve-de eenheidswortel bevat, om\m}n een deelgroep van orae Dit impliceert dain | g™ — 1.

Omgekeerd, ala | g"— 1, dan omva]Fgm een deelgroep van orae zodat er een primitieve-de eenheidswortel is. [J

Kies nug = p" een priemmacht een natuurlijk getal met ggd, q) = 1. Stele gelijk aan de orde vagq modulon en zij
aeen primitieven-de eenheidswortel ifige. Verder nemen we nog een natuurlijk gedak n. We zagen in hoofdstuk 2
datFq = Fp[X]/(F) waarbijF een irreduciebele veelterm is van grdeolverF,. Er is natuurlijk een analoge constructie
voorFge met een irreduciebele veeltei@van graad overFq. We hebberfiqe = Fq[X]/(G). Op deze manier kunnen we
Fee zien als eere-dimensionale vectorruimte oveg.

Stel nu
1 1 1 e 1
a & ad e a’-1
) 2 4 6 ... 2(6-1)
H:= a a a a S Mn,571(qu)
an;l a2(671) a3(r:|71) o a(c‘Sfl.)(nfl)

We kunnen deze matrikl beschouwen oveFg door zijn elementen voor te stellen als vectoren ¥§n We stellen
de vector die overeenkomt metc Fge voor door[x]. Als het element € Fqe bijvoorbeeld overeenkomt méa] =
(a1,82,...,8¢) € Fg, zullen we in de matrix in de tweede rij beginnen gt a2 - A in plaats vara. Doen we
dit voor alle elementen, krijgen we uiteindelijk eémx e(d — 1))-matrix H over Fq die kan beschouwd worden als
pariteitsmatrix voor een code van lengte

EEY @ [
A=| B @ B @) | eMygsy(Fy)
[an:—l] [aZ(ri—l)] [a3(r:1—l)] . [a(éfl.)(n*l)]

86 Definitie. De BCH codevan lengte n en parametéris de codekerLsy.

We herhalen een beroemd resultaat uit de theorie der detantein (zie cursus “meetkunde en lineaire algebra”).

87 Lemma (“Vandermonde determinanten”Yij Ay, Az,..., A, twee aan twee verschillende elementen van eenlield
Dan geldt

1 1 .. 1
M A A

det| Af A% Al | 4o
A]I:lfl Aé‘lfl Arl;lfl

Een beetje geschiedenisAlexandre Théophile Vandermonde werd geboren te Paril¥8% en stierf aldaar in 1796. Zijn wis-
kundige publicaties verschenen alle in de jaren 1771-72 geén enkele wordt verwezen naar ‘zijn determinanten’.i¢lekel zeer
normaal dat een determinant(formule) zijn naam draagtemeg €én van zijn artikels kan beschouwd worden als daeseolledi-
ge uiteenzetting van de theorie der determinanten (dierdad#an de matrixtheorie). In zijn later leven speelde Vandmde een
belangrijke rol in de Franse Revolutie.

88 Stelling. De BCH code van lengte n en paramedeoverFq heeft minstens als minimale afstand en heeft minstens
dimensie n-e(d —1).



HOOFDSTUK 3. FOUTVERBETERENDE CODES 3-9

Bewijs. Volgens stelling (75) moeten we eerst aantonen dat &lkel rijen van de matrit lineair onafhankelijk zijn.
Zijn rijen my, mp, ..., ms_; lineair afhankelijk, dan bestaan er coefficiende,, ..., A5_; € Fq, niet allemaal nul, zodat

Athmy +Azhm, + -+ As_1hm, =0

Nu bestaat een rij vaH uit  — 1 groepjes var elementen vaify die elementen vafige voorstellen. Als gevolg van
het isomorfismé'g = Fqe moet dan ook gelden dat dezelfde lineaire combinatie varvdesenkomstige rijen ikl de
nulvector is. We hebben dus

Athmy +Aohm, 4+ +A5_1hm; , =0

zodat die rijen lineair afhankelijk zijn ii% %, omdat de coéfficienten, die Ify zitten, ook kunnen beschouwd worden
als elementen vafige. Dit alles zou tot gevolg hebben dat de determinant

am aZm e a(d-1m
am a2m ... a(éfl)mZ
det
a1 g2M-1 ... gd-1ms g

nul moet zijn, in tegenspraak met vorig lemma.
De dimensie van de code Keyj is n—rangH) en de rang vahi is ten hoogste het aantal kolommeid — 1). O

Even een algebraisch intermezzo... We weten al sinds lef@®)alat een veelterf € F[X] nul wordt ina € F als en
slechts al§{X —a) | F. Nu is X —a de veelterm met laagste graad die nul word&ainAls nua¢ T, is X —a ¢ F[X].
Onderstel daa wel behoort tot een lichaamsuitbreiding VBnbestaan er dan veeltermenlifiX| die nul worden imra?
Een klassiek voorbeeld ig2 € R\ Q dat nulpunt is varX? — 2 € Q[X]. Ooki € C\R is een wortel van de bekende
veeltermX? + 1 € R[X] (of Q[X]). In beide gevallen hebben de gegeven veeltermen de laaggtlijke graad voor de
gevraagde eigenschap.

89 Definitie. Zij F; < IF, twee velden en a F,. We zeggen dat algebrédschis overF; als er een veelterm E F[X]
bestaat met Fa) = 0. Anders heet &ranscendenbver[F;.

In een cursus algebra heb je zeker al bewezermdat e transcendent zijn ove®. Indien dat niet het geval is, kan je
hierover een leuk taakje maken.

Taak. Bewijs de transcendentie vanof e overQ. Inspireer je bijvoorbeeld van [11].

In het eindige geval is de situatie veel aangenamer. Uitlggdd) volgt onmiddellijk volgende stelling.
90 Stelling. Zij F een eindig lichaam van karakteristiek p. Elk element¥as algebrasch overF .

91 Definitie. Zij a algebrasch ovelF. De monische veelterm met laagste graaff K] die nul wordt in a heetinimale
veeltermvan a. We noteren deze veelterrg. M

Opmerking. Uit lemma (32) volgt onmiddellijk dat een minimale veelteaver een lichaani irreduciebel moet zijn
overF.

Terug naar de codes ! De definitie toont het niet, maar toaiit gelgende stelling.
92 Stelling. BCH codes zijn cyclisch.

Bewijs. Zoals in vorige paragraaf noteren we de veelterm geassdaieet een codewoord= CoCy - - - Cp—1 metc(X).
De voorwaarden om tot de code te behoren lezen we af uit déxftaten zijn van de vorm

c(@) =co+cia +---+cp1d™H =0

voori € {1,2,...,6 — 1}. StelG gelijk aan het kleinste gemeen veelvoud van de minimaleteseén oveiy van de
machtera, &, ...,a°1. Dan behoort tot de BCH code ke als en slechts atgX) deelbaar is dodd. Bovendien zijn

de wortels varG juist n-de eenheidswortels, zodat| X" — 1. De beschouwde BCH code is dus cyclisch met generator
G. O
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Taak. Vermits de BCH codes cyclisch zijn, hebben ze generatoran.j& deze vinden? Je mag de literatuur raadplegen
en moet een bewijs geven.

Het bewijs van vorige stelling kan ons helpen bij het verimiezan de ondergrens van stelling (88) op de dimensie van
een BCH code. Het aantal voorwaarden op de codewoorderdmapatbimensie van de code. Een wootelcycs - - - €1
behoort tot de beschouwde BCH code als en slechts als de enathiori e {1,2,...,0 — 1} alle wortel zijn van de
veeltermc(X). Dezed — 1 voorwaarden zijn misschien niet alle onafhankelijk.

Opmerking. Eigenlijk zijn ere(d — 1) voorwaarden op de letters, ¢, ..., Ch—1 vVan een codewoord. Door weer in
Fge > Fq te werken kunnen we dit korter schrijven @ls- 1 voorwaarden oveFge.

Volgend lemma is nuttig.

93 Lemma. Zij F een veelterm met éfficienten inFg. Indien w een wortel is van F, beschouwd als veelterm over een
uitbreidingFq vanFgq, dan is W ook een wortel van F.

Bewijs. Zij q = p" metp een priemgetal. Dan is de afbeelding- x? de h-de macht van het Frobenius automorfisme
@inFq. AlsF =3 jaX' met alleg € Fq, hebben we=(w) = 3! jaw' = 0, waarop wep" kunnen toepassen zodat
we krijgenzi”zoaiq(vvq)i = 0. Maar door gevolg (47) hebben we voor eike {0,1,...,n} data’ = &. We zien dus dat
St oa(wd)' =0, zodat ookv® een wortel is varfr. O

Als we dus twee getallenen j vinden metj =ig™ (mod n) voor een zekeren, dan kunnen we uit vorig lemma afleiden
dat indiena' een wortel is van de veelterofX), dan automatisch ool = (a)". Dus zal de voorwaardgal) = 0
geen bijkomende beperking zijn op de keuze vaBijgevolg is dej-de kolom van de matriki overbodig om de code
C = kerLyg te bepalen. De rang vath wordt dus kleiner, zodat de (ondergrens op de) dimensi€vgnoter wordt.

Voorbeeld. Beschouw de binaire BCH codvan lengte 15 en parameter 5. Dan corresponderen de codismomet de veeltermen
die nul worden im, a2, a® ena®, waarbija een primitieve 15-de eenheidswortel i€ (omdat de orde van 2 modulo 15 gelijk is aan 4).
Deze code heeft minimaal gewicht 5 en kan dus twee fouteretemdn. De ondergrens van stelling (88) geeft@im15—4-4 = —1,
wat natuurlijk waardeloos is !

Uit lemma (93) leren we echter dat zodra F, wortel is van een veelterm i, [X], de elementea? ena* ook wortel zijn. Bijgevolg
verdwijnen twee kolommen in de matrix diadefinieert oveif,. Dit betekent dat er in de pariteitsmatrix v@mverF, acht kolommen
verdwijnen, zodat zijn rang hoogstens 8 kan zijn. Het geisttat dinC > 15— 8 = 7. We zien dus dat minstens 128 woorden bevat.

Het bewijs van stelling (92) toont dat het kleinste gemeesglweid van de minimale veeltermen varen a3 een generator va@
oplevert. De onthinding vaX1® — 1 over[F, levert een irreduciebele factd* + X + 1 (controleer dit!). Deze veelterm kan gebruikt
worden om de uitbreidin@’,« te construeren, waarin een wortelan deze veelterm een primitieve 15-de eenheidswortel & iB

a® een 5-de eenheidswortel zodat deze machtavaen wortel is van de (ovéf>) irreduciebele veelterit® + X3 + X2+ X +1. De
irreducibiliteit van deze twee veeltermen leert ons dakieihste gemeen veelvoud van de minimale veeltermeravemas juist het
product(X* + X 4 1)(X*+ X3+ X2+ X + 1) moet zijn. Dus heef€ een generator van graad 8. Op bladzijde 3-6 merkten we op dat
de graad van de generator- k bedraagt, met de lengte etk de dimensie van de cyclische code. Bijgevolg is de dimerai\juist

15— 8= 7. Onze ondergrens is bereikt !

We merken even op dat de Hamming grens voor een binaire codengte 15 die twee fouten verbetert ons leert|@at 215/(1+
15+ (125)) ~ 27081. AangezierC een lineaire code is, moet het aantal codewoorden een manhtwee zijn zodat we krijgen
|C| < 256= 28. Dus scheelt de dimensie van onze BCH code slechts weinide&rest mogelijke.

Een belangrijke klasse van BCH codes zijn de zogenadtedd-Solomon codedDeze werden eerder ontdekt en komen
overeen met het geval dat=g— 1. In dat geval is de orde vapmodulon duidelijk gelijk aan 1. Dan levert de grens
van stelling (88) dat de dimensie van een Reed-Solomon Caténstensn — é + 1 bedraagt, waarbiy de parameter
is. Als we de minimale afstand valimetd noteren, weten we dat > 6. De Singleton grens van stelling (61) levert
IC| < g"9+1, zodat dinC < n— d+ 1. We krijgen dus

n—-d+1<n-90+1<dmC<n-d+1

waaruit we afleiden dat = 6 en dimC = n—d+ 1. Bijgevolg zijn de Reed-Solomon codes voorbeelden van Maxtes.



Hoofdstuk 4

Perfecte codes

Nu concentreren we ons op codes die de Hamming grens bereiken

4.1 Perfecte binaire codes di@én fout verbeteren

94 Definitie. De elementen vanIF; kunnen we interpreteren als karakteristieke vectoren \eeiwérzamelingen van een
verzameling van n elementen. Deze deelverzameling noedeagervanc en noteren wsupgc). Als verzameling van
n elementen nemen we dikwids = {1,2,...,n}. Danissupgc) = {i € Qn | ¢ # 0}.

95 Lemma. De drager laat toe vectogle bewerkingen te vertalen naar verzamelingen.
(i) Vx e F5: w(x) = |supgX)|
(i) vx,y € F3: (x,y)= [supfx) Nsupy)| enx-y = [supgx) "supgy)| (mod 2)
(iil) ¥,y € F3: W(x+y) = [SUpX) /A SUPRY)| = W(X) +W(y) — 2|SUPRX) N SUPRY)| = W(X) +W(y) — 2(x,y)

Opmerking. In deze cursus gebruiken we (meestalfptwee inproducten door elkaar. Er geldtBpdatx-y = (x,y)
(mod 2 en we hebbefix,y) = S, xiy; als we de codrdinateq eny; beschouwen als gehele (of reéle) getallen.

96 Lemma. Een lineaire binaire perfecte code C is voortgebracht daprwoorden van minimaal gewicht.

Bewijs. Neemc € C. Als w(c) = 2e+ 1, het minimaal gewicht vag, is er niets te bewijzen. Alg/(c) > 2e+ 1, kiezen

we e+ 1 elementen in de drager supp en stellen wee gelijk aan de karakteristieke vector van die- 1 elementen.
VermitsC perfect is, bestaat er een uniek codewoop afstand< e vane. Dit codewoord is niet de nulvector zodat
w(X) > 2e+ 1. Maar dan moefsupfe) Nsupfx)| < e+ 1 zodatx op ten minstee plaatsen buiten suge) eenl moet
hebben. Bijgevolg hebben wHe, x) > e zodatd(e,x) = e. Dus heefix opjuist e plaatsen buiten supg) eenl en ook
juist op de plaatsen van suf@p eenl. Het gewicht varx is dus 2+ 1 en er geldt sufje) C SUpgXx).

Nu bekijken wew(c+ x) = w(c) + w(x) — 2|supgc) Nsupfx)| en merken op dasupfc) Nsupfx)| > e+ 1. Hieruit
volgt datw(c+ x) < w(c) + (2e+1) —2(e+1) = w(c) — 1 < w(c). Dus isc+ x een codewoord dat lichter is dan
We kunnen zo verder gaan en woorden van minimaal gewiclkebliaftrekken tot het resultaat een woord van minimaal
gewicht is. O

We herhalen de axiomatische definitie van een projectieimeteuen een paar andere begrippen (zie cursus “Affiene en
projectieve meetkunde”).

97 Definitie. Eenaxiomatische projectieve ruimtbestaat uit een niet-lege verzameligg vanpuntenen een niet-lege
verzamelingZ van deelverzamelingen va# die menrechtennoemt. Bovendien zijn volgende axioma’s voldaan.

4-1
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(PR1) Twee punten bepalen steeds een rechte; S /R

(PR2) Twee verschillende rechten hebhengsteng&én gemeenschappe-
lijk punt;

(PR3) Zij R, S, T, U verschillende rechten zodanig dat R enij8esn
T en U allebei zowel R als S snijden in verschillende punten (z
figuur), dan snijden T en U oo0k;

(PR4) Elke rechte bevat minstens drie punten; U

(PR5) Er zijn minstens drie niet-collineaire punten.

98 Definitie. In een axiomatische projectieve ruint&?,.#) heet een deelverzameling’ van &2 projectief gesloten
indien voor alle x£ y € &' geldt dat de rechte door x en y omvat is da#f. De kleinste projectief gesloten verzameling
die een gegeven deel® &2 omvat heet derojectieve sluitingvan D en noteren wprojD.

Een verzameling punten=S{p1, p2,...,Pn} in €en projectieve ruimte heetojectief onafhankelijkindien voor elke
ie{1,2,...,n} geldt p € proj(S\ {pi}).
99 Lemma. In een projectieve ruimte hebben alle maximale projectieffbankelijke verzamelingen evenveel elementen.

100 Definitie. De cardinaliteit van een maximale projectief onafhankeliyerzameling in een projectieve ruimte heet
dimensievan die ruimte.

Het bewijs van volgende stelling hoort thuis in een cursaggotieve meetkunde maar kan als taakje gemaakt worden.

101 Stelling(Veblen) Een axiomatische projectieve ruimte van dimensiezis steeds Desarguisch en bijgevolg isomorf
met een B(IF) voor een zeker vell. Een axiomatische projectieve ruimte met drie punten pehitesis steeds eerf FF,).

Taak. Bewijs vorige stelling.

102 Stelling. Een lineaire binaire perfecte 1-foutverbeterende codédtiséeeds lengte® — 1 voor een zekere o 1. Voor
elke d> 1 bestaat er juiséén zulke code.

Bewijs. Zij C < F} een code die &én fout verbetert. Dan heeft elk niet-nubaodrd gewicht 3. Als er maar &€én woord
c van gewicht 3 is, gebruiken we lemma (96) om te zien@atvect{c} = {0,c}. Hieruit volgt datn = 3 =22 — 1.

Onderstel nu dat er meerdere codewoorden van gewicht gitierzstel”” := Q, en.# := {suppc) | c € C enw(c) = 3}.
We tonen aan ddt#,.¥) een projectieve ruimte is. Het is duidelijk dat elke recliést) drie punten bevat. Zij,y € &
en neene gelijk aan de karakteristieke vector véxy} C Qn. DoordatC perfect is, bestaat er juist @één codewoordet
d(c,e) = 1. Vermitsw(c) > 3, moet{x,y} C supgc) € .Z.

Doordat de rechten maar 3 punten hebben, moeten (elke)atrigesrechten die in aanmerking komen voor axioma (PR3)
de vorm supfu) = {x,y,r}, supgv) = {x,z,q} en suppw) = {y,z p} hebben voor zekere codewoorderv enw. Maar

C is lineair zodau + v +w € C. Bovendien is supu +Vv +w) = {r,q, p} zodat dit de unieke rechte is dooeng. We
zien datp een gemeenschappelijk punt is van sippen supgu + v +w).

Dus is(Z,.%) een axiomatische projectieve ruimte met drie punten pdrteed/olgens stelling (101) is deze structuur
isomorf metP?~1(IF,) voord > 2. Bijgevolg geldin = |Qy| = |22| =29 — 1.

Bovendien verzekert lemma (96) dawolledig bepaald is door zijn woorden van minimaal gewidfdrmits de projec-
tieve ruimtenP?(IF,) voor elked > 1 bestaan en uniek zijn op isomorfisme na, is de stelling bewez O

4.2 Perfecte binaire codes die drie fouten verbeteren

Perfecte binaire codes die drie fouten verbeteren besiaamaor elke lengte. De lengtemoet immers zo zijn dat de

2,0
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een macht van 2 moet zijn. We krijgen dus voor een zekere

(n—1) N n(n—1)(n—2)
2 6
<= 64+6n+3n°—3n+n3—3n?+2n=3.2'*1

=2

n
1+n+

—n®+5n+6=3.2"1
— (n+1)(n*—n+6)=3.2'"1

Als n+ 1 een veelvoud is van 3, bestaat er een natuurlijk getabtn = 3- 2* — 1. Hieruit volgt
n—-n4+6=32.224 _3.20+1_3.2" 1 g

De laatste uitdrukking moet een macht van 2 zijn. bar {0, 1,2, 3} kan je met de hand nagaan dat dit enkel het geval is
voor 0 en 3. Voo > 3 kan je een factor 8 afzonderen en zien dat wat overblijftends. Bijgevolg kan de uitdrukking

n? —n-+ 6 geen macht van 2 zijn voor andere waardenrvelan 2 en 23. Bovendien heeft een code van lengte 2 geen zin
als je 3 fouten wil verbeteren.

Veronderstel nu dat 3 geen deler is van 1. Dan is er eed metn=2* — 1. We krijgen
n’—n+6=2% 221 2t g

dat juist één keer deelbaar moet zijn door drie en verdiegladoor 2. We merken op dat even machten van 2 steeds een
rest 1 opleveren bij deling door 3 en oneven machten altijp@s geldin? —n+6=1-2—1+2=0 (mod 3, zodat
deze uitdrukkingsteedseen veelvoud is van 3. Weer doen we de kleine voorbeelden enfetuald. Dit levert mogelijke
lengtes 0, 1, 3 en 7 op. We zien gemakkelijk dat de waardeam+ 6 voorA > 3 groter wordt dan 48 3-16. Als

we de rest vam? — n+ 6 modulo 16 bekijken zien we echter dat die vahat 4 steeds 8 bedraagt, zodat de uitdrukking
niet meer deelbaar is door 16 en niet kan in aanmerking kormenhet bereiken van de Hamming grens.

De lengtesn = 0 of 1 zijn natuurlijk zinloos voor een code die drie foutemhetert. Voom = 3 hebben we slechts één
codewoord. Dat is ook flauw en wordt niet beschouwd als eep.cdvdorn = 7 toont de Hamming grens dat er twee
codewoorden zijn. We hebben hier de repetitiechgdé).

4.3 De binaire Golay code

Er bestaan juist vijf Platonische lichamen. Eén daarvaeisosader of twintigvlak. Deze polyeder heeft twaalf toppen,
dertig ribben en twintig driehoekige zijvlakken. Elke tagtlop vijf ribben en is zo ‘verbonden’ met vijf andere toppen
We definiéren nu een 1212 binaire matrixA door de 12 toppen van de icosaéder te nummeren van 1 tot etPmefe
zetten op plaaté, j) in Aeen 1 als en slechts als toppesn j geenribbe vormen. Merk op dat de diagonaalelementen
van A gelijk zijn aan 1 en elke rij en elke kolom vahjuist zeven keer 1 en vijf keer 0 bevat. De vijf nullen komen
overeen met de vijf toppen die verbonden zijn met de top dar de gegeven rij (of kolomi) wordt voorgesteld. De
zeven enen geven dus de toppen die niet verbonden zijin emétzelf. Deze verzameling van zeven toppen noemen we
deanti-vijfhoek vani en noteren wéV(i).

103 Eigenschap.Elke twee rijen (of kolommen) van de matrixxMi2(F2) zijn orthogonaal.

Bewijs. De icosaéder leert ons dat twee anti-vijfhoeken elkaadste of 4 toppen gemeenschappelijk hebben. Het
inproduct van twee kolommen telt juist het aantal gemeeaggoblijke enen modulo 2. O

Zij C de lineaire binaire code met als genererende matrix

l12
G=|—
A

Door de eenheidsdeelmatrix he@&ftang 12 en krijgen we dus een lineaire code van lengte 24 eardiim12. Een woord
X e IF%Z wordt gecodeerd door vermenigvuldiging négtHet resultaat is een koI0|(nAX—x).
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104 Lemma.Clt =C

Bewijs. Neem twee codewoordgr; ) en (Aly) Dan geldt( %) - (Aly) = X-y+ Ax-Ay. Maar vermitsA orthogonaal is

zijn de twee termen van deze som gelijk, zodat we modulo 2 rijgir. We hebben nG < Ct, maarC* heeft wegens
lemma (68) dimensie 12. O

105 Gevolg. Voor elke twee codewoordareny is |[supgx) Nsupgy)| even.
Bewijs. Omdat|supfx) Nsupfy)| = (X,y). O

Notatie. We zullen de karakteristieke vector van sgpp) supy) soms kortx Ny noteren.

106 Eigenschap.De gewichten van de woorden van C zijn veelvouderdvan

Bewijs. Uit G lezen we af dat de woorden dizvoortbrengen gewicht 8 hebben, een veelvoud van 4. Neermemy
codewoorden me#t(x) = 4k enw(y) = 4l voor zekerek enl. Dan isw(x+Yy) = w(X) +w(y) — 2w(x Ny) wegens vorig
gevolg ook een veelvoud van 4. Zo deelt 4 de gewichten vatiadlaire combinaties van voortbrengers ¥an O

107 Eigenschap.Hetéenwoordl = 111---1 € F3* behoort tot C.

Bewis. Stelx:=%(1,1,...,1) € F}?, dan bevat de kolomvectéx de gewichten van de rijen vaamodulo 2. Aangezien
deze rijen elk gewicht 7 hebben Ax = x. O

108 Eigenschap.Voor allex,y € F32 geldt (%) eC=({)ecC.

Bewijs. We hebben dus eigenlijk= Ax. Merk op datA symmetrisch en orthogonaal is. Hieruit volgt= A/A = l15. Nu
zien we dat(Y) = (AX) eC. O

A2x

109 Eigenschap.De code C heeft geen woorden van gewitht

Bewijs. Zij (%) € Cvan gewicht 4. Dan zijn de mogelijke gewichtscombinaties<), w(y)) die kunnen optredef®,4),

(1,3), (2,2), (3,1) en(4,0). De eerste en laatste zijn onmogelijk omgat 0 = Ax = 0. Als w(x) = 1, isx in feite een
basisvectog € F32. Maar dan isAx dei-de kolom vam en deze heeft gewicht ‘& Wegens vorige eigenschap is ook de
de combinati€3, 1) onmogelijk. Veronderstel nu dat(x) = 2. Dan isx de som van twee verschillende basisvectaen
enej zodatAx de som van twee kolommen véris. Aangezien deze kolommen elk gewicht 7 hebben en tweerkalen
steeds 2 of 4 énen gemeenschappelijk hebben, krijgen \Meemaé . O

110 Gevolg. Het minimaal gewicht van C bedraa8t
111 Gevolg. De gewichten van de woorden in C behoren tot de verzaméQrt) 12, 16, 24}.

112 Definitie. Kies een getal i tussehen24. De code¥; wordt uit C geconstrueerd door in alle woorden de i-de letter
te schrappen. We noemen de co@eSolay codes

113 Eigenschap.De codes zijn perfectd23, 212, 7]-codes.

Bewijs. Zulke code heeft duidelijk lengte 23. Hij heeft?woorden omdat het schrappen van één enkele letter in elk
woord nooit twee keer hetzelfde woord kan opleveren. Ookdeminimale afstand slechts met €én eenheid afnemen.
Deze parameters impliceren dat de c&iperfect is. O

In sectie 4.5 zullen we aantonen dat er, op equivalentieleehts €én binaire Golay code bestaat zodat4lieigenlijk
dezelfde code voorstellede Golay code.
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Een beetje geschiedenis. Marcel Golay (1902—-1989) publiceerde in 1949 een artikeléén bladzijdewaarin hij twee
matrices gaf en beweerde dat dit pariteitsmatrices waretwee perfecte codes (een binaire en een ternaire). Hehware
inderdaad de twee Golay codes. Hij gaf geen details over ljde matrices vond. De ternaire Golay code kan gebruikt
worden om met de Toto te spelen. Indien je de uitkomst (plo@grA, verliest of gelijk spel) van 11 voetbalwedstrijden
moet voorspellen met ten hoogste twee fouten, ben je op zamkeen verzameling vectoren Vgt die op afstand ten
hoogste twee van om het even welke vector van deze ruimtesiseDaire Golay code is e¢hl, 6,5]-code. We kunnen
dus winnen door 8formulieren in te vullen. Golay was Zwitser, studeerde epste wetenschappen aan de ETH Zirich
en emigreerde in 1924 naar de VS.Higralgemeende ook de perfecte Hamming code van sectietét dlje eindige
lichamen.

Taak. De manier die wij gebruiken om de Golay code in te voeren viedgaéder is niet gebruikelijk. Er bestaan vele
equivalente definities van de Golay code. In een adikild je enkele alternatieve definities. Neem er drie en taen d
equivalentie met onze definitie.

Taak. De Golay code bevat 4096 woorden. Het decoderen van dezehoodk in principe in dat een ontvangen woord
vergeleken moet worden met alle 4096 woorden van de code.indb men dan het unieke woord van de code dat het
dichtst bij het ontvangen woord ligt. Er bestaan echteriéfiiere algoritmen om de Golay code te decoderen. Zo een
methode vind je in [10]. Bestudeer deze methode en leg uitamaae werkt.

4.4 Andere structuren in verband met de Golay code

De Golay code laat toe vele verschillende takken van de wid&te verbinden. Het is werkelijk een uitzonderlijk object
met unieke eigenschappen.

114 Definitie. We beschouwen de code C van vorige sectie en bekijken dersiragede woorden op de verzameling
X={1,2,...,24}. De dragers van de woorden van gewiBhordenblokkengenoemd. De verzameling van alle blokken
noteren wez. De elementen van X zullen wantennoemen.

115 Eigenschap.Kiezen web punten in X, dan is er hoogsteésn blok die dez8 punten bevat.

Bewijs. Zij B1,B, € # met|B;NBy| > 5. Dan zijn er codewoorden, ¢; € C met supfici) = By en supgc,) = B, zodat
w(cy + ¢2) = 84+ 8—2|B1NB;| < 6. Aangezien de enige vector met gewieh6 in C het nulwoord is, besluiten we dat
€1+ Co = 0zodatB; = Bo. O

116 Eigenschap.De code C heeft ten hoogstB9woorden van gewicl8.

Bewijs. Wegens vorige eigenschap bepaalt elke deelverzameling eé@menten vaixX hoogstens één codewoord van
gewicht 8. Bovendien zijn er in elke bIo@) deelverzamelingen van 5 elementen te vinden. Noteren wedresl

woorden van gewicht 8 még hebben we dus
24 SN 8
5)7 8\s5

24.23-22-21-20
< =23.11-3=
Ng < 87654 23-11-3=759

of

O

Nu tellen we exact het aantal woorden van gewicht 8.ivan vorige sectie weten we dat een wo¢r) in C bestaat
uit twee delen. We splitsen de woorden van gewicht 8 op in 8mjes, naargelang het gewicht van het eerstexstuk

Ngj = |{(%) €CW(X) =i enw(Ax) =8 —i}|

IM.J.E. Golay. Notes on Digital Codingproc. I.R.E, vol. 37, p. 657, 1949

2M.J.E. Golay. Notes on the Penny-Weighing Problem, Losstsanbol Coding with Nonprimes, ettR.E. Trans. Inform. TheoryT-4, 103-109,
1958.

3R. Chapman. Constructions of the Golay Codes: A Survey. blighed.
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Uit eigenschap (108) voldtls; = Ng i zodat

Ng = 2Ng o+ 2Ng 1+ 2Ng 2+ 2Ng 3+ Ng 4

Het is duidelijk datNg o = 0 omdatAO = 0. Als het gewicht van het eerste stuk woarfliist 1 bedraagt, i% €én van de
twaalf basisvectoreq met overal nullen behalve op plaatdVe hebben dublg 1 = 12.

6+€ .
Aei+Aej) voor zekere #

jin{1,2,...,12}. Maar hier moeten we opletten omdat niet alle keuzesivamj aanleiding geven tot een woord
van gewicht 8. Inderdaady(Ae + Aej) = w(Ae ) +w(Aej) — 2|supfAe) NsuprAe;)| is het gewicht van de som van
kolommeni en j van de matrixA. In het bewijs van eigenschap (103) merkten we op dat tweenkwolen op 2 of 4
gemeenschappelijke plaatsen een 1 hebben. Het geval neettere komt overeen het antipodaal zijn van de toppsn

j in de icosaéder. Enkel de andere gevallen leveren een waargewicht 8 zodat we krijgeNg » = Lzlo.

De woorden van gewicht 8 waarvan het eerste stuk gewicht hee&, zijn van de vorrr(

Voor Ng 3 gaan we op zoek naar verzamelingén, k} van toppen van de icosaéder zodanig dat de som van de overeen
komstige kolommen vaA gewicht 5 heeft. We onderzoeken dit best op een tekening,waae anti-vijfhoeken van de
drie toppen in verschillende kleuren op aanduiden en daopmfgen te tellen die in €én of drie kleuren geschilderd zijn
Er zijn verschillende gevallen die we &én voor één ondeken en tellen. Na een beetje kleurwerk vinden we volgend
lemma.

117 Lemma. Ng3 > 180

Voor Ng 4 doen we hetzelfde voor verzamelingnj,k, 1} van vier toppen op de icosaéder.
118 Lemma. Ng 4 > 255
119 Gevolg.Ng > 0+2-12+2-60+ 2- 180+ 255= 759

Samen met eigenschap (116) hebben we dus

120 Stelling. De code C bevat juist59woorden van gewicl8.

Samen met eigenschap (115) krijgen we dan

121 Gevolg. Elke verzameling vah punten in X bepaalt juigtén blok.

De codeC geeft aanleiding tot een voorbeeld van een zeer belangujkeinatorische structuur.

122 Definitie. Zij X een verzameling van cardinaliteit v éd een verzameling delen van X met elk k elementen. Voor
een natuurlijk getal &K k zegt men dat de structugX, %) eenSteiner systeerf(t, k,v) is indien voor elk deel D van X
mett elementen er juigén Be 4 bestaat met - B. De elementen van X nomen pimntenvan het Steiner systeem en
de elementen va zijn blokken

Voorbeeld. Een (axiomatisch) projectief viak van ordés eenS(2,n+1,n? +n+1) als je de rechten blokken noemt.
Oefening. Toon aan dat elk&2,n+ 1,n?+ n+ 1) een projectief vlak is.

Voorbeeld. Een (axiomatisch) affien viak van ordéds eenS(2,n,n?). Er bestaar$(2, n,n?) die geen affiene vlakken zijn.

123 Stelling. De woorden van gewiclvan de code C geven aanleiding tot e€h,8,24).
124 Definitie. Zij (X, %) een $t,k,v) en kies xc X. Stel X:= X\ {x} en#' :={B\ {x} | xe B€ #}. Danis(X'#’)
een $t — 1, k—1,v—1) dat weafgeleid Steiner systeemoemen.

Het herhaaldelijk afleiden van ons Steiner systeem gee#t@msij van Steiner system&, 8,24), S(4,7,23), S(3,6,22)
ens(2,5,21) = P%(F,), het uniek projectief viak van orde 4.
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125 Definitie. Eenautomorfismevan een Steiner syste€, %) is een permutatie van X die blokken op blokken afbeeldt.
De verzameling van alle automorfismen van een Steiner systeent een groep voor de samenstelling diedwg X, %)
noteren.

De automorfismengroepen van de rij Steiner systemen geassbenet de cod€ zijn ook zeer bijzonder. Volgende
stelling wordt niet bewezen, maar is zeer aanneembaar eal&#makje bewezen worden.

126 Stelling. De automorfismengroep van he638,24) Steiner systeeitX, %) is 5-transitief op de punten.

Noteren we de automorfismengroepen van de Steiner systemer 21,22 23 24} punten alsMy, krijgen we dus
volgend gevolg.

127 Gevolg. My is (v— 19)-transitief op het Steiner systeem met v punten.

Bewijs. We merken gewoon op dat de automorfismengroep van het Ssgisteem met € {2322 21} punten steeds de
stabilisator is van een punt My 1. O

AangezienS(2,5,21) isomorf is met een projectief viak, kennen we de automorfiegneepM-; zeer goed. De cursus
“Affiene en projectieve meetkunde” leert ons datRfiiL3(4) is. Hiermee kunnen we de orden van de groddgbepalen.

128 Stelling. De orde van My is 21- 20- 48. Voor ve {22,23 24} geldt|My| = v- [My_1]|.

Bewijs. Voor My; hoeven we gewoon de orde vBSL3z(4) = SL3(4)/Z(SL3(4)) uit te rekenen. We weten dgL 3(4)]
gelijk is aan het aantal basissen in de ruifife Dat is dus(4% — 1)(4% — 4)(4° — 4?). Elke matrixM vanGL 3(4) geeft
aanleiding tot een matrix va8L3(4) door de eerste kolom te delen door de (niet-nulle) detemmtivan M. Omge-
keerd kan je met een matrik van SL3(4) drie matrices varGL 3(4) maken waarvan de eerste kolom een veelvoud is
van de eerste kolom vaft. We kunnen inderdaad de eerste kolom yamermenigvuldigen met elk van de drie niet-
nulle elementen vafi,. Via dubbeltelling krijgen we dusSL3(4)| = %|GL3(4)| = 21-60-48= 60480. Hieruit volgt
|[PSLz(4)| = %|SL3(4)| =21-20-48 omdaZ(PSL3(4)) juist de drie niet-nulle scalaire matrices vah 3(4) bevat. Het

is inderdaad zo dat elk niet-nul element aneen derdemachtswortel van 1 is.

De andere ordes volgen uit de beroemde “orbit-stabilizshirst)”. O

We kunnen nog groepen maken met onze code

129 Definitie. Zij D de drager van een woord van gewid®in C. Dan snijdt elke blok vafX,.%) de verzameling D in
2,4 of 6 punten. Stey := {BND |B& # en|BND| = 6}. Danis(D, Z) een $5,6,12) met132blokken (verifieer dit!).

Weer kunnenwéD, 2) afleiden zodat we een rij krijge®(5, 6,12), S(4,5,11), §(3,4,10) enS(2, 3,9). Het laatste Steiner
systeem is het affiene vlak met 9 punten (en 12 rechten). Dereufismengroep van het Steiner syste®8 6, 12) wordt
M1z genoteerd. De stabilisator van een punt 86 6,12) in My, is M31. Als we twee, resp. drie punten fixeren, krijgen
we Mjgresp.Mg. De orde variMg is 8-9. Het is een 2-transitieve normale deelgroep van de valéegiuitomorfismengroep
van het affien viak met 9 punteAGL »(3), met 432 elementen). De grootste van deze vier groepen iswpb-transitief
op 12 punten zodat we de orden van alle groepen in de rij kennen

De groepem,a, M3, M2, M12 enMj1 werden rond 1873 ontdekt door de Franse wiskundige Emil&idiat We noemen
ze nuMathieu groepen

Een stelling van Trs toont dat er weinig 5-transitieve groepen zijn.

130 Stelling(Tits). Een5-transitieve eindige permutatiegroep is isomorf & van volgende groepen:

(i) de symmetrische groepep & A, 2 voorn>5;
(ii) de Mathieugroepen p4 of My».

Het wordt dus duidelijk dat de Mathieugroepen een bijzoagdaats verdienen binnen de groepentheorie.
Nog een stelling zonder bewijs. ..

131 Stelling. De Mathieugroepen b, M23, Mao, M12 en M1 zijn enkelvoudig.
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Enkelvoudige groepen zijn van groot belang omdat alle geoegigenlijk opgebouwd zijn uit zulke groepen. Ajeen
eindige groep. Indien hij niet enkelvoudig is, heeft hij edet-triviale normale deelgrodg;. Nu kan je kijken naar het
quotiéntG/N;. IndienN; niet enkelvoudig is, is er een niet-triviale normale deeégN, < N;. Je kan zo verder gaan tot
je een enkelvoudige groéfix hebt zodat je volgende rij kan schrijven.

G=Ng>Ni>Nop>--->Ne>1

Deze rij heeft lengtk 4+ 1. Het is mogelijk dat deze rij langer kan gemaakt worden. ril@@& beschouwen we de
quotiénterlN; /N; 1. Als er een bestaat waarvody; /N, 1 niet enkelvoudig is, bestaat er een deelgridge@nN; die N; 1
strikt omvat zodanig d&i /Ni11 <Ni/Ni1. Maar natuurlijk geldt dan dati,1 # K <N;, zodat we in onze riK kunnen
zetten tussei; enN; 1. Dit alles geldt natuurlijk omdat je uit de algebracursus earste kandidatuur weet dat er een
bijectie bestaat tussen de deelgroepenNadie N;.1; omvatten en de deelgroepen V&i/N; ;1. Je weet ook dat deze
bijectie normale deelgroepen afbeeldt op normale degigneeZodoende wordt de rij langer tot alle quotiengiN; ;1
enkelvoudig zijn. Zo een rij van normale deelgroepen diei¢¢ langer kan maken heet eeampositierij vanG en de
enkelvoudige quotiénteN; /N;;1 hetencompositiefactoren Je kan je natuurlijk afvragen of de rij die we bekomen niet
afhangt van de keuze van de normale deelgigepin N; bij elke stap. Een stelling die je bewijst in de cursus “Grerep
en Galoistheorie” gaat alsvolgt.

132 Stelling(Jordan—Holder) Elke compositierij van een gegeven groep is even lang. Bleezijn de compositiefac-
toren van twee compositierijen voor eenzelfde groep opovdigna dezelfde.

We zien hier dus een situatie analoog aan de ontbindingémyaictoren van een geheel getal. Als een getal niet priemis,
kan je het delen door een niet-triviale deler. Zo krijg je dafende rij getallen tot je stopt in een priemgetal. Indiet h
guotiént van twee opeenvolgende getallen in de rij geeampgetal is, kan de rij langer gemaakt worden. Uiteindeljfk z
alle quotiénten van opeenvolgende getallen in de rij pgietallen en kan de rij niet langer gemaakt worden. Op volgord
na is de ontbinding in priemfactoren van een getal uniek efugkidige groepen spelen dus dezelfde rol als priemgstalle
Het zijn de bouwstenen van alle groepen. Daarom is het zogejla de enkelvoudige groepen goed te kennen.

De eindige enkelvoudige groepen werden vorige eeuw géfitaesd. Het gaat om een stelling waarvan het bewijs
ongeveer 10.000 bladzijden lang is en waar een 100-tal wiige van de hele wereld gedurende ongeveer 30 jaar aan
werkten.

We geven uiteraard geen bewijs!

133 Stelling(Classificatie der eindige enkelvoudige groepeign eindige enkelvoudige groep behoort tot jéést van
volgende families:

(i) De cyclische groepen van priemorde;

(i) De alternerende groepen van grazds;

(iii) De groepen van Lie-type;

(iv) De 26 sporadische groepen.

De eerste drie families bevatten elk oneindig veel groep&ar er zijn slechts 26 sporadische enkelvoudige groepen
(daarom heten ze ook “sporadisch”). De familie groepen viertype bevat onder andere de groepSi,(q). Dit zijn
groepen die meestal kunnen begrepen worden als automanfisoep van een zekere meetkundige structuur zoals een
projectieve ruimte. De sporadische groepen zijn zeer mgsteen nog niet volledig begrepen. Zij duiken in zeer veel
takken van de wiskunde op.

De vijf Mathieugroepen zijn de oudste sporadische enkeligrigroepen. De overige sporadische groepen werden pas
lang (bijna 100 jaar) na Mathieu ontdekt. Je krijgt in bigegen overzicht van de (sporadische) enkelvoudige groepen.

Taak. Geef een beschrijving voor enkele families groepen vantyjie-en leg uit met welke meetkundige structuren ze
in verband staan.

4.5 Uniciteit van de binaire Golay code

We weten uit vorige sectie exact hoeveel woorden van elkdevn de cod€ zitten. Een Golay code bekomt men door
in C een coordinaat te schrappen. Daarom noemt @Geoms ook desitgebreide Golay code Nu tellen we het aantal
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woorden van elk gewicht in een perfecte Golay céfle We zullen zien dat dit niet moeilijk is juist doordat de code
perfectis.

We herhalen da¥; een binaire lineaire perfecte code is van lengte 23, direehBien minimale afstand 7. Mé;
noteren we de woorden van gewight {0,1,...,23}. Aangezien de minimale afstand 7 bedraagt, hebbeAgre 1 en
Al=Ar=A3=A1=As=~As=0.

Beschouw nu de koppe(g,c) € 23 x % metw(x) = 4 end(x,c) < 3. Doordat% perfect s, is er voor elke keuze van
eenuniekcodewoord op afstand< 3. De minimale afstand impliceert datc) = 7 end(x,c) = 3. Als we de koppels
(x,c) op twee manieren tellen, krijgen we volgende vergelijking.

23 7
(5)-~ ()
Hieruit volgt A; = 23-11= 253.

Nemen we nu koppel&, c) waarw(x) = 5, kan een codewoord op afstagd3 gewicht 7of 8 hebben. We krijgen een

vergelijking. . . o
(5) = (2) 2 (3

Als we de gekende waarde volyf substitueren, vinden wig = 506.

Een vergelijking voorAg krijgen we door koppel$x,c) metw(x) = 6 te tellen. Een woord van gewicht 6 heeft twee
soorten codewoorden van gewicht 7 op afstan8l Je kan namelijk op afstand 1 zijn van een codewoord (dastrgen
“0” van x te veranderen in eerl®) of op afstand 3 (door twee keer eed’te veranderen in eenl” en dan een andere
“1”in een “0” te veranderen). We krijgen een vergelijking

23 7 7 8 9
(6) = (2) +2r-(5) 200 2(3) +4o(3).
waaruit volgt datAg = 0.

Analoog vinden we\;g = 0, Aj1 = 1288,A1, = 1288, ...
We zien dat bovenstaande redenering kan gebruikt wordextidaijperfecte code.

134 Stelling. Voor een perfecte code die het nulwoord bevat, kan men ste¢dsntal woorden van elk gewicht bepalen.

Nu gaan we bewijzen dat er eigenlijk maar €én Golay codabeDit gebeurt in verschillende stappen.

135 Stelling. Zij C C F2* met|C| = 22 enmin{d(x,y) | x #y € C} = 8. Als bovendien nog € C, dan is C een deelruimte
vanIF%4 (m.a.w. de code C is lineair).

Bewijs. Voori € {1,2,...,24} definiéren we

G .= {(C17CZ7"'Cifl7Ci+l7"' 1C24) | ce C}

We schrappen dus diele codrdinaat, zoals in de constructie “anWe zien gemakkelijk d4€;| = 212 en dat de minimale
afstand inC; moet gelijk zijn aan 7. We hebben dus @aeen perfecte binaire code is van lengte 23, Méidorden en
minimale afstand 7. Wegens vorige stelling kennen we habhaworden van elk gewicht i6;. Voor een perfecte code
met die parameters hebben we die woorden eerder geteld wedai weten da€; enkel woorden heeft wiens gewicht
tot de verzameling0,7,8,11,12,15,16,23} behoort. Voor een woorde C noteren we het overeenkomstige woorin
metC. Er geldtvc € C: w(c) = w(€) of w(c) = w(€) + 1. De woorden van gewicht 7 en 8@ moeten dus afkomstig zijn
van woorden van gewicht 7, 8 of 9 @ Het minimaal gewicht vag sluit de eerste mogelijkheid uit. Mochi(c) =9
zijn voor eenc € C, kunnen we eenkiezen buiten de drager vamn De constructie vag; voor deze bijzonderegeeft
natuurlijk ook een perfecte code, maar nu ge) = 9, & Deze redenering leidt uiteindelijk tot het feit datnkel
woorden heeft met gewicht {D,8,12,16,24}.

Kies een codewoord € C, dan heeft de verzamelir@+ ¢ nog steeds Z elementen en bevat het nulwoddd= ¢+ c.
Bovendien impliceert(x + ¢,y + ¢) = d(x,y) dat de minimale afstand i@ + c ook 8 bedraagt. Bijgevolg heeft+ c
ook enkel woorden met gewicht i§0,8,12 16,24}. Hieruit volgt datvx,c € C geldtw(x + ¢) = w(x —c) = d(x,c) €
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{0,8,12,16,24}, zodatvx,y € C: w(x) =0 (mod 4 enw(x+Yy) =0 (mod 4). Hieruit volgt onmiddellijk datx, y) even
moet zijn en dux -y = 0.

Stellen weC := vectC, hebben we C C < CL. Hieruit volgt dat
12< dimC < dimC* = 24— dimC < 12
zodat|C| = 212 = |C|. Hieruit volgtC =C. O

Nu hebben we een andere interessante combinatorischeustrnodig.

Intermezzo over designs

136 Definitie. Zij X een verzameling met v elementenzémren verzameling deelverzamelingen van X met elk k elemen-
ten. De structuufX, %) heet een + (v, k, A )-designvoor gehele getallen t eh indien elke deelverzameling van X mett
elementen omvat is door juidtelementen va. De elementen van X noemen puntenen die vanZ hetenblokken

De parameter t heedterktevan de design.

Opmerking. Designs zijn dus veralgemeningen van Steiner systemenStelker systeerfi(t,k,v) is eent — (v,k, 1)-
design.

Opmerking. Het is duidelijk dat definitie (136) enkel zin heeft indieg k < v.

137 Stelling. Eent— (v,k,A) design(X, %) is ook een s- (v,k, As)-design voor elke § {1,2,...,t}. Hierbij is

(v—s)(v—s—1)---(v—t+1)

AS:"'(k_s)(k_s_1)---(|<—t+1)

Bewijs. Bij inductie opt —s. Alst —s= 0 s het in orde.
Veronderstel dat de stelling waar is vane i + 1. Dan moeten wij bewijzen dat ze geldt vase i. Zij | een verzameling
vani punten. We tellen de koppels in de verzameling

{(x,B) e Xx Z|xeX\len(lu{x})CB}

Enerzijds hebben we— i keuzes vooxk en voor elkex zijn er A1 blokken diel U {x} omvatten. Anderzijds kunnen we
het aantal blokken ddtomvat even noteren m@t zodat we krijgen

(V*i))\i+1 = )\|(kf I)

We zien datA| niet afhangt van de keuze vamaar volledig bepaald is dody, 1, venk. Dus hebben we wel echt een
i — (v,k, Aj)-design, waarbij _
v—i
/\| = /\i+1m

O

Opmerking. Vorige stelling geldt ook voos = 0. De parametelg is dan het aantal blokken dat de lege verzameling
omvat. Dit is gewoon4|, het totaal aantal blokken.

Notatie. In vorige stelling stelt de parametgr het aantal blokken voor dat door een punt gaat. Dit noteregemeonlijk
r. Het aantal blokken in een design noterenlw&Ve hebben dus dat in elke design van stetktegeldt

rv = bk

Stelling (137) legt zware bestaansvoorwaarden op aanmedie getalleids moeten inderdaad geheel zijn.
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138 Gevolg. Een design met parameters-tv,k, A ) kan enkel bestaan indien

Vie{1,2,...t—1}: (k—=i)(kei—1)- - (kmt+1) [A(V—i)(v—i—1)---(v—t+1)

Voorbeeld. Er bestaat geen-3(11,4,1)-design omdat 21-9.

Designs bestaan reeds sinds de jaren 30 en werden ds®*Bngevoerd voor het ontwerpen (“to design”) van (statisti-
sche) proeven in de landbouw. Lang waren de sterkste gekissitgns 6-designs en was het bestaants@signs voor
willekeuriget een open probleem. In 1987 lost&/RLINCK® dit probleem op: er bestaardesigns voor elké. Luc
Teirlinck studeerde aan de VUB en werkt nu in de Verenigdeest@Auburn University).

139 Definitie. We kunnen de punten en blokken van eerf\tk, A )-design(X, %) (willekeurig) nummeren zodat %
{X1,X2,..., %/} en% = {By1,B,,...,Bp}. Deincidentiematrixvan (X, %) is een(v x b)-matrix N met

Nii = 1 indienxij,
! 0 indienx ¢ B;.

De designs die we het best kennen zijn de projectieve en affiakken. Hun sterkte is 2 omdat door twee punten steeds
een unieke rechte gaat. Designs van sterkte 2 zullen veofted@belangrijkste rol spelen.

140 Eigenschap.De matrix N van een design van sterkteoldoet aan
NIN=(r—A)ly+Ad

De matrix J is de vierkante matrix van orde v met ovetal

Bewijs. Op plaats(i, j) in het productN'N staat het inprodug;, n;) van dei-de en dej-de rij vanN. Dit inproduct telt
juist het aantal blokken dat de puntgrenx; bevat. Alsi # j, is datA, anders is het. O

141 Eigenschap.De matrix N van een design van sterRteoldoet aan

detN'N) =rk(r —A)V1

Bewijs. We wetenN'N = (r — A)ly +AJy en trekken de eerste kolom af van alle andere. Dan elke rilleptbij de
eerste en je hebt een onderdriehoeksmatrix. Merk op déihgt€l37) voort = 2 een voorwaardév — 1)A = (k— 1)r
oplevert. O

142 Stelling. Een niet-triviale2 — (v, k, A )-design heeft minstens evenveel blokken als punten.

Bewijs. Uit vorige eigenschap halen we dat @¢tN) = 0 enkel mogelijk is indiemr = A. Maar dit impliceert (via
(v—1)A = (k—1)r) datv = k. Hieruit volgt dat de design slechts &é&n blok heeft diesgais. Zulk een design is triviaal.

We mogen veronderstellen dat () # 0. Maar dan isN'N inverteerbaar zodat zijn rangs. Nu geldt

b > rangN > rangN'N) = v

143 Gevolg(Stelling van Fishé). Elke design van sterkte 2 heeft minstens evenveel blokken als punten.
Bewijs. Door stelling (137) is zulk een design ook een 2-design zeadldge stelling van toepassing is. O

Onze vrienden de projectieve vlakken zijn designs van se&tkvaar bovendien het aantal blokken (=rechten) gelijk is
aan het aantal punten. We veralgemenen dit.

4R. C. Bose. On the construction of balanced incomplete bifesgns Ann. Eugenics9:353-399, 1939.

5Luc Teirlinck. Nontrivialt-designs without repeated blocks exist fortalDiscrete Math, 65(3):301-311, 1987.

SRonald A. Fisher (1890-1962), een prominent statisticeszijh wetenschap toepaste in de landbouw en het ontwerpeexgerimenten. De
letterv staat voor “varieties” en voor “replication number”.
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144 Definitie. Een design(X, %) van sterkte t heesymmetrischindien hij evenveel blokken als punten heeft. Een
eenvoudige manier om een symmetrischév k, A )-design te maken is te stelles = (Vfl). In dit geval spreken we ook
van eertriviale symmetrische design

145 Stelling. Een (niet-triviale) symmetrische design heeft steed&tstr

Bewijs. Zij (X, %) een symmetrischie— (v, k, A )-design van sterkte> 3. Door stelling (137) igX, %) dan zeker ook
een 3 (v,k, A3)-design. We kunnen een “afgeleide design” construeren éenmpunix € X te kiezen erX’ := X\ {x}

te nemen, met#’' := {B\ {x} | B € Z enx € B} (vergelijk met het afgeleid Steiner systeem van definit@4{)l. Dit

is inderdaad een design met parameters(2— 1,k—1,A") voor een zekerd’. Het aantal blokken van deze afgeleide
design is gelijk aan het aantal blokken door het puimt de oorspronkelijke design. Dit noteren we traditiegetvanet

r. De stelling van Fisher levert> v— 1 maar doordat de design symmetrisch is, geldtroekk zodatk > v— 1. Er zijn
dus twee mogelijkheden: ofwkl= v ofwel k = v— 1. In het eerste geval hebben we dus maar één blok en kmjgeant
b=vdatv=1. Ditis een triviale design. In het tweede geval hebben wergale symmetrische design. O

146 Lemma. Zij N de incidentiematrix van een symmetriséhe (v,k, A )-design. Dan geldt ook
'NN=(k—=A)ly+Ad

Bewijs. Elk punt behoort tot = k blokken zodaNJ, = kJ,. Bovendien geldt in elke desighN = kJ,. Zoals in het bewijs
van stelling (142) hebben we dBfN) # 0. Maar doordaN vierkant is, volgt hieruit dat dét # 0 zodatN inverteerbaar
is.

Nu geldtN = N~IN'N = (k—A)N~1+ AN~1J, wegens eigenschap (140). Maar we wetenlokd, = N~1(¢NJ,) = 13,
zodat uiteindelijk

INN = (k—A)ly+ %J\,N = (k=A)y+Ad
O

147 Stelling. Twee verschillende blokken van een symmetri&ehgy, k, A )-design hebben steeds julspunten gemeen-
schappelijk.

Bewijs. Merk op dat het element op pladfsj) in de matrix!NN juist gelijk is aan het aantal punten in de doorsnede van
de blokkenB; enB;. Gebruik nu vorig lemma. O

148 Stelling. Er is op isomorfisme na slech#én2 — (11,5, 2)-design.

Bewijs. In een 2-design geldt steeds= bkenr(k— 1) = A (v—1). Hieruit volgt dat een 2 (11,5, 2)-design symme-
trisch is zodat we vorige stelling kunnen toepassen. Om déaetie van zulk een design aan te tonen, gaan we zijn matrix
opstellen. We zijn dus op zoek naar gd1i x 11)-matrix met nullen en enen zodat in elke rij en elke kolomtjGignen
staan en bovendien moet het inproduct van twee verschélgjeah of kolommen gelijk zijn aan 2. Isomorfismen van de-
signs komen overeen met permutaties van rijen en kolommehwaincidentiematrices. We kunnen dus veronderstellen
dat de eerste rij gelijkisaan 11111000000 en dat de eef§igdaatsen van de volgende tien rijen overeenkomen
met de tien mogelijke combinaties van twee enen en drie mukds we rekening houden met alle voorwaarden op de
matrix, kunnen we nu elke rij aanvullen. Dit kan op het eezgtht op verschillende manieren, maar je kan isomorfismen
vinden tussen deze manieren. O

149 Gevolg. Er is op isomorfisme na slech#gn2 — (11,6, 3)-design.

Bewijs. Zij (X, %) zulk een design. Dan is deze symmetrisch. De design waaevalollken de complementen zijn van
de blokken in(X, %) is een 2- (11,5, 2)-design. Gebruik nu vorige stelling. O

150 Stelling. Zij C C F2* met|C| = 22 enmin{d(x,y) | x #y € C} = 8. Als bovendien no € C, is de structuur van C,
op equivalentie na, uniek bepaald.
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Bewijs. Uit stelling (135) weten we al d& lineair is. Bijgevolg kunnen w€ beschrijven aan de hand van een genereren-
de matrixG € Mp4.12(F2). We kiezen &én van de woorden van gewicht 1€ iom in de eerste kolom te zetten. Vermits
we op equivalentie na werken, kunnen we onderstellen daeaii&e kolom op de twaalf eerste plaatsdreeft en op de
laatste plaatsen eén Er zijn dus tweg12 x 11)-matricesA enB zodat

1
: A
1

G=| ...
0
: B
0

In de kolommen vaB staan onderste helften van woorden arboordat de woorden in de lineaire cddgewicht 0, 8,

12, 16 of 24 hebben, moet elke kolom v@minstens gewicht 8 hebben en moet het inproduct van elkerkeémG met

de eerste kolom even zijn. Er moeten dus in elke kolomBaen even aantal enen staan. Bovendien mag dit aantal niet
nul zijn omdat je dan (met enkel de bovenste helft van de kalowit op afstand> 8 van de eerste kolom kan komen.
Dit moet bovendien ook geldig zijn voor alle lineaire condties van kolommen vaB omdat deze aanleiding geven
tot lineaire combinaties van kolommen v&ndie in de codeC zitten. Bijgevolg is geen enkele lineaire combinatie van
kolommen varB de nulkolom, zodat rarig= 11. Als we nuB beschouwen als genererende matrix van een €gdan
lengte 12, is dit een code van dimensie 11 met enkel woordeewen gewicht. Dit is duidelijk de pariteitscontrolecode
die overeenkomt met het hypervlak met vergelijkiptf; x = 0 (mod 2). Daarom kunnen we veronderstellen dat

10 - 0
0 1 0
B=|: Lo
00 - 1
11 - 1

Als we dit invullen inG, zien we een groot stuk eenheidsmatrix staan dat we onnlijddelvenaan plaatsen door de
onderste twaalf rijen 11 plaatsen naar boven te schuiverddse rij vanG blijft onveranderd) en de rijen die boven
stonden onderaan te zetten. In de eerste kolom staat nlj genolgd door twaalf nullen en dan elf enen. De eerste rij
kuisen we op door bij elke kolom die op de eerste rij @dreeft, de eerste kolom op te tellen. Nu hebben we

100 - 0
010 0 »
000 1

G=|...coooooii =
01 1 1 01 1 1
1 1

N ; N
1 1

Hierin is N een(11x 11)-matrix. Een kolom varN moet minstens gewicht 6 hebben omdat deze kolom een stuk is
van een kolom vaiG die minstens gewicht 8 moet hebben en in het stuk@dovenN slechts twee enen heeft. Het
gewicht mag ook niet groter zijn dan 6 omdat de Hamming-atsian de overeenkomstige kolom v@rtot de eerste
kolom minstens 8 moet zijn. Ook de som van twee kolommen mestait 6 hebben (lineaire combinaties geven ook
codewoorden!) zodat het inproduct van elke twee kolommehimoet gelijk zijn aan 3.

We hebben dus bewezen ddide incidentiematrix is van een-2(11,6,3)-design. Wegens gevolg (149) is deze design
en dus deze matrix, op permutatie van kolommen en rijen riakun O

151 Gevolg.Vermits wij met de icosaler een code hebben gebouwd die voldoet aan alle voorwagedtevorige stelling,
zijn alle codes die voldoen aan die voorwaarde noodzakislijjnorf met de code van de icé@sker.

152 Gevolg. De Steiner systemen en Mathieugroepen geassocieerd meiagcadde zijn ook uniek op isomorfisme na.
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4.6 De ternaire Golay code

Ter informatie vermelden we datdiAy ook een tweede perfecte code vond die beschreven staatz#lfdetartikel van
€én bladzijde. Het gaat hier om een tern@lrk 6, 5]-code. Zoals voor de binaire Golay code, starten we met epaite
[12,6,6]-code met genererende matrix

Als je hierin één codrdinaat schrapt, krijg je de tweedsa$ code.

Taak. Bestudeer deze ternaire codes grondig.

Taak. Beide Golay codes zijn eigenlijk cyclisch. Bewijs dit en fgeneratoren.

4.7 Zin er nog perfecte codes?

We kunnen ons ook afvragen of er perfecte binaire codes @jnaly meer fouten verbeteren. Dan is de voorwaarde die
de Hamming grens oplegt nog sterker.

We geven volgende stelling zonder bewijs.

153 Stelling (Lloyd). Voor t > 11, q > 8 en n> 485 moet een niet-triviale perfect®, M, 2t + 1]-code steeds een
Hamming code zijn.

Voor de waarden die niet gedekt zijn door de stelling van tléyinnen we een computer laten nagaan voor welke
parameters perfecte codes mogelijk zijn. Als je dat doetjeidat alle lijsten van parameters die van een Hamming,
Golay of repetitie code zijn, behalN@0, 278 5] overF,. Zou dit een nieuwe perfecte code voorstellen?

154 Stelling. Er bestaat geen binairf0,278 5)-code.

Bewijs. Door zijn parameters zou zulk een cddeerfect zijn. Zonder verlies aan algemeenheid (zie (59)yenove
veronderstellen ddt € C. Dan geldt voor elk niet-nul codewoooatw(c) > 5. Stel

Yi={y=(L1ys....Yo0) € F3° | w(y) = 3}.

Dan teltY juist 88 elementen omdat we buiten de eerste twee plaatgeslechts op één plaats een @én mogen zetten.
DoordatC perfect is, is er voor elkg € Y een uniek codewoord metd(y,c) < 2. Dit codewoord moet noodzakelijk
gewicht 5 hebben en er moet gelden sypp supgc). Stel nu

X:= {X: (1717)(3;---’)(90) EC|W(X) :5}
en

D:={(x,y) € XxY | supfy) C SUPEX)}.

Dan geldt|D| = 88 omdatY| = 88 en elk element vavi aanleiding geeft tot een uniek element vénAnderzijds geeft
elk element varX aanleiding todrie elementen valY doordat je uit drie plaatsen vanéén plaats kan kiezen om een 1
te laten staan. We krijgen dus dat 88 een veelvoud is vén 3, O
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We hebben dus uiteindelijk volgende stelling.

155 Stelling(Tietavainen en van Lint)Elke niet-triviale perfecte code over een alfabet niletters (p een priemgetal)
heeft dezelfde parameters & van de Golay of Hamming codes.

Er is nog een algemenere stelling die werkt over elk alfabet.

156 Stelling(Best, Hong) Voor t > 3 is de enige niet-triviale perfecte t-foutverbeterendeec(mer om het even welk
alfabet) de binaire Golay code.

Taak. Schrijf een computerprogramma om op zoek te gaan naar niegpkrameters van perfecte codes die niet zijn
uitgesloten door de stelling van Lloyd. Verifieer dat de emgpgelijke parameters die nog geen aanleiding geven tot een
gekende code juig0, 278, 5] zijn.
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Gewichtsverdelingen

Ziehier een kort hoofdstuk over gewichtsverdelingen. Weetohet verband tussen de gewichtsverdeling van een kneair
code en zijn duale. Toepassing hiervan laat toe de gewietdsiing van een Hamming code in het algemeen te bepalen.
Onze bewijzen zijn voor het binaire geval maar kunnen verakend worden (zie bijvoorbeeld [8]).

We gebruikten de gewichtsverdeling al bij de studie van daibé Golay code.

157 Definitie. Zij C een code van lengte n dige woorden van gewicht i heeft voOr< i < n. Degewichtsverdelind\t
van C is de veelterm

VV:(Z):iﬁéﬁNi ::;gézwmq

Voorbeeld. Voor de Golay cod¢/ hebben wéy, = 1+ 253" + 5062 + 128821 4 12882 + 50671° + 253716 4 723,

We beginnen met een paar technische lemma'’s.

158 Lemma. Zij C een binaire lineaire code ey een vector die niet behoort tot'C Dan is juist de helft van de
codewoorden orthogonaal mgt

Bewijs. We stellen
A:={ceClc-y=0} en B:={ceCl|cy=1}

Vermitsy ¢ C*, is B niet leeg zodat wé € B kunnen kiezen. Zip € A, dan geldtb+a)-y =b-y+a-y =1, zodat
b+ A C B. Anderzijds geldt ook voor elke’ € Bdat(b+b’)-y=b-y+b’-y=1+1=0, zodat + B C A. Aangezien
|b+A| = |A| en|b+B| = |B|, is het bewijs gedaan. O

159 Gevolg. Zij C een binaire lineairgn, k,d]-code ery een vector. Dan geldt

2% indieny e C+

C;(*Doy - {o indieny ¢ C*

160 Lemma. Zij x € F} een vaste vector. Dan geldtIiy[Z dat

201 = (1-2"9) (142"
yelF)

5-1
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Bewijs. Het linkerlid uitschrijven geeft

101 1
z 2 ()Y = z z Y2ty (1 )XayabxeyatXayn
yelr) y1=0y2=0  yn=0

1 1 1 n . .
= y;oyzzo. : .ynzzo (il—lzy. (1)>qy.)
(3,7v)

_ (1 o Z)W(X)(1+ Z)nfw(x)

O
161 Stelling(MacWilliams). Zij C een binaireln, k,d]-code. Dan geldt
1 1-z
Wi (2) = 5 (1+2™We (1)
Bewijs. Stel
f(z):= < (1)°'yzN<y>)
ce% yez]Fg
Vorig lemma impliceert
0= 3 (a-gneare = arar y (22)" = arome)
cgc CE; 1+z 142z
Anderzijds hebben we
t=3% (( zc(l)c'y)zwm) = 5 22V =21 (2
yeF) \ ce yeCL
O

Met wat meer geavanceerde algebraische technieken karejgeimene stelling van MacWilliams bewijzen.
162 Stelling. Zij C een lineaireln, k, d]-code oveify dan geldt
1-z

Wi (2) = %(H (a- 1)Z)HWC(m)

Taak. Bewijs de stelling van MacWilliams in het algemene geval.

Opmerking. Vermits voor een cod€ geldtC+ = C hebben we
1 1-z

Dit is nuttig indienk groot is. Dan i;n— k inderdaad klein, zodat de duale code minder woorden heeftidzode. Dan
kunnen we gemakkelijker de gewichtsverdeling van de duadke bepalen. De formule van MacWilliams geeft dan de
gewichtsverdeling van de code.

Voorbeeld. De Hamming cod€ van sectie 1.4 heeft als pariteitsmatrix
1 0 O

T

Il
R OoORrEFLROO
PR OROR
PR R ORO
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De duale code€c heeft dus dimensie 3, wat kleiner is dan @ 4. Je ziet gemakkelijk dat alle niet-nulle combinaties van d
kolommen varH gewicht 4 hebben. Bijgevolg W&, = 1+ 7%,

De formule van MacWilliams geeft na enig rekenwés = 1+ 72° + 72* + /. Hier lezen we onmiddellijk uit af dat de minimale
afstand 3 bedraagt.

Het is tijd voor een precieze en algemene definitie van “Hamgrabde”.

163 Definitie. De binaire Hamming codemet redundantie r is de codéam(r, 2) van lengte€2” — 1 waarvoor in de rijen
van de pariteitsmatrix alle niet-nulle vectoren v staan.

164 Eigenschap.Zij C = Ham(r,2), dan heeft elke niet-nulle vector van de duale codeg@wicht2' 1.

Bewijs. Zij y € C*\ {0}, dan isy een lineaire combinatig;_; Ajh; van de kolommen van de pariteitsmatkix= [hjj]
vanC. Dei-de codrdinaay; vany is dan gelijk aarﬁzlx\j hij. Het aantal nullen iy is dus gelijk aan het aantal elementen
in de verzameling

Ny = {i e{1,2,...,20 -1} i/\jhij =0}
=

Maar deze verzameling kunnen we anders schrijven:
r
Ny = {(hil,hiz,---,hir) I’ij van H | Z /\jhij = 0}
=1

r
={(x.%2,....%) €FZ\ {0} | H Ajxj =0}
=1
Deze laatste schrijfwijze toont d&i, eigenlijk bestaat uit de niet-nulle vectoren van het hyfarmet vergelijking
i-1Ajxj = 0. Hieruit volgtN, = 21 — 1. O
165 Gevolg.

n-1 ntl
2

Whaare2)(2) = o (1+2"+ (1427 (1-2F)

waarbijn=2"—1.

Bewijs. Dit is een oefening in het zorgvuldig rekenen. O
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Het hoofdprobleem van de lineaire
codetheorie

Notatie. Naar analogie met de notaiig(n,d) van bladzijde 3-1 noteren we voor gegeven getajlanend de grootste
M zodat er eefiineaire [n, M, d]-code bestaat m&qy(n,d). Merk op datBq(n,d) < Ag(n,d).

Het hoofdprobleem van de lineaire codeertheorie is dusiéjgem voor elkeqg, n end een geheel getélte vinden zodat
Bq(n,d) = g. We kunnen dit ook formuleren met de redundantien —k: vind de grootsten waarvoor er een lineaire
[n,n—r,d]-code bestaat ovéfy. Dit voelt ietwat natuurlijker aan.

Stelling (75) inspireert volgende definitie.
166 Definitie. Gegeven zijn g een priemmacht, n, s en r gehele getallen(rEsnverzamelingn ]F"q is een verzameling

van n vectoren zodat elke s van hen lineair onafhankelijk ZijVe noterermax(r,q) de grootste n waarvoor er een
(n,s)-verzameling bestaat. E@ptimale(n, s)-verzameling i€én waarvoor n= max(r,q).

Uit stelling (75) weten we dat de rijen van de pariteitsmatan een[n,k, d]-code steeds eefn,d — 1)-verzameling
vormen. Ook eeiin,d — 1)-verzameling inf, geeft aanleiding tot eejm,n —r,d]-code als je haar vectoren gebruikt als
rijen van een pariteitsmatrix.

167 Gevolg. Er bestaat een bijectie tussen ffen—r,d]-codes oveiq en de(n,d — 1)-verzamelingen vaiii. Voor
gegeven g, d enr is de grootste n waarvoor &en —r,d]-code bestaat juishax;_1(r,q).

168 Definitie. Een code waarvan de pariteitsmatrix bestaat uit een optraalzameling heetptimaal
169 Stelling. Als r 20 gekozen is dahaxy_1(r — 1,9) < n< maxg_1(r,q), dan geldt B(n,d) =q"".

Bewijs. Onderstel dah < max_1(r,q). Dan bestaat er zeker egmn —r,d]-code zodaBq(n,d) > q"".

IndienBg(n,d) > g"~" zou zijn, zou er zeker egn,n—r + 1,d]-code bestaan. Maar dan gefd maxy_1(r — 1,q), & .
O

We zullen nu voor enkele speciale waarden van parametersg a{&q) bepalen.

170 Stelling. Gegeven q, d enr, geldt r
qg-1

qg—-1

max(r,q) =

Bewijs. Je zoekt zo groot mogelijken, 2)-verzamelingen irf,. In zulke verzameling zijn alle vectoren twee aan twee
lineair onafhankelijk. Dit komt erop neer dat je nooit twexetoren in eenzelfde @ééndimensionale deelruimte magkie
Een optimale verzameling bekom je door in elke ééndinmerade deelruimte juist één (niet-nulle) vector te kiezén
zijn erjuist(gf’ll. O

6-1
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De codes die overeenkomen met de optimale verzamelingemtigte stelling zijn juist de Hammingcodes Ham).
Deze zijn niet alleen optimaal maar ook perfect.

171 Gevolg.Als je voor gegeven g en n een geheel getal r zodanig kiegiaféw@l <ng %, dan geldtB(n,3) =qg"".

Oefening. Bewijs datBy(n,3) = q/"~0%(Ma-n+1)],

We merkten vroeger reeds op dat de rijen van de pariteittmeain een Hamming code overeenkomen met (homogene)
coordinaten van de punten van een projectief vliak. De pnégatie van ee(n,s)-verzameling in een projectieve ruimte
zal later van pas komen.

172 Definitie. Een(n,s)-verzamelingin een projectieve ruimterpl(IFq) is een verzameling van n punten zodat elke s
van hen projectief onafhankelijk zijn.

Voor d = 4 (één fout verbeteren, twee detecteren) gaan we dus dmzee(n, 3)-verzamelingen. Deze komen overeen
met verzamelingen van punten in een projectieve ruimte wasegeen drie collineair zijn.

173 Definitie. Een verzameling punten van de projectieve ruinite' @) waarin geen drie punten collineair zijn, heet
eenboogals r = 3 en eerkapvoor r > 3.

174 Stelling. Als d oneven is, bestaat er een binaire linedinek, d]-codeals en slechts al®r een binaire lineaire
[N+ 1,k,d + 1]-code bestaat.

Bewijs. We bewezen dit reeds in stelling (62). Je hoeft enkel te éeeifi dat de lineariteit bewaard blijft. O

175 Gevolg. Onderstel dat d even is. Dan gelden
(i) Bza(n,d)=By(n—1,d—1)en
(i) maxg_1(r,2) =maxg_»(r—1,2)+1
Bewijs. De eerste bewering volgt direct uit vorige stelling.

Als n < maxq_1(r,2) weten we dat er een binaife,n — r,d]-code bestaat. Vorige stelling geeft dan onmiddellijk een
[Nn—1,n—r,d—1]-code zodah— 1 < maxy_»(r — 1,2). O

176 Gevolg. Er geldtmax(r,2) = 2" 1.
Bewijs. We weten uit stelling (170) dat magt — 1,2) = 2'~1 — 1 zodat toepassing van vorig gevolg het resultaat ge&tt.

We zien dat de optimale binaire codes miet 4 deuitgebreide Hamming codegn. Dit zijn de gewone Hamming codes
Ham(r,2) met een pariteitscontrole toegevoegd (volgens het bewijstelling (174)).

Oefening. De rijen van de pariteitsmatrix van zulk een uitgebreide Hang code vormen een kapRi—1(F,) die bestaat
uit alle punten buiten een hyperviak.

Nu construeren we grote bogen in projectieve vlakken.

177 Stelling. Zij ay, a, ..., &-1 de niet-nulle elementen van een eindig lichaéyen beschouw de matrices

1 a a2
2 1 g
1 a & 1 a 2
1 a 2 2 5

=
o

'—\
£
i
o
.

o
o
r—\oo‘?m'\’"-

COoOR k-
owoﬂ?--
AR

De rijen van H vormen een boog ir?EFq) en als q even is vormen de rijen van ¢bk een boog in RIFq).



HOOFDSTUK 6. HET HOOFDPROBLEEM VAN DE LINEAIRE CODETHEORIE 6-3

Bewijs. Merk op dat vele deelmatrices vah “Vandermondematrices” zijn. Het is duidelijk dat de rang 4 drie
bedraagt.

In het even geval moeten we enkel nog de deelmatrices baldjieede bijkomende rif0, 1,0) bevatten. We berekenen

1 a @
det|1 a & | =af—a?=(a—aj)>#0
0 1 O

178 Gevolg.
maxs(3,q) > {q +1 voorgoneven
g+2 voorgeven

Opmerking. De boog meg+ 1 punten van vorige stelling is eigenlijk de projecti&egelsnedé(x,y,z) € P?(Fq) | xz=
¥y}
De geconstrueerde bogen zijn ook optimaal.

179 Stelling. Voor elke priemmacht g geldtax(3,q) < g+ 2. Als g oneven is, geldt bovendievax(3,q) < q+ 1.

Bewijs. Zijn .# een optimale boog iR?(Fg). Er geldt dug.#’| = max(3,q). Kiezen we een purp € %, dan zijn er
door p juist g+ 1 rechten inP?(IFq). Natuurlijk kan een rechte dogrten hoogste één bijkomend punt van de boég
bevatten. Hieruit volgt#’| < (q+1)+1=q+2.

Onderstel nu dag oneven is en ddt’#’| = g+ 2. Danmoetelke rechte door een pupte %" een tweede punt va”
bevatten. Bijgevolg zal elke rechte VBA(Fq) de boog#” ontmoeten in nul of twee punten. Nemen we een puntiten
2, dan zullen er bijvoorbeeltdrechten door de boog snijden in twee punten. Dit toont aan d&f| = 2t, maar we
hadden dat?’| = q+ 2, een oneven geta&,. O

Opmerking. Er bestaat ook een algebraisch bewijs van vorige stelitaar het is veel langer.

We hebben dus volgende stelling aangetoond.

180 Stelling.
g+1 voorgoneven
g+2 voorqeven

maxg(3,q) = {

In 1954 bewees ISGRE dat elke boog megj+ 1 punten in een projectief vIaRZ(IFq) met g oneven een kegelsnede is.
Bijgevolg zijn alle optimale bogen in dit geval projectiefigvalent. Er is dus ook een unieke optimale code.

In het even geval bestaan er optimale bogen die geen kedelsrzéin. Nog niet alle optimale bogen zijn gekend in
projectieve vlakken van even orde.

181 Stelling. Voor g een oneven priemmacht getatix (4, q) < o + 1.

Bewijs. Zij ¢ een optimale kap iﬁ’?’(IFq) en kies twee puntep; enp, op .#". We noteren de rechte dopg en p, met

L en merken op ddtN 2" = {p1, p2}. Onze ervaring met projectieve ruimten leert ons dat et @iis1 viakken zijn die

L omvatten. Elk vlak dook dat._#" snijdt in meer dan alleep; en p, moet.#” snijden in een boog. Dus bevat elk vlak
doorL ten hoogste+ 1 punten van#’. Hieruit volgt|.#7| < (q+1)(q—1)+2=¢?+ 1. O
We tonen nu dat er wel degelijk een kap rgét- 1 punten bestaat iﬁ3(Fq), metq oneven.

182 Stelling. Zij q een oneven priemmacht en b geen kwadra@yinDan is de verzameling
2= {(Xaya Zat) € Ps(Fq) | tz= X2 - byz}
een kap meti 1 punten.
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Bewijs. Stel eerst ever = 0. Dan zie je dat de punten va# met nullez-codrdinaat voldoen aaxt = by?. Alsy # 0

vinden web = (§)2 & Dus is het enige punt met nuliecodrdinaat in2 noodzakelijk(0,0,0,1). Voor alle andere
punten kunnen we= 1 nemen. We krijgen dus

2=1{(0,0,0,1)}U{(xy,1,x* —by?) | x,y € Fq}

Hieruit volgt |-2| = ¢ + 1.

Nu nog tonen daf geen drie collineaire punten bevat. Als één van die (0j6,0,1) is, moeten er dai, u,r,se Fq
bestaan mek (x,y,1,x% —by?) + (0,0,0,1) = (r,s,1,r? — bs?). Hiervoor moet zekek = 1 zijn, waaruit volgtr = x en
s=y.

Neem nu een rechte door twee puntery,1,x*> — by?) en (r,s,1,r’> — bs) van 2, verschillend van(0,0,0,1). Dan

moeten de codrdinaten van een zekere lineaire combiriatieaim voldoen aan de vergelijking di# bepaalt. We mogen
een coéfficiéent van de combinatie gelijk nemen aan 1 zogabekomen datl+ A)(x? — by? + Ar2 — Abs’) = (X +

Ar)2 —b(y+As)?, voor een niet-nulld . Hieruit volgt na vereenvoudiging dé&)z = b, een tegenspraak tengij= s
enx=r. (]

183 Gevolg. Voor g oneven geldhax(4,q) = ¢° + 1.

Voorbeeld. Nemen we in vorige stelling = 3 enb = —1, dan bekomen we een kap met tien punten. De pariteitsmatrixde
optimale[10, 6, 4]-code oveiFs is

0 0 0 1
0 0 1 O
0 1 1 1
0 -1 1 1
1 0O 1 1
1 1 1 -1
1 -1 1 -1
-1 0 1 1
-1 1 1 -1
-1 -1 1 -1

Opmerking. De verzameling? van stelling (182) is eigenlijk een projectieve kwadriekeZe kwadriek omvat geen
rechten en wordt daarom eelliptische kwadrielgenoemd (lijkt meer op een ellipsoide dan op een hypertheldie wel
rechten omvat).

In 1965 bewees BRLOTTI dat elke kap met? + 1 punten inP3(IFq) voor g oneven een elliptische kwadriek is. Alle
elliptische kwadrieken zijn projectief equivalent zodakdier de optimale kappen en codes op equivalentie na uniek
zijn.

Voor g > 2 even geldt ook dat mat,q) = g°+ 1. Het bewijs is een beetje moeilijker dan dat van stelling2jlen
werd voor het eerst gegeven dooviQT in 1952. In het even geval is nhog geen “stelling van Barlg#gkend. De beste
benadering is een stelling varRBWN. Zij .# een kap metj + 1 punten irP3(]Fq) metg even. In 1997 beweesR®WN

dat indien er minstens één viakbestaat waarvody N.# een kegelsnede is, de kaff een elliptische kwadriek moet
zijn.

Taak. Bewijs de gelijkheid max(4,q) = g+ 1 voorq even.

Met wat we weten over maxr, q) voorr = 2 of 3, kunnen we gemakkelijk volgende stelling bewijzen.

184 Stelling. Zij q een priemmacht.

. . . g2 voor4d<n<qg+1

i) Indien g onevenis, geldiggn,4) =

() q g th’] ) {qn4 V00rq+2<n<q2+l
g2 voord<n<q+2

i) Indi is, geldtfn, 4) =
(if) Indien g evenis, geldtfn,4) {q”“ Voor q3<n< g+ 1
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Het bepalen van maxr,q) voorr > 4 is veel moeilijker. In 1970 vondi LEGRINO kappen met 20 punten i*(F3).
Na een tijd kon hij ook bewijzen dat mg,3) = 20. Voor de volgende dimensie was het daarentegen gemijkiieeli
tonen dat may(6,3) < 56 maar het was pas in 1973 dat.H echt een kap met 56 punten kon construeren.

In 6 dimensies weet men enkel
112< maxg(7,3) < 137

Kappen en bogen zijn een zeer belangrijk onderzoeksgehiedl® eindige meetkunde. Een overzicht van het recent
onderzoek op dat gebied vind je in een arttkedn HRSCHFELD en STORME, twee wereldexperts.

1J.W.P. Hirschfeld and L. Storme. The packing problem inisttas, coding theory and finite projective spaces: updaf®12
http://cage.ugent.be/"1s/max2000finalprocfilejames.ps
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