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Alcune definizioni I
k campo fissato. Tutti gli spazi vettoriali sono intesi su k. ⊗ indica il tensore su k.

Definizione (Algebra)
Una (k-)algebra è uno spazio vettoriale A dotato di una unità u : k→ A e di una
moltiplicazione m : A⊗ A→ A tali che i seguenti diagrammi commutino:

A⊗ A⊗ A
m⊗A

��

A⊗m // A⊗ A
m
��

A⊗ A m
// A

k⊗ A u⊗A //

∼= ((

A⊗ A
m
��

A⊗ kA⊗uoo

∼=vvA

Definizione (Coalgebra)
Una (k-)coalgebra è uno spazio vettoriale C dotato di una counità ε : C → k e di
una comoltiplicazione ∆ : C → C ⊗ C tali che i seguenti diagrammi commutino:

(C ⊗ C)⊗ C C ⊗ CC⊗∆oo

C ⊗ C
∆⊗C

OO

C
∆

oo
∆

OO k⊗ C C ⊗ Cε⊗Coo C⊗ε // C ⊗ k

C
∆

OO

∼=

hh

∼=

66
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Alcune definizioni II

Definizione (Modulo)
Sia (A,m, u) un’algebra. Uno spazio vettoriale M è un A-modulo (destro) se è
dotato di un’azione µ : M ⊗ A→ M. I.e., il seguente diagramma commuta:

M ⊗ A⊗ A
µ⊗A ��

M⊗m // M ⊗ A
µ
��

M ⊗ kM⊗uoo

∼=vvM ⊗ A
µ

// M

Definizione (comodulo)
Sia (C ,∆, ε) una coalgebra. Uno spazio vettoriale N è un C -comodulo (destro) se
è dotato di una coazione ρ : N → N ⊗ C . I.e., il seguente diagramma commuta:

N ⊗ C ⊗ C N ⊗ CN⊗∆oo N⊗ε // N ⊗ k

N ⊗ C
ρ⊗C
OO

N
ρ

OO

ρ
oo

∼=

66
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Bialgebre: definizione e proprietà elementari

Proposizione
Una bialgebra è uno spazio vettoriale B dotato di una struttura di algebra (B,m, u)
e di coalgebra (B,∆, ε) che soddisfino una delle seguenti proprietà equivalenti:

∆ e ε sono morfismi di algebre;
m e u sono morfismi di coalgebre.

(B,m, u,∆, ε) bialgebra. M, N in MB := {B-moduli destri}.
M ⊗ N diventa B-modulo attraverso ∆: µ⊗((m ⊗ n)⊗ b) = (m ⊗ n) ·∆(b).
k diventa B-modulo attraverso ε: µk(k ⊗ b) = k ε(b).

Sweedler’s Sigma Notation (variante)

∆(x) =
∑
(x)

x(1) ⊗ x(2) =: x1 ⊗ x2 e ρ(n) =
∑
(n)

n(0) ⊗ n(1) =: n0 ⊗ n1.

Esempio

(m ⊗ n) ·∆(b) = (m · b1)⊗ (n · b2)
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La teoria classica - Moduli di Hopf
Sia (B,m, u,∆, ε) una bialgebra. (B,m) è B-modulo destro e ((B,m),∆, ε) è una
coalgebra in MB. Dunque ha senso considerare MB

B := (MB)B.

Definizione (Moduli di Hopf [Larson e Sweedler, 1969])
Un modulo di Hopf su B è uno spazio vettoriale M dotato di due strutture
µ : M ⊗ B → M e ρ : M → M ⊗ B che siano compatibili. I.e.:

(m · b)0 ⊗ (m · b)1 = ρ(m · b) = ρ(m) ·∆(b) = m0 · b1 ⊗m1b2.

Lemma
Sia V uno spazio vettoriale. V ⊗ B è un modulo di Hopf con strutture:

(v ⊗ b) · x := v ⊗ (bx) e ρ(v ⊗ b) = (v ⊗ b1)⊗ b2.

Definizione (Spazio dei coinvarianti)
Lo spazio dei coinvarianti di un modulo di Hopf M è lo spazio vettoriale

MCoB := {m ∈ M | ρ(m) = m ⊗ 1} .
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La teoria classica - Moduli e algebre di Hopf

Teorema
Sia (B,m, u,∆, ε) una bialgebra. ∀M di Hopf si ha un morfismo naturale:

εM : MCoB ⊗ B → M : m ⊗ b 7→ m · b

Definizione (Algebre di Hopf [Sweedler, 1969])
(B,m, u,∆, ε) bialgebra. ∀ f , g ∈ homk(B,B) =: H definiamo

f ∗ g := m ◦ (f ⊗ g) ◦∆.

Allora (H, ∗, u ◦ ε) è un’algebra associativa e unitaria.
s ∈ H tale che s ∗ IdB = u ◦ ε = IdB ∗ s prende il nome di antipode per B.
Una bialgebra con antipode è un’algebra di Hopf.

Proposizione
L’antipode, se esiste, è unico.
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La teoria classica - Il Teorema di Struttura

Teorema (di Struttura per moduli di Hopf [Larson e Sweedler, 1969])
Sia (H,m, u,∆, ε) una bialgebra. TFAE:

H è un’algebra di Hopf con antipode s;
εM : MCoB ⊗ B → M : m ⊗ b 7→ m · b è un isomorfismo ∀M modulo di Hopf.

Cenno di dimostrazione.
Si consideri la proiezione:

τM : M → MCoH : m 7→ m0 · s(m1)

Si dimostra che
ψM := (τM ⊗ H) ◦ ρM

è l’inversa di εM , ∀M ∈MH
H .
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Quasi-bialgebre e quasi-bimoduli di Hopf

Definizione (Quasi-bialgebra [Drinfel’d, 1989])
Una quasi-bialgebra (A,m, u,∆, ε,Φ) è il dato di:

Un’algebra associativa e unitaria (A,m, u).
Due morfismi di algebre ∆: A→ A⊗ A e ε : A→ k.
Un elemento invertibile Φ ∈ A⊗ A⊗ A, il riassociatore, che soddisfa:

(A⊗ A⊗∆)(Φ) · (∆⊗ A⊗ A)(Φ) = (1⊗ Φ) · (A⊗∆⊗ A)(Φ) · (Φ⊗ 1),

(A⊗ ε⊗ A)(Φ) = 1⊗ 1.

tali che ε sia counità per ∆ e Φ · ((∆⊗ A) ◦∆) = ((A⊗∆) ◦∆) · Φ.

Proposizione
(A,m,m) è A-bimodulo e ((A,m,m),∆, ε) è coalgebra coassociativa in AMA.

Definizione (Quasi-bimoduli di Hopf [Hausser e Nill, 1999])
I quasi-bimoduli di Hopf su A sono gli A-comoduli in AMA, i.e.: AM

A
A := (AMA)A.
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Quasi-algebre di Hopf

Definizione (Quasi-algebra di Hopf [Drinfel’d, 1989])
Una quasi-bialgebra (A,m, u,∆, ε,Φ) si dice quasi-algebra di Hopf se ammette un
antiendomorfismo s e due elementi privilegiati α e β tali che:

s(a1)αa2 = α ε(a) a1βs(a2) = β ε(a)

Φ1βs(Φ2)αΦ3 = 1 s(φ1)αφ2βs(φ3) = 1

La terna (s, α, β) prende il nome di quasi-antipode.

Teorema (Hausser e Nill, 1999)
Sia (H,∆, ε,Φ, s, α, β) una quasi-algebra di Hopf con s invertibile e sia M un
quasi-bimodulo di Hopf su H. Definiamo, per ogni m ∈ M e a ∈ H,
E (m) := Φ1 ·m0 · βs

(
s−1(αΦ3)Φ2m1

)
, a .m := E (a ·m), MCoH := E (M)

e dotiamo MCoH di struttura di H-modulo sinistro mediante .. Allora:
ν : MCoH ⊗ H → M : m ⊗ h 7→ m · h

è un isomorfismo di quasi-bimoduli di Hopf con inversa: ν−1(m) = E (m0)⊗m1.
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Moduli sinistri e quasi-bimoduli di Hopf

Teorema
Sia (A,m, u,∆, ε,Φ) quasi-bialgebra e sia A+ := ker(ε). Sia anche M := M

MA+

A-modulo sinistro, ∀M ∈ AM
A
A. Per ogni M quasi-bimodulo di Hopf si ha un

morfismo naturale:
ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1.

Teorema (di Equivalenza)
Sia (A,m, u,∆, ε,Φ) una quasi-bialgebra. TFAE:

1 ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1 è un isomorfismo ∀M ∈ AM
A
A;

2 ∀M ∈ AM
A
A, esiste una trasformazione lineare τ̃M : M → M tale che, ∀m ∈ M

(i) τ̃M(m0) · m1 = m
(ii) τ̃M(m)0 ⊗ τ̃M(m)1 = m ⊗ 1
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Il preantipode

Definizione (Preantipode)
Un preantipode per una quasi-bialgebra (A,∆, ε,Φ) è una trasformazione lineare
S : A→ A che soddisfa:
(P1) b1S(ab2) = S(a)ε(b), ∀ a, b ∈ A; a=1

 b1S(b2) = S(1)ε(b)

(P2) S(a1b)a2 = ε(a)S(b), ∀ a, b ∈ A;
(P3) Φ1S(Φ2)Φ3 = 1, dove Φ = Φ1 ⊗ Φ2 ⊗ Φ3.

Se S è un preantipode per A e M ∈ AM
A
A, allora l’applicazione:

τM : M → M : m 7→ Φ1 ·m0 · S(Φ2m1)Φ3

soddisfa τM(m · a) = τM(m) ε(a). In particolare passa al quoziente M.

Teorema
La trasformazione lineare τ̃M : M → M definita da τ̃M(m) := τM(m) soddisfa (i) e
(ii) del Teorema di Equivalenza.
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La costruzione del preantipode

Supponiamo che ηM sia un isomorfismo ∀M ∈ AM
A
A. Poniamo A⊗̂A := ◦A• ⊗ •A•

•
quasi-bimodulo di Hopf e consideriamo l’isomorfismo:

η̂ := ηA⊗A : A⊗̂A→ A⊗̂A⊗ A : a ⊗ b 7→ aΦ1 ⊗ b1Φ2 ⊗ b2Φ3

∀ a ∈ A, S(a) := (A⊗ ε)η̂−1(1⊗ a ⊗ 1) definisce un preantipode
∀ a, b ∈ A, ξ(a ⊗ b) := (A⊗ ε)η̂−1(a ⊗ b ⊗ 1) soddisfa ξ(a ⊗ b) = aS(b).
Il preantipode, se esiste, è unico.

Teorema (Teorema di Struttura per quasi-bimoduli di Hopf)
Sia (A,∆, ε,Φ) una quasi-bialgebra. TFAE:

1 ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1 è un isomorfismo ∀M ∈ AM
A
A.

2 A ammette un preantipode.
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I risultati classici rivisitati

Caso Hopf
Sia (H, s) un’algebra di Hopf ordinaria.

(H,∆, ε, 1⊗ 1⊗ 1, s) è una quasi-bialgebra con preantipode S := s.
Sia M ∈MH

H . Si dimostra che M e MCoH (ordinario) sono isomorfi.
Le trasformazioni τ coincidono.

In questo caso, il Teorema di Struttura per quasi-bimoduli di Hopf si riduce al
tradizionale Teorema di Struttura per moduli di Hopf.

Caso quasi-Hopf
1 Ogni quasi-Hopf (H,∆, ε,Φ, s, α, β) ammette preantipode S(·) := βs(·)α.
2 Se inoltre s è invertibile, allora τ coincide con la proiezione E definita da

Hausser e Nill:
τ(m) = Φ1 ·m0 · βs(Φ2m1)αΦ3 = Φ1 ·m0 · βs(s−1(αΦ3)Φ2m1) = E (m).

Si riconduce il loro risultato al Teorema di Struttura per quasi-bimoduli di Hopf.
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Dal preantipode al quasi-antipode

In alcuni casi si può invertire l’ultima proposizione: esistono quasi-bialgebre per cui
l’esistenza del preantipode implica quella del quasi-antipode.

Proposizione
Sia (A,∆, ε,Φ,S) quasi-bialgebra con preantipode. Se Φ ∈ Z(A⊗ A⊗ A) allora:

A è Hopf ordinaria con s(a) = Φ1S(aΦ2)Φ3.
(A,∆, ε,Φ, s, 1,S(1)) è una quasi-algebra di Hopf.

Teorema (Schauenburg, 2004)
Sia (A,∆, ε,Φ) una quasi-bialgebra di dimensione finita. TFAE:

1 A è una quasi-algebra di Hopf.
2 ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1 è un isomorfismo ∀M ∈ AM

A
A.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 15 / 19



Dal preantipode al quasi-antipode

In alcuni casi si può invertire l’ultima proposizione: esistono quasi-bialgebre per cui
l’esistenza del preantipode implica quella del quasi-antipode.

Proposizione
Sia (A,∆, ε,Φ,S) quasi-bialgebra con preantipode. Se Φ ∈ Z(A⊗ A⊗ A) allora:

A è Hopf ordinaria con s(a) = Φ1S(aΦ2)Φ3.
(A,∆, ε,Φ, s, 1,S(1)) è una quasi-algebra di Hopf.

Teorema (Schauenburg, 2004)
Sia (A,∆, ε,Φ) una quasi-bialgebra di dimensione finita. TFAE:

1 A è una quasi-algebra di Hopf.
2 ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1 è un isomorfismo ∀M ∈ AM

A
A.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 15 / 19



Dal preantipode al quasi-antipode

In alcuni casi si può invertire l’ultima proposizione: esistono quasi-bialgebre per cui
l’esistenza del preantipode implica quella del quasi-antipode.

Proposizione
Sia (A,∆, ε,Φ,S) quasi-bialgebra con preantipode. Se Φ ∈ Z(A⊗ A⊗ A) allora:

A è Hopf ordinaria con s(a) = Φ1S(aΦ2)Φ3.
(A,∆, ε,Φ, s, 1,S(1)) è una quasi-algebra di Hopf.

Teorema (Schauenburg, 2004)
Sia (A,∆, ε,Φ) una quasi-bialgebra di dimensione finita. TFAE:

1 A è una quasi-algebra di Hopf.
2 ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1 è un isomorfismo ∀M ∈ AM

A
A.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 15 / 19



Dal preantipode al quasi-antipode

In alcuni casi si può invertire l’ultima proposizione: esistono quasi-bialgebre per cui
l’esistenza del preantipode implica quella del quasi-antipode.

Proposizione
Sia (A,∆, ε,Φ,S) quasi-bialgebra con preantipode. Se Φ ∈ Z(A⊗ A⊗ A) allora:

A è Hopf ordinaria con s(a) = Φ1S(aΦ2)Φ3.
(A,∆, ε,Φ, s, 1,S(1)) è una quasi-algebra di Hopf.

Teorema (Schauenburg, 2004)
Sia (A,∆, ε,Φ) una quasi-bialgebra di dimensione finita. TFAE:

1 A è una quasi-algebra di Hopf.
2 ηM : M → M ⊗ A : m 7→ m0 ⊗m1 è un isomorfismo ∀M ∈ AM

A
A.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 15 / 19



Una traccia di dimostrazione

η̂ : A⊗ A→ A⊗ A⊗ A isomorfismo di A-moduli sinistri.

dimk(A) <∞⇒ A⊗ Adim(A) ∼= Adim(A) come A-moduli sinistri.
Per Krull-Schmidt, ∃ γ̃ : A⊗ A ∼−→ A di A-moduli sinistri.
Sia γ(a) := γ̃(1⊗ a), ∀ a ∈ A. Si prova che valgono:

γ̃(a ⊗ b) = aγ(b) e a1γ(a2) = ε(a)γ(1).
A⊗ A è A⊗ A-modulo sinistro ⇒ A è A⊗ A-modulo sinistro via γ̃.
∃ s : A→ A antiendomorfismo per cui l’azione del fattore destro è della forma:

x I a = as(x).

β := γ(1). Si costruisce l’isomorfismo θ := (γ̃ ⊗ A) ◦ η̂,

θ : ◦A• ⊗ •A•
• → •(sA)◦ ⊗ •A•

• : a ⊗ b 7→ aΦ1βs(b1Φ2)⊗ b2Φ3

α := (A⊗ ε)(θ−1(1⊗ 1)). Si prova che (s, α, β) è un quasi-antipode. �
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Ricostruire il quasi-antipode
Si confrontino:

γ̃(a ⊗ b) = aγ(b) ξ(a ⊗ b) = aS(b)

a1γ(a2) = ε(a)γ(1) a1S(a2) = ε(a)S(1)

A posteriori, la differenza sostanziale risiede in:

γ̃(a ⊗ b) = aβs(b) mentre ξ(a ⊗ b) = aβs(b)α

e α non è necessariamente invertibile.

Proposizione
Se ξ è biunivoca, allora (s, 1, S(1)) è quasi-antipode con s(a) = 11S(a12), ∀ a ∈ A,
dove 11 ⊗ 12 = ξ−1(1) (senza ipotesi sulla dimensione di A).

Corollario
Se (A,∆, ε,Φ, s, α, β) è quasi-Hopf di dimensione finita e α è invertibile, allora ξ è
biunivoca e si può ricostruire il quasi-antipode.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 17 / 19



Ricostruire il quasi-antipode
Si confrontino:

γ̃(a ⊗ b) = aγ(b) ξ(a ⊗ b) = aS(b)

a1γ(a2) = ε(a)γ(1) a1S(a2) = ε(a)S(1)

A posteriori, la differenza sostanziale risiede in:

γ̃(a ⊗ b) = aβs(b) mentre ξ(a ⊗ b) = aβs(b)α

e α non è necessariamente invertibile.

Proposizione
Se ξ è biunivoca, allora (s, 1, S(1)) è quasi-antipode con s(a) = 11S(a12), ∀ a ∈ A,
dove 11 ⊗ 12 = ξ−1(1) (senza ipotesi sulla dimensione di A).

Corollario
Se (A,∆, ε,Φ, s, α, β) è quasi-Hopf di dimensione finita e α è invertibile, allora ξ è
biunivoca e si può ricostruire il quasi-antipode.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 17 / 19



Ricostruire il quasi-antipode
Si confrontino:

γ̃(a ⊗ b) = aγ(b) ξ(a ⊗ b) = aS(b)

a1γ(a2) = ε(a)γ(1) a1S(a2) = ε(a)S(1)

A posteriori, la differenza sostanziale risiede in:

γ̃(a ⊗ b) = aβs(b) mentre ξ(a ⊗ b) = aβs(b)α

e α non è necessariamente invertibile.

Proposizione
Se ξ è biunivoca, allora (s, 1, S(1)) è quasi-antipode con s(a) = 11S(a12), ∀ a ∈ A,
dove 11 ⊗ 12 = ξ−1(1) (senza ipotesi sulla dimensione di A).

Corollario
Se (A,∆, ε,Φ, s, α, β) è quasi-Hopf di dimensione finita e α è invertibile, allora ξ è
biunivoca e si può ricostruire il quasi-antipode.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 17 / 19



Ricostruire il quasi-antipode
Si confrontino:

γ̃(a ⊗ b) = aγ(b) ξ(a ⊗ b) = aS(b)

a1γ(a2) = ε(a)γ(1) a1S(a2) = ε(a)S(1)

A posteriori, la differenza sostanziale risiede in:

γ̃(a ⊗ b) = aβs(b) mentre ξ(a ⊗ b) = aβs(b)α

e α non è necessariamente invertibile.

Proposizione
Se ξ è biunivoca, allora (s, 1, S(1)) è quasi-antipode con s(a) = 11S(a12), ∀ a ∈ A,
dove 11 ⊗ 12 = ξ−1(1) (senza ipotesi sulla dimensione di A).

Corollario
Se (A,∆, ε,Φ, s, α, β) è quasi-Hopf di dimensione finita e α è invertibile, allora ξ è
biunivoca e si può ricostruire il quasi-antipode.

Paolo Saracco (Università di Torino) Preantipode e Teorema di Struttura 9 Dicembre 2014 17 / 19



Esempio (Etingof e Gelaki)
Sia C2 = 〈g〉 gruppo ciclico di ordine 2 e sia H(2) := kC2 la bialgebra di gruppo su
C2 (char(k) 6= 2) con operazioni:

m(p ⊗ q) = pq, u(1k) = 1C2 , ∆(p) = p ⊗ p, ε(p) = 1k

∀ p, q ∈ C2. Consideriamo il riassociatore non banale:

Φ := (1⊗ 1⊗ 1)− 2(λ⊗ λ⊗ λ)

(
λ :=

1
2 (1− g)

)
.

(H(2),∆, ε,Φ, IdH(2), g , 1) è una quasi-algebra di Hopf.

S : H(2)→ H(2) : z 7→ zg

definisce un preantipode per H(2).

ξ : H(2)⊗ H(2)→ H(2) : x ⊗ y 7→ xyg

è invertibile con ξ−1(x) = x ⊗ g .
Un quasi-antipode per H(2) è dato allora da (IdH(2), 1, g).
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