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** k un campo fissato (e.g. Q,R,C o anche Z,,).

* A una k-algebra: anello dotato di un morfismo di anelli
u:k — A tale che u(x) € Z(A) per ogni x € k (e.g. k su
k, C[X] su C o Mat,(Z,) su Z,).

o dimg(A) =t < ooe A=Span,{ey,..., e}

Per ogni a € A, esistono scalari /7, r7; in k tali che

t t
ae; = Z l,f’,-ek e €a= Z r,fkek, Vi<i<t
k=1 k=1

Lemma
A A= Mat(k), a (1), p: A= Maty(k), ar (r)
sono morfismi di algebre.

Questione (Frobenius): Quando A e p sono equivalenti?
Cioe , U € GL,(k) tale che p(a) = UX(a)U™* per ogni a € A.
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Le prime risposte

Teorema

Le seguenti affermazioni sono equivalenti

(1) A e p sono equivalenti,

(2) 3B :Ax A— Kk bilineare tale che B(ab,c) = [(a, bc)
e se f(a,A) =00 f(A,a) =0 allora a =0,

(3) JeeAe=) eV e® c A® A tali che

ac=ea e ) ¢ (e(1 ) e®=1=Y ee (6(2))

Se A soddisfa una qualsiasi delle proprieta precedenti allora
é chiamata algebra di Frobenius. Ad esempio, A = Mat, (k).
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Sia f : A — B un morfismo di anelli. Diciamo che B & una
estensione di Frobenius di A se

(a) IE: B— A, A-bilineare,
(b) I{x;,yi |i=1,...,n} in B tali che

ZE(ax,-)y,-:a:Zx,-E(y;a) Vae A

Una k algebra A e di Frobenius se e solo se |'estensione
u:k — A e di Frobenius.
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o f:A— Bdianelli
* L:=—®a B:Modsy — Modg estensione degli scalari
** R :=(—)r: Modg — Mod, restrizione degli scalari
o VM € Mods, N € Modg abbiamo

Homg (M ®4 B, N) <—— Homa (M, Nf)

pr————>[m— o(m®alp)]

[m ©a b= ¢(m)b] «—————¢
Cioe , il funtore L é aggiunto sx al funtore R.
Teorema (Morita, 1965)
f : A— B é di Frobenius se e solo se vale anche
Homa (Ng, M) = Homg (N, M ®4 B) ,
cioé , L é anche aggiunto dx di R.
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*+ Dati F,G : C — D, una trasformazione naturale n da F a
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F(C) —+-9(C)



* L :C — D é aggiunto sinistro a R : D — C se esiste
Homyp (L(C), D) = Hom¢ (C, R(D)) vC,D

naturalein C€Ce D € D.

7/16



* L :C — D é aggiunto sinistro a R : D — C se esiste
Homyp (L(C), D) = Hom¢ (C, R(D)) vC,D
naturale in C € C e D € D. Equivalentemente, se esistono
n:lde—=RL e €e:LR —ldp

naturali tali che per ogni C € C,D € D

€L(C)
e

LRL(C) L £(C) RLR(D) 22

o o
ﬁ(nc)T - ﬂR(D)T /

£(C) R(D)

R(D)

7/16



* L :C — D é aggiunto sinistro a R : D — C se esiste
Homyp (L(C), D) = Hom¢ (C, R(D)) vC,D
naturale in C € C e D € D. Equivalentemente, se esistono
n:lde—=RL e €e:LR —ldp

naturali tali che per ogni C € C,D € D

LRL(C) L £(0) RLR(D) 22 R (D)
ﬂ(nC)T ; o ﬂR(D)T U/7
L(C) R(D)

* [ & una equivalenza di categorie con quasi-inversa R se
Nc e €p sono isomorfismi per ogni C € C,D € D.

7/16



* L :C — D é aggiunto sinistro a R : D — C se esiste
Homyp (L(C), D) = Hom¢ (C, R(D)) vC,D
naturale in C € C e D € D. Equivalentemente, se esistono
n:lde—=RL e €e:LR —ldp

naturali tali che per ogni C € C,D € D

LRL(C) L £(0) RLR(D) 22 R (D)
ﬂ(nC)T ; o ﬂR(D)T U/7
L(C) R(D)

* [ & una equivalenza di categorie con quasi-inversa R se
Nc e €p sono isomorfismi per ogni C € C,D € D.

o F :C — D & un funtore di Frobenius se ammette un
aggiunto G sia sinistro che destro.
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Una bialgebra & un'algebra di Hopf sse esiste S : H — H t.c.
mo(S®@H)oA=uoe=mo(H®S)oA.

o+ k[M)] & algebra di Hopf sse M & gruppo.
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Bialgebre e moduli di Hopf

** Un modulo (sx) su H & uno spazio vettoriale M su k con
w:H®M — M lineare tale che

HoHo M2 He MEEM

| | O

H&® M M

** Un comodulo (sx) su H & uno spazio vettoriale N su k con
d0: N —= H® N lineare tale che

HoHeo NI o N2 N

T
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Moduli di Hopf

*+* Un modulo di Hopf (sx) M su H & un modulo ed un
comodulo allo stesso tempo tale che

HoM a M
H®5\L \Lé
HRH®M o Ho M
A®H®M\L Tm®#
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Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)

H é algebra di Hopf sse M = H @ M<" per ogni M € fMod,
dove M" .= {me M | §(m) =1 m}.

_ HMod N y
miM—-HeM WiV = (HeV)e
, O <H§—> (—)er

cv  Ho VS Op 0 H® MeH — M

Vecy

H & Hopf sse H ® — & un’equivalenza, sse n o 6 & iso.
Questione: E se invece H ® — fosse solo Frobenius?
* Equivalentemente: e se 0 = v~ o n<°H,
om: M M, m— m,

fosse un isomorfismo per ogni M? e
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Assumiamo o, esista. H® H:= H® H con

a-(x@y)=Aa)(x@y) e d(x@y)=Ax)@y.

Lemma
S: H— H definita da S(x) := (@ H) (0,5, (x® T)).
(1 5(1)=1 e ¢coS=c¢,

)
(2) Som=m*o(S®S) e AoS=(5®S)o0A%”,
(3) mo(S®H)oA=uoce

quindi H e algebra di Hopf sinistra.
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e H é un'algebra di Hopf sinistra con antipodo sinistro S che
e sia anti-moltiplicativo che anti-comoltiplicativo.

e H® — é un funtore di Frobenius.

® oush € invertibile.

Teorema

Le seguenti affermazioni sono equivalenti
e H é Hopf.

® 0,5 €invertibilee o8, e suriettiva ony, , € iniettiva.
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Secondo esempio

Esempio (Lauve, Taft [LT])
qg € C*

C<X117 X127 X21; X22>

Xo1X11 — qX11Xo1, XooXi1 — X2 Xo1 — 1
X Xi2 — qX12 X2, Xo1X12 — qX11 X2 — g

SL,(2) ==

e un'algebra di Hopf sinistra che NON & un'algebra di Hopf.

[LT] A. Lauve, E. J. Taft, A class of left quantum groups modeled after SLq(n),
J. Pure Appl. Algebra 208(3) (2007).
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Secondo esempio

Esempio (Lauve, Taft [LT])
qg € C*

C<X117 X127 X21; X22>

SL,(2) ==
< Xo1X11 — qX11Xo1, XooXi1 — X2 Xo1 — 1 >

X Xi2 — qX12 X2, Xo1X12 — qX11 X2 — g

e un'algebra di Hopf sinistra che NON & un'algebra di Hopf.

&+ Esistono bialgebre B per cui B ® — & Frobenius ma non
un'equivalenza.

[LT] A. Lauve, E. J. Taft, A class of left quantum groups modeled after SLq(n),
J. Pure Appl. Algebra 208(3) (2007).
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