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La questione originale di Frobenius
û k un campo fissato (e.g. Q,R,C o anche Zp).
û A una k-algebra: anello dotato di un morfismo di anelli

u : k→ A tale che u(x) ∈ Z(A) per ogni x ∈ k (e.g. k su
k, C[X ] su C o Matn(Zp) su Zp).

û dimk(A) = t <∞ e A = Spank {e1, . . . , et}.
Per ogni a ∈ A, esistono scalari lai ,j , r a

i ,j in k tali che

aei =
t∑

k=1
lak,iek e eia =

t∑
k=1

r a
i ,kek , ∀ 1 ≤ i ≤ t

Lemma
λ : A→ Matt(k), a 7→

(
l (a)
i ,j

)
, ρ : A→ Matt(k), a 7→

(
r (a)
i ,j

)
sono morfismi di algebre.

Questione (Frobenius): Quando λ e ρ sono equivalenti?
Cioè , ∃U ∈ GLn(k) tale che ρ(a) = Uλ(a)U−1 per ogni a ∈ A.
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Le prime risposte

Teorema
Le seguenti affermazioni sono equivalenti

λ e ρ sono equivalenti,(1)
∃ β : A× A→ k bilineare tale che β(ab, c) = β(a, bc)(2)

e se β(a,A) = 0 o β(A, a) = 0 allora a = 0,
∃ ε ∈ A∗, e =

∑
e(1) ⊗ e(2) ∈ A⊗ A tali che(3)

ae = ea e
∑

ε
(
e(1)

)
e(2) = 1 =

∑
e(1)ε

(
e(2)

)
.

Se A soddisfa una qualsiasi delle proprietà precedenti allora
è chiamata algebra di Frobenius. Ad esempio, A = Matn(k).
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La prima estensione: da campo ad anello

Definizione (Kasch, 1954)
Sia f : A→ B un morfismo di anelli. Diciamo che B è una
estensione di Frobenius di A se
(a) ∃E : B → A, A-bilineare,
(b) ∃ {xi , yi | i = 1, . . . , n} in B tali che∑

i
E (axi)yi = a =

∑
i
xiE (yia) ∀ a ∈ A

Una k algebra A è di Frobenius se e solo se l’estensione
u : k→ A è di Frobenius.
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La seconda estensione: da anelli a funtori
û f : A→ B di anelli
û L := −⊗A B : ModA → ModB estensione degli scalari
û R := (−)f : ModB → ModA restrizione degli scalari
û ∀M ∈ ModA,N ∈ ModB abbiamo

HomB (M ⊗A B,N) oo
∼= // HomA (M,Nf )

ϕ � // [m 7→ ϕ(m ⊗A 1B)]
[m ⊗A b 7→ ψ(m)b] ψ�oo

Cioè , il funtore L è aggiunto sx al funtore R.

Teorema (Morita, 1965)
f : A→ B è di Frobenius se e solo se vale anche

HomA (Nf ,M) ∼= HomB (N ,M ⊗A B) ,
cioè , L è anche aggiunto dx di R.
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Un po’ di categorie
û Una categoria C è una collezione di oggetti e di morfismi

tra questi (soddisfacenti certe proprietà ). Ad esempio, i
moduli su un anello ed i rispettivi morfismi lineari.

û Un funtore F : C → D è un morfismo di categorie:
assegna oggetti a oggetti, morfismi a morfismi e rispetta le
proprietà . E.g., il funtore −⊗A B che manda A-moduli M
in B-moduli M ⊗A B e morfismi A-lineari f : M → M ′ in
morfismi B-lineari f ⊗A B : M ⊗A B → M ′ ⊗A B.

û Dati F ,G : C → D, una trasformazione naturale η da F a
G è una famiglia {ηC : F(C)→ G(C) | C ∈ C} tale che

F(C) ηC //

F(f )
��

	

G(C)
G(f )
��

F(C ′) ηC′
// G(C ′)

∀ f : C → C ′ in C.
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û L : C → D è aggiunto sinistro a R : D → C se esiste

HomD (L(C),D) ∼= HomC (C ,R(D)) ∀C ,D

naturale in C ∈ C e D ∈ D. Equivalentemente, se esistono

η : IdC → RL e ε : LR → IdD

naturali tali che per ogni C ∈ C,D ∈ D

LRL(C)
	

εL(C) // L(C) RLR(D) R(εD) //

	

R(D)

L(C)

L(ηC )

OO

=

99

R(D)

ηR(D)

OO

=

99

û L è una equivalenza di categorie con quasi-inversa R se
ηC e εD sono isomorfismi per ogni C ∈ C,D ∈ D.

û F : C → D è un funtore di Frobenius se ammette un
aggiunto G sia sinistro che destro.
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aggiunto G sia sinistro che destro.
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Algebre di Hopf (e gruppi)
û (M, µ, e) monoide affine e k[M] anello delle coordinate.
û Per precomposizione,

• µ induce ∆ : k[M]→ k[M ×M] ∼= k[M]⊗ k[M];
• e induce ε : k[M]→ k.

Definizione
Una bialgebra è un’algebra H con ∆:H → H⊗H , ε :H → k t.c.

(∆⊗ H) ◦∆ = (H ⊗∆) ◦∆ e
(ε⊗ H) ◦∆ = H = (H ⊗ ε) ◦∆.

Una bialgebra è un’algebra di Hopf sse esiste S : H → H t.c.

m ◦ (S ⊗ H) ◦∆ = u ◦ ε = m ◦ (H ⊗ S) ◦∆.

û k[M] è algebra di Hopf sse M è gruppo.
8 / 16
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Bialgebre e moduli di Hopf

û Un modulo (sx) su H è uno spazio vettoriale M su k con
µ : H ⊗M → M lineare tale che

H ⊗ H ⊗M H⊗µ //

m⊗M
��

	

H ⊗M
µ
��

	
M

=
zz

u⊗Moo

H ⊗M µ //M

û Un comodulo (sx) su H è uno spazio vettoriale N su k con
δ : N → H ⊗ N lineare tale che

H ⊗ H ⊗ N
	

H ⊗ NH⊗δoo ε⊗N //
	

N

H ⊗ N
∆⊗N

OO

Nδoo

δ

OO

=

::
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Moduli di Hopf

û Un modulo di Hopf (sx) M su H è un modulo ed un
comodulo allo stesso tempo tale che

H ⊗M µ //

H⊗δ
��

	

M
δ
��

H ⊗ H ⊗M
∆⊗H⊗M

��

H ⊗M

H ⊗ H ⊗ H ⊗M
H⊗τ⊗M

// H ⊗ H ⊗ H ⊗M
m⊗µ
OO
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Teorema di Struttura
Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)
H è algebra di Hopf sse M ∼= H ⊗McoH per ogni M ∈ H

HMod,
dove McoH := {m ∈ M | δ(m) = 1⊗m}.

ηM : M → H ⊗M

εV : H ⊗ V
∼=→ V

H
HMod

(−)coH

~~
Veck

H⊗−

OO γV : V
∼=→ (H ⊗ V )coH

θM : H ⊗McoH → M

H è Hopf sse H ⊗− è un’equivalenza, sse η o θ è iso.
Questione: E se invece H ⊗− fosse solo Frobenius?

û Equivalentemente: e se σ = γ−1 ◦ ηcoH ,
σM : McoH → M,m 7→ m,

fosse un isomorfismo per ogni M? 11 / 16



Teorema di Struttura
Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)
H è algebra di Hopf sse M ∼= H ⊗McoH per ogni M ∈ H

HMod,
dove McoH := {m ∈ M | δ(m) = 1⊗m}.

ηM : M → H ⊗M

εV : H ⊗ V
∼=→ V

H
HMod

(−)coH

~~
Veck

H⊗−

OO γV : V
∼=→ (H ⊗ V )coH

θM : H ⊗McoH → M

H è Hopf sse H ⊗− è un’equivalenza, sse η o θ è iso.
Questione: E se invece H ⊗− fosse solo Frobenius?

û Equivalentemente: e se σ = γ−1 ◦ ηcoH ,
σM : McoH → M,m 7→ m,

fosse un isomorfismo per ogni M? 11 / 16



Teorema di Struttura
Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)
H è algebra di Hopf sse M ∼= H ⊗McoH per ogni M ∈ H

HMod,
dove McoH := {m ∈ M | δ(m) = 1⊗m}.

ηM : M → H ⊗M

εV : H ⊗ V
∼=→ V

H
HMod

(−)coH

~~
(−)

  
Veck

H⊗−

OO γV : V
∼=→ (H ⊗ V )coH

θM : H ⊗McoH → M

H è Hopf sse H ⊗− è un’equivalenza, sse η o θ è iso.
Questione: E se invece H ⊗− fosse solo Frobenius?

û Equivalentemente: e se σ = γ−1 ◦ ηcoH ,
σM : McoH → M,m 7→ m,

fosse un isomorfismo per ogni M? 11 / 16



Teorema di Struttura
Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)
H è algebra di Hopf sse M ∼= H ⊗McoH per ogni M ∈ H

HMod,
dove McoH := {m ∈ M | δ(m) = 1⊗m}.

ηM : M → H ⊗M

εV : H ⊗ V
∼=→ V

H
HMod

(−)coH

~~
(−)

  
Veck

H⊗−

OO γV : V
∼=→ (H ⊗ V )coH

θM : H ⊗McoH → M

H è Hopf sse H ⊗− è un’equivalenza, sse η o θ è iso.
Questione: E se invece H ⊗− fosse solo Frobenius?

û Equivalentemente: e se σ = γ−1 ◦ ηcoH ,
σM : McoH → M,m 7→ m,

fosse un isomorfismo per ogni M? 11 / 16



Teorema di Struttura
Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)
H è algebra di Hopf sse M ∼= H ⊗McoH per ogni M ∈ H

HMod,
dove McoH := {m ∈ M | δ(m) = 1⊗m}.

ηM : M → H ⊗M

εV : H ⊗ V
∼=→ V

H
HMod

(−)coH

~~
(−)

  
Veck

H⊗−

OO γV : V
∼=→ (H ⊗ V )coH

θM : H ⊗McoH → M

H è Hopf sse H ⊗− è un’equivalenza, sse η o θ è iso.
Questione: E se invece H ⊗− fosse solo Frobenius?

û Equivalentemente: e se σ = γ−1 ◦ ηcoH ,
σM : McoH → M,m 7→ m,

fosse un isomorfismo per ogni M? 11 / 16



Teorema di Struttura
Teorema (Teorema di Struttura per i moduli di Hopf)
H è algebra di Hopf sse M ∼= H ⊗McoH per ogni M ∈ H

HMod,
dove McoH := {m ∈ M | δ(m) = 1⊗m}.

ηM : M → H ⊗M

εV : H ⊗ V
∼=→ V

H
HMod

(−)coH

~~
(−)

  
Veck

H⊗−

OO γV : V
∼=→ (H ⊗ V )coH

θM : H ⊗McoH → M

H è Hopf sse H ⊗− è un’equivalenza, sse η o θ è iso.
Questione: E se invece H ⊗− fosse solo Frobenius?

û Equivalentemente: e se σ = γ−1 ◦ ηcoH ,
σM : McoH → M,m 7→ m,

fosse un isomorfismo per ogni M? 11 / 16



L’idea

Assumiamo σ−1
M esista. H ⊗̂ H := H ⊗ H con

a · (x ⊗ y) = ∆(a)(x ⊗ y) e δ(x ⊗ y) = ∆(x)⊗ y .

Lemma
S : H → H definita da S(x) := (ε⊗ H)

(
σ−1

H ⊗̂ H

(
x ⊗ 1

))
.

S(1) = 1 e ε ◦ S = ε,(1)
S ◦m = mop ◦ (S ⊗ S) e ∆ ◦ S = (S ⊗ S) ◦∆op,(2)

m ◦ (S ⊗ H) ◦∆ = u ◦ ε(3)

quindi H è algebra di Hopf sinistra.
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I risultati principali

Teorema
Le seguenti affermazioni sono equivalenti
• H è un’algebra di Hopf sinistra con antipodo sinistro S che
è sia anti-moltiplicativo che anti-comoltiplicativo.

• H ⊗− è un funtore di Frobenius.
• σH ⊗̂ H è invertibile.

Teorema
Le seguenti affermazioni sono equivalenti
• H è Hopf.
• σH ⊗̂ H è invertibile e o θH ⊗̂ H è suriettiva o ηH ⊗̂ H è iniettiva.
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Primo (non) esempio

Esempio
B := C[X ] con ∆(X ) = X ⊗ X , ε(X ) = 1.
• un B-modulo è uno spazio vettoriale V con ξ ∈ EndC(V ).
• un B-comodulo è uno spazio vettoriale V = ⊕

n∈N Vn.
• V = ⊕

n∈N Vn con ξ è di Hopf sse ξ(Vn) ⊆ Vn+1, ∀ n.

(B ⊗̂ B)coB ∼= B = C[X ],

B ⊗̂ B ∼=
C[X ,Y ]
〈XY − 1〉

∼= C[X ]⊕ C[Y ],

σB ⊗̂ B : C[X ] ⊆ C[X ]⊕ C[Y ].
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Secondo esempio

Esempio (Lauve, Taft [LT])
q ∈ C×

SL′q(2) := C〈X11,X12,X21,X22〉〈
X21X11 − qX11X21, X22X11 − qX12X21 − 1
X22X12 − qX12X22, X21X12 − qX11X22 − q

〉

è un’algebra di Hopf sinistra che NON è un’algebra di Hopf.
û Esistono bialgebre B per cui B ⊗ − è Frobenius ma non

un’equivalenza.

[LT] A. Lauve, E. J. Taft, A class of left quantum groups modeled after SLq(n),
J. Pure Appl. Algebra 208(3) (2007).
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