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MATH-F-306 3. Algorithme du Simplexe

RAPPEL au TABLEAU :

e Algorithme du Simplexe
TODO

step 0 : (Initialisation)
Soit B un ensemble d’indices de base initiale tel que la solution de base primale
associée xp est réalisable.
Calculer xp = A]_31 b et yI' =ck ABI.

step 1: (Test d’Optimalité)
Calculer les coiits réduits ¢k — y? Ay.
Si c% —yT An < 0 alors la solution courante est optimale.
Sinon choisir r ¢ B tel que ¢, —y’ a, > 0.
(— x, entre en base)

step 2 : (Pivot)
Déterminer la variable qui sort de la base (— ).
S’il n’en existe aucune, alors le probleme est non borné.
Mettre & jour ’ensemble d’indices de bases B et déterminer les nouvelles
solutions de base ¥ et yB.

e Regle de Bland

— ¢’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent entrer en base, alors on choisit celle qui
a le plus petit indice ;

— ¢’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent sortir de la base, alors on choisit celle
qui a le plus petit indice ;

Exemple :

max x| + 2x9

st.: 1 + 29

T2

A\VARV/ANRV/AN
o w o
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MATH-F-306 3. Algorithme du Simplexe

RAPPEL :

e Hypotheses initiales

PL de la forme suivante : max{ c’x: Az = b,z > 0} (ou min)
— ¢’il y a des inégalités, ajouter des variables d’écart
— b > 0 (sinon multiplier une contrainte par —1)

— A contient une matrice identité (sinon voir séance suivante)

e Algorithme du Simplexe

step O : (Initialisation)
Soit B un ensemble d’indices de base initiale tel que la solution de base primale
associée xp est réalisable.
Calculer xp = Agl b et yl = cg A;l.

step 1 : (Test d’Optimalité)
Calculer les cotits réduits C}C, —yT Ay
Si c% —yT An < 0 alors la solution courante est optimale.
Sinon choisir r ¢ B tel que ¢, —y' a, > 0.
(— z, entre en base)

step 2 : (Pivot)
Déterminer la variable qui sort de la base (— z5).
S’il n’en existe aucune, alors le probléeme est non borné.

Mettre a jour I’ensemble d’indices de base B’ et déterminer les nouvelles so-
lutions de base z’ et 1.

e En pratique ...

— A chaque itération, on écrit le dictionnaire correspondant a la base B :

€T, = Bl + ZjEN Qjj T VieB
ou : b = (AE;I b)i aij = (_AélAN)ij
l_)o = Cg Aél b c; = (CTJ\} — Cg Aél AN)j

— on choisit la variable x, qui entre en base telle que ¢, > 0

— on détermine la variable s qui sort de la base : s = arg min e
1:04<0 Qi

e Regle de Bland

— ¢’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent entrer en base, alors on choisit celle qui
a le plus petit indice ;

— ¢’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent sortir de la base, alors on choisit celle
qui a le plus petit indice ;




3. Algorithme du Simplexe MATH-F-306

RAPPEL :

e Comment trouver une premiére solution de base réalisable 7

On ajoute des variables artificielles s; pour chaque contrainte ¢ et on résout d’abord le
probleme de phase I :

m
min g S;
i=1

st.: Ax + s = b
x > 0
s =2 0

— si la solution optimale de ce probleme est strictement positive, alors le probleme initial
est non réalisable

— si la solution optimale de ce probleme est égale a 0, alors toutes les variables artificielles
sont hors base et on a trouvé une solution de base réalisable du probleme initial ; on
peut ensuite résoudre le probléme initial (sans variables artificielles)
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Exercice 3.1

On considere le polyedre S de R® défini par les conditions suivantes :

X1 + 3 + 5 = 2,

220 + x3 + x4 = 4,

xr1 + T2 + x4 4+ 25 = 3,
g = 0, 221,,5

Le point z* = (1,1,1,1,0) est-il un point extréme ? Pourquoi ?
Trouver les vecteurs u € R tels que 2* +eu € S pour € > 0 assez petit.

Trouver tous les points & € S de la forme x* £ £ v qui ont au plus trois coordonnées non nulles. Ces points
T sont-ils des points extrémes 7 dégénérés ?

Solution :
On vérifie d’abord que z* appartient bien a S.
On a que x est un point extréme & x est un sommet
& vérifie 5 inégalités (lin. indép.) a I’égalité

< au plus 3 coordonnées de x sont non nulles

= 2*=(1,1,1,1,0) n’est pas un point extréme (car il a 4 coord. non nulles)

¥ teue s
14140 +e-( w + us + us ) = 2
2+1+1 + e-( 2up + uz + wg ) =4
1414140+ e-( u + u2 + ug + 2us ) =3
1 +te( w ) =0
<~
1 + e ( u ) =0
1 + e ( wug ) =0
1 :|:5‘( U4 )20
L 0 + e ( wus ) =0
([ wy + ug + us; =0
PN 2u9 + uz + ug4 =0
up +  us + ug + 2us = 0
U5:0
us = 0
u3 = — U
< 2us — u1 + ug = 0
ur +  u2 + Uy = 0
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us = 0
u = —u
o 3 1
Uy = — U] — U3
2uQ—u1—u1— U = 0
us = 0
U = u
o 3 1
u9 = 2u1
(I = — Ju
Q
2a
S ou o= - « oua €R
-3
0
On obtient les points T suivants :
1 -1 0
1 —2 —1
e a=-1 = z=|1|+] 1]|= 2 — pas bon (z¢5S)
1 3 4
0 0 0
1 —0.5 0.5
1 ~1 0
e a=-1 = z=|1|+| o05]|=]|15 —  OK
1 1.5 2.5
0 0 0
1 1 2
1 2 3
e a=1 = z=|1|+]|-1]= 0 — pas bon (z¢58S)
1 -3 -2
0 0 0
1 1/3 4/3
1 2/3 5/3
e a=1 = z=|1|[+|-13|=]283 — OK
1 -1 0
0 0 0

On obtient donc 2 points extrémes qui sont tous les deux non dégénérés (comme ils ont m = 3 ccoordonnées
>0)



MATH-F-306 — 3. Algorithme du Simplexe Exercice 3.2

Exercice 3.2

Soit S={z eR*: Ax =b, x>0} on

01 10 «o
A= 1 010 et b= J6]
0 011 v

a. Pour quelles valeurs de a, 3,7, le polyédre S possede-t-il 4 sommets non dégénérées ?

b. Pour b= (1,1,2) et ¢ = (1,1,1,2), minimiser cx sur S.

Solution :
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Exercice 3.3

Exercice 3.3

Soit le programme linéaire suivant :

min 2 = x93 — 323 + 225

st.: 1 4+ 3x9 — T3 + 2ux5 = 7
— 229 + 4dx3 4+ 14 = 12
— 4dx9 + 3x3 + 8z + x¢ = 10

o= 0 Vi=1,...

La solution optimale de ce probleme est x = (0,4,5,0,0,11).

Donner 'ensemble des indices de base B associé a la solution optimale.
Quelle est la solution de base duale y associée a B 7

Prouver 'optimalité des solutions z et y.

Calculer les cotts réduits des variables primales hors base.

Solution :

B=1{2,3,6}

On prend y' = c§ A; :

Ap = -2 4 0

1 c11 —Ca1 €31

1
= Ay = ——— | —c2 c —c3
€13 —C23 €33

04 01 0
= y" = (1 -30)-[02 03 0
1 —05 1

= (-02 —08 0)

e On vérifie bien que x est primal-réalisable —  OK

e Par construction on sait déja que ¢! x = yT b.

Eneffet 'z = 4—15=—11

yTh = _%_%:_%:_11 —  OK
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e Reste donc a vérifier que y est dual-réalisable :

Ecrivons le dual :

max z = Ty; + 12y + 10y3

S.t. : U1
3y1 — 2y
—y1 + 4y
Y2

2y

— 4ys
+ 3 Y3
+ 8uys

Y3

N

INCINCIN NN

y=(—1%,—2,0) est bien dual-réalisable

57

—

OK

x et y sont donc bien les solutions optimales recherchées.

Rappelons que les cotits réduits sont : E% = c% — cg A]_31 An
N——

On obtient donc :
ey = (00 2) — (-02 —08 0):-
= (002) - (-02 —-08 —04)

= (02 08 24)

Y

1
0
0

S = O

co O N

II est logique que tous les coiits réduits sont positifs, puisque z est une solution optimale ! (probléme a

minimum)

10
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Exercice 3.4

Exercice 3.4

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant 1’algorithme du simplexe :

max 2z = dx2 + 4x3 + 3x4
st.: 1 4+ 229 4+ 3x3 + Tg = O
4x9 + T3 + x5 4+ 2z2¢ = 11
3xog + 4x3 4+ x4 + 226 = 8
Zj = 0 Vj:1,

Réponse : solution optimale z* = (0,2,0,0,1,1) de valeur z* = 13

Solution :

On voit qu’une premiére base est : B = { x1, x4, x5 }

Premiére solution de base réalisable :

ry = 5 — 21’2 — 3{[:3 — T6
Ty = 8 — 3 Tro — 4 r3 — 2 T6
Irs = 11 - 4372 — r3 — 21’6

z = 0 + bxy + 4xz3 + 3uxg

Itération 1 :

5 1 3 1
T2 5 — 5 T — 5 I3 — 5 Te
1 3 1 1
Ty = 3 + 51 + 543 — 3%6
zs = 1 + 2x1 + bHazas
25 5 7 1
z = 5 — 3 r1T — 5 I3 + 5 Te
Itération 2 :
To = 2 — 2x1 — 2z3 + T4
¢ = 1 + 3x1 + 3 — 234
Ty = 1 + 2z1 + b5ux3
z = 13 -— Ty — 3x3 — T4

Tous les cotits réduits sont négatifs ou nuls.

= solution optimale z* = (0,2,0,0,1,1) de valeur z* = 13

11
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12
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Exercice 3.5

Exercice 3.5

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant 1’algorithme du simplexe :

max 2z = 5x1 + dxe + 3x3

s.t. : r1 + 3z90 + r3 < 3
— I + 3x3 < 2
2x1 — To + 2x3 < 4
2x1 4+ 3x9 — r3 < 2
z; =2 0 Vi=1,...,3

Réponse : solution optimale z* = ( %, %, % ) de valeur z* = 10

Solution :

On ajoute les variables d’écart t1,to,t3 et t4 afin d’obtenir le programme linéaire :

max 2z = bxy + Sx2 + 3x3
s.t. : 1 + 3z + T3 + 1 = 3
— x1 + 3ux3 + to = 2
2x1 — o + 2x3 + i3 = 4
221 + 3a2 — T3 + ty = 2
z; =2 0 V=1,
ti =2 0 Vi=1,

On voit qu’une premiére base est : B = {t1,ta,t3,14}

Premiére solution de base réalisable :

tl = 3 - rT — 3$2 — T3
tg = 2 4+ A — 3x3
ts = 4 — 2z + To — 23
ty, = 2 — 221 — 3x9 + T3
z = 0 + 521 + S5z + 33
Itération 1 :
t1 = 2 — 51‘2 — %l‘g + 514
tao = 3 — % To — % T3 — % t4
ts = 2 4+ 4z9 — 33 + 12}
r = 1 — %1‘2 + %:Bg — 5754
z = b — %.732 + %Jd — %t4

13
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Itération 2 :

ty
to
x3

z1

Itération 3 :

tq
x2
T3

I

= 1 522 313

= 4 29 5 _ 4
- 3 6 12 63 3
- 2 4 1 1
- 3 3 T2 a3 + 3
= 4 5 1 _ 1
— 26 29 . 11 2
- 3 6 L2 G 13 3
_ 1 21 3 28
= 29 29 t2 593 + 359
= 5 ot Sp, — 8
- 29 29 “2 29 U3

= & St 34y — L
= 2 54 94, _ 3
- 29 29 “2 29 '3 29

Tous les cotits réduits sont négatifs ou nuls.
' i x _ (32 8 30

solution optimale x* = ( 55, 555 5 )

=

de valeur z* = 10

14
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FExercice 3.6

Exercice 3.6

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant 1’algorithme du simplexe :

min 2z = 2z — 329 — 4dx3 + 24
st.: x1 + 3x2 — 3 — 314 = —2
2¢; + wx2 + w3 + 314 < 8
— 4dx9 + 223 4+ 6x4 < 4
Zj = 0 Vj:l, .,4
Réponse : solution optimale z* = (0,2,6,0) de valeur z* = — 30

Solution :

On ajoute les variables d’écart tq,to,t3 afin d’obtenir le programme linéaire :

min z = 2x1 — 3x0 — 4dx3 + 14
st.: x1 + 3z — x3 — 314 — O = -2
221 + o + x3 4+ 34 + t9 = 8
— 4dx9 + 223 + 624 + t3 = 4
zj =2 0 Vj=1,...,4
t; > 0 Vi=1,...,3

Le terme de droite de la premiére contrainte est négatif, multiplions cette contrainte par (—1) :

min z = 2x1 — 3x0 — 4x3 + 14
st.: —x1 — 3x0 + x3 + 34 + 1 = 2
2x1 + T2 + x3 + 324 + to = 8
— 4dz9 + 2x3 4+ 624 + i3 = 4
z; =2 0 Vi=1,...,4
ti = 0 Vi=1,...,3
On voit qu’une premiére base est : B = { t1,tq,t3}
Premiére solution de base réalisable :
t1 = 2 + T + 3%2 — r3 — 31’4
tQ = 8 - 2%1 - Tro — r3 — 3334
t3 = 4 + 4x9 — 223 — 624
z = 0 4+ 221 — 320 — 4dx3 + x4

15
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Itération 1 :

tl = 26 — 51‘1 4.7)3 12 X4 3t2
To = 8 — 2 I I3 3 T4 t2
t3 = 36 — 8I1 6%3 18564 4t2
z = —24 + 8ux xr3 10 24 3to
Itération 2 :
31 + im 5 l2 2ts
Ty = — % 1 D) 513
r3 = - % 1 3 T4 3 tg % t3
z = =30 + %{L‘l + 1324 %tg étg
Tous les cotts réduits sont positifs ou nuls.
= solution optimale z* = (0,2,6,0) de valeur z* = — 30

16
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Exercice 3.7

Exercice 3.7

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant ’algorithme du simplexe :

max 2z = x; + 3x2 — X3
st.: 2x1 4+ 2x29 — x3 < 10
31 — 2z + xz3 < 10
x1 — 329 + z3 < 10
Solution :

On ajoute les variables d’écart t1,ts et t3 afin d’obtenir le programme linéaire :

max 2z = x1 + 3x9 — I3
st.: 2x1 4+ 229 — x3 + t1 = 10
3r1 — 2x9 + x3 + i = 10
ry — 3x9 + x3 + t3 = 10
Zj = 0 V] 1,
t;i = 0 Vi=1,

On voit qu’une premiére base est : B = {t1,t2,t3}

Premiére solution de base réalisable :

t1 = 10 — 221 — 229 + a3
t2 = 10 - 3.%'1 + 21‘2 — I3
ts = 10 — 1 + 3x2 — @3
z = 0 + oz + 3x2 — z3

Itération 1 :

10 10 5
h = 35 — F22 + 323 + 352
10 2 1
T = 3 + T2 — 3T3 — z 19
_ 20 7 2
t3 = 3 + glL‘Q — gl‘g + §t2
_ 10 11, _ 4 _ 1
z = 3 + 3 T2 323 3t2
Itération 2 :
3 1
xe = 1 + gx3 — {501 + st
1 1
rT = 4 — gtl — 5t2
1 7 4
ts = 9 + sx3 — {gt1 + ztlo
2= 7 + Loy — Bt + It

17
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La variable qui devrait entrer en base est x3, mais on peut augmenter x3 — oo tout en restant réalisable.

= le probléeme est non borné

En effet, on vérifie que :

4 0
x(AN)=| 1 + A | 3 est réalisable pour tout A € R.
0 1

Et la valeur de Ia fonction objective : ¢’ z(A\) =T+ 1-A —oo siA— o0

Donc r = (0, %, 1) est un rayon tel que ¢cT' r >0 !

18
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Exercice 3.8

Utiliser I'algorithme du simplexe pour trouver tous les sommets optimaux du probléeme suivant :
max 2z = 2x1 + 320 + dxg + 4xy4

st.: 1 4+ 229 4+ 3x3 + 14
r1 + x2 + 233 + 314

A\YARV/ANR/AN
S W w

Réponse : 3 sommets optimaux : z** =(1,2,0,0) de valeur z* = 8

Solution :
On ajoute les variables d’écart t1 et to afin d’obtenir le programme linéaire :
max z = 2x1 + 329 + bx3 + 424

st.: 1 + 2x9 + 3x3 + w4 + t1

= 5
r1 + a9 + 2x3 + 314 + to = 3
xj = 0 Vi=1,...,4
ti = 0 Vi=1,2

On voit qu’une premiére base est : B = {t1,t3 }
Premiere solution de base réalisable :

t1:5—x1—2:r2—3x3—x4

t2:3—x1—x2—2x3—3x4

z = 0 + 221 + 3xz90 4+ bdxz + 4dxy

Itération 1 :

tv = 2 — x — wm3 + 2x4 + 1o
rT = 3 — Tro — 2 r3 — 3 Ty — tQ
z = 6 4+ x9 + T3 — 2x4 — 219

Itération 2 :

xg = 2 — x3 + 2m4 — t1 + to
Ty = 1 — x3 — bxy + t1 — 2ty
z = 8 — Ifl — t2

19
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Tous les cotits réduits sont négatifs ou nuls.
= solution optimale 7 = (1,2,0,0) de valeur z* =8

Comment trouver tous les sommets optimaux ?

Vu le dernier tableau de I’algorithme du simplexe, on sait que dans toute solution optimale, on a que
t1 =ty =0 (pourquoi ?)

Et pour une telle solution optimale, le reste du tableau nous dit que :

7 = 1 — x3 — bdxy
(8.1)
To = 2 — x3 + 2124

Donc toutes les solutions optimales s’écrivent de la maniére suivante :

rT =

Z2

T3

VoWV

x4
1T =
to

S O O O N -

On sait aussi que tout sommet posseéde 4 coordonnées nulles (pourquoi ?)

Donc afin de trouver tous les sommets optimaux, nous générons tous les points qui vérifient (??) et qui ont
au plus 2 coordonnées non nulles. Alors les points obtenus ainsi, qui, de plus, ont toutes les coordonnées
positives ou nulles, sont les sommets optimaux recherchés.

Pour notre exercice, on obtient les points suivants :

(1, 2, 0, 0,0,0) OK
(0, O, %, —%, 0, 0) non réalisable
(0 2 0 % 00) OK
(0, 1, 1, 0,0,0) OK
( 6, 0, 0,-1,0 0) non réalisable
(-1, 0, 2, 0,0,0) non réalisable

Finalement on a 3 sommets optimaux :

" =1(1,2,0,0)
z*2 = (0,2,0,1)
x* =1(0,1,1,0)

20
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Exercice 3.9

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant I’algorithme du simplexe (résoudre d’abord le probleme
de phase I) :

max 2z = 3x1 + 229 + 4x3 + x4 — x5 + Tg

s.t. : 1 + 19 + 223 + 14 = 4
211 + 3x3 — 2x4 + x5 = 5

2x1 4+ x2 + 3z3 — x5 + 2x¢ = T

0

WV

Lj

7%,O,O,O, i) de valeur z* = %

Nt

Réponse : solution optimale z* = (

Solution :

On ajoute les variables artificielles s1, s2, S3 et on résout le probleme de phase I :

min w = S1 + s2 + S3
st.: x1 + 1o + 223 + 14 + s1 = 4
211 + 3z3 — 224 + x5 + s9 = 5
2x1 4+ xo + 3x3 — x5 + 26 + S3 = 7
€ g > 0 V] 1, s
S = 0 Vi= 1, . ,3
On a maintenant une premiére base : B = { s1, s2, s3 }
Premiere solution de base réalisable :
S1 = 4 — xr1 — o — 2 r3 — T4
Sy = 5 — 2 I - 3 r3 + 2 T4 — X5
s = 7 — 21 — To — 3x3 + x5 — 2z
w = 16 — dxy — 29 — 8x3 + x4 — 2ux
Itération 1 :
s1 S - m — ja3 — 2x4 + 335 + 1o
Ty = % — % xr3 + T4 — % x5 — % S9
s3 = 2 — X9 — 2x4 + 225 — 2z + S9
wo o= % - 2xy — zx3 — 414 + %.Tg) - 226 + 3592
Itération 2 :
Ty = % — % 3 — 2x4 + % Ts5 - s + % 59
Ty = % - % r3 + x4 — % T5 - % S2
S3 = % + % T3 + % T5 — 2x¢ + s1 + % S9
w = % + % T3 + % T5 — 2x¢ + 2s1 + % S9

21
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Itération 3 :

_ 3 1 1
Ty = 5 — 5¥3 — 2T4 + 3xT5 — S1 t+ 582
5 3 1 1
1 = 35 — §¥3 + T4 — 3T - 392
1 1 3 1 1 1
T6 i T 373 + 725 + 3581 + 382 — 583
w = 0 + s1 + S+ S3

On a trouvé une solution optimale du probléme de phase I, passons a la phase II.

On connait maintenant une premiére base réalisable du probléme initial (sans les s) :

— 3 1 1

e = 5 — 3x3 — 234 + 55
_ 5 3 1

Ir1 = 5 — 3 T3 + T4 — 5 I5
1 1 3

T = 7 + 773 + ITs
_ 43 5 3

z = 7 73 15

Tous les cotits réduits sont négatifs ou nuls.

= a:*l:(

)

M9
[ MY

,0,0,0, % ) est une solution optimale

=

Remarque : le sommet x*? = (%, 0,0, %, 0,
sommets.

) est aussi optimal, ainsi que le segment qui relie ces 2

22
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FExercice 3.10

Exercice 3.10

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant 1’algorithme du simplexe :

min z = 2x; + 219 — 213 + x4
s.t. : T + x5 — T3 + x4 = 1
211 + 4dz3 + 224 + x5 = 7
1 + 6x9 + €3 + 25 19
z; =2 0 Vji=1,...,5

90168

Réponse : solution optimale 2* = (0, 35,0, 15, 1o

) de valeur z* =

Solution :

On ajoute les variables artificielles s1, s, s3 et on résout le probléme de phase I :

min w = s + So + S3
s.t.: 1 + To — T3 + T4 + s1 = 1
21 + 4dxz3 + 224 + Ts + S0 = 7
1 + 6x9 + x3 + 2x5 4+ s3 = 19
Zj = 0 V] 1, s
s; = 0 Vi=1,...,3
On a maintenant une premiére base : B = { s1, s2, s3 }
Premiere solution de base réalisable :
s1 = 1 - xr1T — Tro + xr3 — x4
So = 7T — 2x1 — 4dx3 — 2x4 — T5
s3 = 19 — r1 — 61’2 — I3 — 21’5
w = 27 — 4x1 — Txzg — 4dx3 — 3x4 — 3x5
Itération 1 :
xr, = 1 - To + xr3 — X4 — S1
so = b 4+ 2x9 — 6x3 — x5 + 28
s3 = 18 — dxo — 223 4+ x4 — 225 + S1
w = 23 — 3x9 — 8x3 + x4 — 3x5 + 4s
Itération 2 :
o = 1 — r1 + T3 — Ty — S1
S9 = 7T — 2 xr1T — 41‘3 - 2 Tg4 — xTs5
s3 = 13 + bxy — Txg + 6x4 — 225 + 635
w = 20 + 3x7 — 1llazs + 4x4 — 3z5 + 781

23
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Itération 3 :

—_
—_

Tro9 = Z % xrT — % rq4 — % r5 — S1 —
SR D O A -
S3 % + 177 ry + % T4 — % x5 + 6s1 +
w o= 2 4+ Yo + Yoy — 125 + Ts +
Itération 4 :
To 2 — 10y — 1lxy — T7s1 — 289 +
r3 = — 9 r1 — 10 Try4 — 6 S1 — 2 So  +
s = 3 4+ 34x1 + 38x4 + 24s1 + Tsy —
w = 0 + s +  s2 +

On a trouvé une solution optimale du probléeme de phase I, passons a la phase II.

On connait maintenant une premiére base réalisable du probléme initial (sans les s) :

To = 2 — 10 r1 — 11 T4
rz3 = 1 — 9x1 — 10z4
x5 = 3 + 34x1 + 38xy4
z = 2 — T4
Iteration 1 :
_ 9 1 1
T2 = 10 0% + 1%
- 1 _ 9 _ 1
T4 = 10 0 X1 io ¥3
_ 68 _ 2. _ 38
T5 = 1o 10 ¥1 10 T4
— 19 9 1
z = 15 t %1t 54

Tous les cotits réduits sont positifs ou nuls.

= w*:(O

9
aﬁ’o

1 68
»10° 10

) est une solution optimale

83

24



MATH-F-306 — 3. Algorithme du Simplexe

FExercice 3.11

Exercice 3.11

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant 1’algorithme du simplexe :

min 2z = 2x1 — 229 — 2x3 + 24
s.t. : 1 + T2 + x3 + x4 4
-2z + Tog — I3 =1
3xy + x3 + wmy = 9
i > 0 Vji=1,..4
Réponse : solution optimale x* = (0,%,%,O)de valeur z* = — 8

Solution :

On ajoute les variables artificielles s1, so2, s3 et on résout le probléme de phase I :

min w = s; + sz + s3
s.t. : x|y + o + T3 + T4 + 81 = 4
211 + 12 — w3 + 52 =1
3xo + x3 + 14 + 53 9
Zj = 0 Vj 5 .,4
si =2 0 Vi N

On a maintenant une premiére base : B = { s1, s2, s3 }

Premiére solution de base réalisable :

s1 = 4 -— r1 — Ty — T3 — T4
s9, = 1 + 2x1 — ®m + T3

S3 = 9 - 3 ro — XT3 — T4
w = 14 + x1 — bdxzo — x3 — 214

Itération 1 :

s1 = 3 — 31 — 223 — T4 + S9
ro = 1 4+ 2z21 + a3 - 82
S3 = 6 — 6.731 — 4.%'3 — T4 + 382
w =9 — 9x1 — 6x3 — 24 + 559

Itération 2 :

1 2 1
g = 3 — 3T3 — 5Ty — 5§81 — 382
2 1 1 1
rn = 1 — 33 — 3T4 — 351 + 352
sz = + Ty + 2s1 + S9
w = 0 + z4 + 3s1 + 289
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On a trouvé une solution optimale au probléme de phase I, mais il reste toujours une variable artificielle en
base, i.e. s3 !

On essaie de pivoter pour faire sortir des variables artificielles de la base et de les remplacer par des variables
« normales». On n’a plus besoin de tenir compte de la fonction objective.

Pour notre exercice, on va faire s3 sortir de la base et x4 entrer en base :

Itération 3 :

1 2 1 2
Ty = 3 — 3T3 + 351 + 3S2 — 383
_ 1 - 2 1 2, 1
T, = 33 + 381 + 352 3 S3
T4 = - 25 — s + 83

On a trouvé une solution réalisable du probleme de phase I ot1 toutes les variables artificielles sont hors base.
On peut passer a la phase II.

On connalt maintenant une premiére base réalisable du probleme initial (sans les s) :

Tro9 = 3 — %:Eg
ry = 1 - %xg
Ty = 0
z = —4 — %m;
Itération 1 :
5 1
Tro9 = 5 + 5 T
3 3
sy = 2 7 2™
Ty = 0
z = —8 4+ 4x

Tous les cotits réduits sont positifs ou nuls.

= = (0, g, %, 0) est une solution optimale
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Exercice 3.12

Résoudre le programme linéaire suivant en utilisant ’algorithme du simplexe :

max z = 10xy — 57x9 — Qa3 — 24 x4
s.t. : %xl — %xg — %.’Eg + 924 + x5 =0
bo — Bm - o+ ow o+ m =0
T + 27 = 1
z; =2 0 Vi=1,...,7

Utiliser la stratégie suivante :

e g’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent entrer en base, alors on choisit celle qui a le plus grand
cott réduit (en valeur absolue) ;

e g’il y a deux ou plusieurs variables qui peuvent sortir de la base, alors on choisit celle qui a le plus petit
indice ;

Utiliser les regles de Bland.

Remarque : vous pouvez commencer a partir de la base B = { =5, z¢, 27 }

Réponse : solution optimale z* = (1,0,1,0,2,0,0) de valeur z* = 1

Solution :

Prenons donc B = { x5, x6,x7 } comme premiéere base :

Trs = — % r1 + % Tro + % T3 — Yy
Tg = — % r1 + % To + % Tr3 — T4
rzy = 1 — T
z = 10y — B57x9 — 923 — 2424
Itération 1 :
T, = 11ze + bxz3 — 18xy4 — 2ux5
T = — 4dxy — 2x3 + 8xy + 5
xr7 = 1 — 1laxe — bxg + 18xz4 + 2ux5
z = 531y 4+ 4lxs — 204z4 — 20x5
Itération 2 :
T = - % x3 + 4dxq + % T5 — % Z6
Ty = - fm3 + 2@ + 3T — 1T
zy = 1 + % r3 — 4dxy4 — % rs + % Tg
z = % r3 — 98 T4 — % Ty — % L6
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Itération 3 :

T3 = 2¢17 + 8x4 + % 5 — % T
To = xr1 — 2x4 — % r5 + % T6
T7 T
z = 2921 4+ 18xz4 + 15z5 — 93z
Itération 4 :
T3 = 2 rT — 4 Tro — % rs + % T6
1 1 1 5
Ty = 571 — 3T2 — 3T5 + 1T
7 = T
z = 201 — 922 + % T5 — % Z6
Itération 5 :
r5 = 41’1 — 8$2 — 2:173 + 9.%‘6
1 3 1
Ty = 3T1 + §T2 + g3 — Z6
xTr = T
z = 22x17 — 93x9 — 2lz3 4+ 24uxg
Itération 6 :
T5 = % T, + % T2 + % r3 — 94
1 3 1
Tg = 53T1 + §T2 + 53 — T4
rr = z1
z = 107y — B7x9 — 9x3 — 2424

On voit que le dernier tableau est identique au tableau initial. Aprés 6 itérations du simplexe, on est revenu

au point de départ, I’algorithme cycle !

On en conclut que la stratégie utilisée ne fonctionne pas toujours.

Regardons ce qui se passe si on utilise les regles de Bland.

En appliquant les régles de Bland, on voit que les 5 premiéres itérations sont identiques a celles utilisant la
stratégie précédente. Reprenons donc le tableau obtenu apres 5 itérations.

Itération 5 :

Tr5 = 41’1 — 8332 — 2333 + 9%6
Ty = % r1 + % Tro + % r3 — Tg
7 = T

z = 22x1 — 93z — 2lz3 + 246

28



MATH-F-306 — 3. Algorithme du Simplexe Exercice 3.12

Itération 6 :

T5 = 4xyg + 223 — 8xg4 + T
T, = 3Ty + xr3 — 2y — 226
z; = 1 — 3x90 — 3 + 224 + 2z

z = — 2720 + 23 — 44x4 — 20z

Itération 7 :

x5 = 2 — 2x9 — 4dx4y + Dxg — 27
ry = 1 — Ty
r3 = 1 — 3x2 + 224 + 2z — Ty

z = 1 — 30xy — 4224 — 18x¢ — 7

Tous les cotits réduits sont négatifs ou nuls.

= «*=(1,0,1,0,2,0,0) est une solution optimale
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Exercice 3.13

Résoudre le probleme linéaire suivant en utilisant 1’algorithme du simplexe :
min z = 2x1 + x2 + 223 + x4 + 4x5

st.: 4x1 + 229 + 13xz3 + 34 + x5 = 17
r1 + ro + OSxy3 + T4y + x5 = 7
zj =2 0 Vj=1,...,5

Solution :

On ajoute les variables d’écart t1,ts et t3 afin d’obtenir le programme linéaire :

max z = 1 + 3x2 — 3
scq 2xr1 4+ 229 — x3 + 41 = 10
3r1 — 2x9 + x3 + 1o = 10
Ty — 32 + x3 + t3 = 10
z; =2 0 vV
ti = 0 V1

On voit qu’une premiére base est : B = {t1,t2,t3}

Premiére solution de base réalisable :

t1 = 10 — 2%1 — 2$2 + 3
to = 10 — 3z1 + 229 — 23
t3 = 10 — r1 + 31‘2 — I3
z = 0 4+ 21 + 322 — 23

Itération 1 :

10 10 5 2
lh = 3 — 322 + 333 + 3l2
10 2 1
rn = 3 + 3w — 313 — 3t
20 7 2
t3 = 3 + 342 — 3 T3 + 3 t2
— 10 11, _ 4 _ 1
Z = 3 + 3 L2 313 3 to

Itération 2 :

x2 = 1 + gwg — %h + %tQ
rT = 4 — %tl — %tg
ts = 9 + x5 — Lt + 2t
z = 7 + %373 — %tl + %tz

La variable qui devrait entrer en base est xs, mais on peut augmenter x3 — oo tout en restant réalisable.
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= le probleme est non borné

En effet, on vérifie que :

est réalisable pour tout \ € R.

8
=~
N
I
—_
+
>
=N O

Et la valeur de Ia fonction objective : ¢! z(A\) =T+ 1-A —oo siA— o0

Donc r = (0, %,1) est un rayon tel que ¢ r > 0!
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Exercice 3.14

Résoudre le probleme linéaire suivant en utilisant ’algorithme du simplexe :

max z = 3x1 + 9 + 223 — x4 + 225
st.: —2x1 — 2z — 2x4 =0
—2x1 4+ 220 + 3 + 224 = 4
4y — 4dxo — 2x4 — x5 = 4
z; =2 0 Vj=1,...,5
Solution :

On ajoute deux variables artificielles sy et s3 et on résout le probléme de phase I :

min w = S| + S3
s.t.: —2x1 — 2x9 — 224 + 51 =0
—2x1 + 279 4+ x3 + 224 = 4
4x1 — 4:62 — 2$4 — I5 + 83 = 4
zj 2 0 Vj=1,...,5
S = 0 Vi 1,3

On voit qu’une premiére base est : B = { s1,x3,s3 }.

Premiére solution de base réalisable :

s1 = 0 4+ 2x1 4+ 229 + 224
3 = 4 4+ 221 — 2139 — 214
s3 = 4 — 4z + 4dxe 4+ 234 + x5

w = 4 — 2x1 + 629 4+ 4dx4 + 5

Itération 1 :

1 1
s1 = 2 4+ 4z 4+ 3x4 4+ —x5 — =83
x3 = 6 — x4 + SIT5 — £ S3
1
1 = 1 4+ x2 + 54 + —x5 — 15
1 1
w = 2 + 4dx9 + 3x4 + 5 T5 + 5 S3

1l n’y a plus de variable susceptible d’entrer en base, et il existe toujours des variables artificielles strictement
positives. Le probléme initial est donc non réalisable.
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